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Alcune osservazioni sulla teorïa delle funzioni
e delle varietà quasi abeliane.

Nota (*) di FABIO COSTFORTO (a Eoma).

Sunto. - Per tin corpo K di funzioni abeliane di n variabili u4 u2,..., u^.
relative* ad una matrice di BJEMANN W, coinddono i tre problemi di
determinare gli automorfismi di K, Ie trasformazioni biraziouali in sè
della VT: di PICAKD associata a K, Ie congruente univocamente inver-
tibili del tipo u' = Au + A {mod. to). Nel caso quasi abeliano taie coin-
cidenza viene a mancare perché Vanaloga della YTl di PICARD si pub
considerare in due modi distinti ed una congruenza del tipo predetto
puö anche rappresentare una trasformazione traseendente della Y7* in sè.

1. Sia to una matrice di RIEMAKX di genere TT, Kil relatiro corpo
di funzioni abeliane di TT variabili, che indico con ulf u%, ..., ttn, V"̂
1' annessa varietà di PICARD a TT dimension^ definita a meno di
trasformazioni birazionali ed in corrispondenza (generalmente) biu-
nivoca con il parallelopipedo dei periodi.

È noto (x) che Ie funzioni del corpo K si rispecchiano in tutte
e sole le funzioni razionali della V^ e che sulla V-n Ie variabili
indipendenti u19 ui9..., u^ danno luogo a TC integrali semplici di
differenziale totale di prima specie linearmente indipendenti.

Bisultati classici della teoria delle funzioni abeliane permettono
allora di affermare che i seguenti tre problemi :

(*) II contenuto di questa nota è stafco oggetto di una Comunicazione al
I I I Congresso delFUnione Matem. Italiana (Pisa, 23-26 settembre 1948).

f1) Per Ie proposizioni qui richiamate eulle funzioni abeliane cfr. ad es.
il mio volume: Funzioni abeliane e matrici di Biemann, p. I (« Corsi del-
l'Istituto ISTazionale di Alta Matematica », Roma; 1942), in ispecie il cap. IL
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a) determinazione di tutti gli automorfismi del cor po K;
b) determinazione di tutte Ie trasformazioni birazionali in sè

'della varietà Y^ ; *
c) deterrainazione di tutte Ie matrici quadrate d' ordine x, del

tipo :

(1.1) A =

tali che Ie congruenze :

(1.2) u\h = S, \huk •+• X, (mod. o,) (h = 1, 2y..., x)

siano univocamente invertibili;
coincidono perfettamente tra loro,

2. Nella presente nota mi propongo di chiarire perché la coin-
cidenza dei tre problemi a), b), c) viene a mancare quando si passa
dalla teoria delle funzioni abeliane alla nuova teoria delle funzioni
quasi abeliane, che ha fatto "oggetto di una recente Memoria di
JE\ SEVERI (*). Poichè 1' anzidetta coincidenza è alla base almeno
di una parte della cosiddetta teoria aritmetiea delle funzioni abe-
liane, quale è stata sviluppata in classici lavori di Gr. SCORZA (3),
Ie considerazioni che seguono yalgono cosï a dare qualche oppor-
tuno orientamento per la costruzione di uu' analoga teoria aritmetiea
delle funzioni quasi abeliane, che è agli inizii ed alla quale ho de-
dicato una prima memoria (4).

3. Prendiamo Ie mosse da un corpo K di funzioni quasi abe-
liane di Ti variabili, relativo ad una tabella di periodi primitivi w,

(2) F. SEVERI*. Funzioni quasi abeliane, « Pontificiae Academiae Scien-
tiarum Scripta Varia », n. 4, 1947; tale Memoria sarà in seguito citata con
la sigla F.Q.A..

(à) Cfr. ad es. le due memorie fondamental! di Gr. SCORZA: Intorno alla
teoria generale delle matrici di Biemann e ad aleune sue applicazioni
« Rfend. Palermo », t. 41, 1916 e Le algèbre di ordine qualungue e Ie ma-
trici di Biemann, « Rend. Palermo », t. 45, 1921.

(4) I \ CONFORTO : Sopra Ie trasformazioni in sè della variété di Jacobi
relativa ad tina curva di genere effettivo diverso dal genere virtuale, iny

ispede nel caso di genere effettivo nullo (in corso di pubblicazione negli
* A n n a l i d i Matemat ica >).
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che suppongo nella forma normale di SEVERI (5):

(3.1)

dove s'intende TT = p ~+- S2 -h- S2(TT > 0, 8j :> 0, S2 > 0) e Cl^nP) iudica
una matrice a Bt righe e p colonne (e similmente negli altri casi),
0<r*s) indica la matrice ad elementi tutti nulli ad r righe eïi s co-
lonne, \\AiP>P) Qtp>P)\\ è una qualunque matrice di KIEMANÏ^ nor-
male di genere p (per guisa che A(P>P) sarà la matrice diagonale :

2-Ri

2-ni

ove du d2,..., dp sono interi positivi tali che dl = 1 e ciascuno
dei dx è inultiplo di rôl_1), B^^ù è la matrice diagonale per la
quale tutti gli elementi délia diagonale principale valgono 2-xi. La t*>
risulta cosï una matrice a -K = p -+- Sj -+• Sx righe e 2p -+- Si colonne.

Ciö premesso, corne conseguenza del fatto che ogni corpo di
funzioni quasi abeliane è costituito per definizione da funzioni che
ammettono un teorema (algebrico) di addizione nel senso di TTEIER-
STRASS (6), si possono scegliere entro il dato corpo JK" w -+- 1 fun-
zioni, legate tra loro da una (unica) relazione algebrica, rappre-
sentativa di una varietà algebrica Vr, definita a meno di trasfor-
mazioni birazionali, in corrispondenza generalmonte biunivoca col
prisma dei periodi, che è la varietà quasi abeliana di PICARD^
associata a JL. Gome nel caso abeliano, le funzioni del corpo K si
rispecchiano allora in tutte e sole le funzioni razionali délia V ,̂
mentre le variabili indipendenti u19 u2i..., u^ danno luogo sulla V^
ad altrettanti integrali semplici di differenziale totale linearmente
indipendenti, da considerarsi corne virtualmente di prima specie
sulla Vrr. Sia W la varietà délia V̂  rietnpita dai punti singolari
(e d'indeterminazione) di tali integrali.

4. Siamo ora in grado di discutere se e sino a quai punto i tre
problemi a), h), c) del n. 1 coincidano tra loro nel caso quasi abe-
liano.

(5) E . Q A , nn. 28 e 37
(6) F.Q.A., Introduzione.
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Per i problemi a) e b) tutto ya come nel caso abeliano, ossia
essi coincid oiio perfettamente.

Ciö è del tutto naturale, giacchè è subito visto che per qitalsiasi
varietà algebrica Y^ coincidono i due problemi délia deterntinazione
delle tras for mazioni birazionali in sè della Y^ e degli automorfismi
del relativo corpo K di funzioni razionali.

Se infatti la trasformazione (birazionale) T muta la V^in sè,
ogni funzione razionale della V^ viene mutata dalla T o dalla T~~l

in una funzione razionale ; la somma ed il prodotto di due funzioni
razionali viene inoltre mutato dalla T nella somma e nel prodotto
delle due funzioni corrispondenti. La T induce per conseguenza
un automorfismo nel corpo K.

Inversamente, sia ora T un automorfismo di K: mostriamo che
ad esso risponde una trasformazione birazionale in sè della V^.

All'uopo, si consideri in uno spazio lineare S -̂f-i, dove

siano coordinate non omogenee di punto, un modello proiettivo
della VJ: di equazione:

(4.1) F{xlf xt,..., «„+!) = O,

essen do F un polinomio. Ogni funzione di K sarà allora una fun-
zione razionale delle xt(i = 1, 2,..., TT H- 1).

Siano rispettivamente #,', xt\ ..., x-n+i Ie funzioni corrisj)oiidentï
per 1'automorfismo T alle xl9 xt9... , x-n+i. Sarà allora:

(4.2) Ffa', »/,..., < W ) = 0>

giacchè ogni automorfismo conserva tutte Ie relazioni razionali.
La corrispondente in T di ogni funzione di K, ossia di ogni

funzione razionale delle xl9 xi9 ... , x^+i si otterrà da questa stessa
funzione razionale, sostituendo gli argomenti x con gli argomenti xf.

La corrispondente di ogni funzione di K risulta cosi una fun-
zione razionale di cc/, as2',... , fiCrc-f-i'. Inversamente, ogni funzione
razionale delle x/, as/..., xn-\-\' proviene dalla funzione razionale
delle os,, x%..., oc^+i, clie si ottiene sostituendo in essa Ie x' con
Ie x. Ne segue, tenuto conto che ogni aut.omorfismo è una corri-
spondenza biimivoca tra Ie funzioni di K, che si ottengono tutte
Ie funzioni di K considerando la totalità delle funzioni razionali
in o;/, ccj',..., 05̂ -4-1'. Anche Ie xli x%,..., CCK+I saranno perciè espri-
mibili razionalmente mediante Ie x/, x%\ . . . , 05^+1'.

Ma allora, essendo Ie x' funzioni razionali delle x e viceversa,
tenuto conto delle (4.1) e. (4.2), è subito visto che Ie formule che
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esprimono le ce' in funzione razionale délie x rappresentano una
trasformazione birazionale délia V* in se.

La trasformazione cosï trovata induce d'altronde in K proprio
l'automorfismo T, perché muta le x nelle x e quindi ogni fun-
zione razionale délie x nella stessa funzione, in cui le x si sosti-
tuiscono con le ce', ossia ogni funzione di K nella funzione ad essa
{ïorrispondente per l'automorfismo T.

5. Dopo l'osservazione del n. 4, torniamo ora al caso, in cui K
«ia il corpo di funzioni quasi abeliane del n. 3 e V^ la relativa
varietà quasi abeliana di PICARD. Mercè 1' isomorfismo tra K ed
11 corpo délie funzioni razionali délia V^, si conclude allora su-
bito la coincidenza dei due problemi a) e b) del n. 1 anche nel
caso quasi abeliano.

Occorre perö ora fare un' osservazione importante. La varietà V*
puö essere considerata in due accezioni distinte: essa puö essere
considerata in se oppure corne varietà quasi abeliana. Quando la V̂
si considéra corne la varietà quasi abeliana di PICARD, relativa al
corpo K, essa nasce insieme al sistema dei - integrali semplici
u17 ut, ... , u^àel n. 3 da considerarsi corne virtualmente di prima
specie, con la tabeila di periodi 3.1, i quali individuano sulla V-
la varietà W. La considerazione délia V̂  corne varietà quasi abe-
liana di PICARD non puö e non deve dunque essere mai disgiunta
dalla considerazione degli integrali anzidetti. Quando invece si
prescinde da tali integrali, la V̂  viene considerata in se.

Ora, ovviamente, nelle considerazioni del n. 4, la V-n è stata
considerata in se. Potrà perciö darsi che una trasformazione bira-
zionale délia V-n in se non debba più considerarsi taie quando.
corne è nella natura délia questione, si consideri invece la Vr corne
varietà quasi abeliana di PICARD.

Ragioni di analogia col caso abeliano e, soprattutto, la circo-
stanza che dalla formula (1.2) (nella quale ôra si suppone che
u19 M2Î... , u-n siano gli integrali virtualmente di prima specie
sulla V-n quasi abeliana) un uh' puö risultare infinito solo quando
lo sia qualcuno degli uk, conducono a considerare corne trasforma-
zioni birazionali in se délia V-n, considerata corne varietà quast abe-
liana di PICARD, solo quelle trasformazioni birazionali, che siano
rappresentate da congruenze lineari univocamente invertibili tra
gli integrali ul9 uti.... un* ossia da formule del tipo (1.2). Si otten-
gono cosï trasformazioni birazionali délia V̂  in se, per le quali la
varietà W è invariante; e si entra cosi a contatto col problema c)
del n. 1.
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6. Indicando con u, u', X tre matrici a TT righe e ad una colonna,
«che abbiano come elementi rispettivamente Ie uï, wg,..., u^. Ie
ux\ ws',..., WTT', Ie X1? X2>..., X ,̂ la formula (1.2) tenuto conto della (1.1),
si puö mettere nella forma :
{§X) u' ES Au -H X (mod. w)

dove per la w sarà ora da intendersi la matrice (3.1).
Ciö premesso, è anzitutto ovyio che una qualunque trasforma-

zione birazionale della V^ considerata in sè non puö sempre es-
sere rappresentata da equazioni come la (6.1). Invero, la V^ consi-
derata in sè puö concepirsi come il prodotto di una varietà di PI-
CARD abeliana a p dimensioni per uno spazio lineare a Sx -i- 32 di-
mensioni (7); ed è subito visto che una simile varietà ammette un
gruppo continuo infinito di trasformazioni birazionali in sè, mentre
dalla (6.1) appare disponibile al più un numero finito di para-
metri.

È dunque a priori escluso che il problema a) o b) del n. 1 coin-
cida nel caso quasi abeliano col problema c). Ciö tuttavia quando
si prendano in esame Ie trasformazioni birazionali della V̂  con-
siderata in sè.

Si potrebbe perö pensare che il problema b) coincidesse auto-
maticamente col problema c), considerando Ie trasformazioni bira-
zionali della VTT concepita come varietà quasi abeliana: giacchè queste
trasformazioni (n. 5) sono definite appunto come quelle, che siano
rappresentate da congruenze del tipo (6.1) univocamente invertibili.

Ma nemmeno in questo modo si ottiene sempre la coincidenza
dei problemi b) e c). Ciö dipende dal fatto che una relazione (6.1),
anche quando sia univocamente invertibile^ puö rappresentare una
trasformazione in sè della V ,̂ la quale non sia più birazionale,
ma trascendente.

Ciö risulta dalla mia niemoria, citata in (4), nella quale ho an-
zitutto determinato qualunque sia la matrice (3.1), una condizione
necessaria, perché una relazione (6.1) sia univocamente invertibile:
occorre all'uopo che sia'soddisfatta una condimone di Hurwitz ge-
neralizzaïa (8), ossia che esista una matrice quadrata / ad elementi
interi tale che :
(6.2) u l = Aco;

(') F. Q. A , n. 54.
(8) A vero dire nella memoria citata in (4) sono partito da una tabella

di periodi meno generale della 3.1, avendp supposto i divisori elementari
d{i d2, .. , dp tutti uni tart II ragionamento del n. 3 della memoria, nel
quale si stabilisée la relazione generalizzata di HURWITZ, sta perö tale e
quale quaJunque siano i divisori elementari.
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successivamente, nel caso particolare in cui nella (3.1) sia p = 0̂
ho determinato effettivamente tutte le matrici À, per le quali la
(6.1) è univocamente invertibile. Ho cosï trovato che tutte e sole
e ciascuna una volta sola le trasformazioni in se di nna certa Vn

(relativa al caso p = 0), rappresentabili da congruenze corne la \6.1),
si ottengono dalle formule :

(6.3) u' « (mod.

quando at^i, ^ percorra tutte le matrici a coefficient! interi il cui
déterminante vale ± 1 , le matrici p(5i» $*) e yt^S) siano assoluta-
mente arbitrarie, salvo la condizione che la y<$a» 5a) abbia il déter-
minante non nullo, e le \ siano arbitrarie, ma, per ciascuna tra-
sformazione, determinate a meno di periodi.

Le nominate trasformazioni si dividono perciö in schiere 00^
(una schiera ottenendosi fissando le a($i« 50, p^i, s9)3 y^a, s9) e lasciando
liberamente variare la matrice X), le quali sono sempre infinité
(salvo nel caso -K = Sj =• 1, S2 = 0).

Se ora la p(5i. 5 )̂ è nulla, dimostro che le (6.3) rappresentano
trasformazioni birazionali délia V^ in se; se invece la 8<$i> ̂ 2) non
è nulla si ottengono trasformazioni trascendenti,

Da ricerche, che ho in corso, sembrerebbe risultare che trasfor-
mazioni trascendenti di una V̂  in se si possono presentare in casi
ben più generali di quello in cui, per essere p = 0, la (B.l) assume
la formula semplicissima: -

Ma, comunque sia di ciö, è certo che il fatto puö presentarsi.
B quando esso si présent!, una trasformazione trascendente délia V^
in se non dà certo luogo ad un automorfismo del corpo K (11. 4), onde
non possono coincidere i problemi b) (od a)) e c\ Se perö le tra-
sformazioni trascendenti mancano, i due problemi b) e c) sono effet*
tivamente lo stesso problema, purchè, s? intende, si considerino solo
le trasformazioni birazionali délia Vn in se, concependo la V^ corne
varietà quasi abeliana.

7. Biassumendo 1' analisi svolta si puö concludere :

Se la YTT tiene considerata in se, i due problemi a) e b) coinci-
dono tra loro ma sono certo distinti dal problema .c) (purchè sia
S, H Ss>0).

Se la Y-n viene considerata corne varietà quasi abeliana, i tr&
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jyroblemi a), b) e c) coinddono quando tutte le congruente lineari uni-
vocamente invertibili tra gli integrali virtualmente di prima specie
rappresentano trasformazionibirazionali délia Y^ (purehè natural-
mente si considerino solo le trasformazioni birazionali délia V^ ed
i corrispondenti automorfisini, che risultano dal riguardare la V-n
corne Yarietà quasi abeliana).

Pur considerando la Y^ corne varietà quasi abeliana, i due pro-
blêmi a) e b) (coincidenti tra loro) non coinddono col problema c) se
vi sono (e vi possono essere di fatto) congruente lineari univoca-
mente invertibili tra gli integrali virtualmente di prima specie, che
i appresentino trasformazioni trascendenti délia Y^ in se.

Da questi enunciati si vede chiaramente che la mancata coin-
cidenza dei tre problemi a), b), c) nel caso quasi abeliano dipende
essenzialmente dalle due circostanze seguenti :

I. - La varietà Y^ di PICARD associata ad un corpo di fitn-
mont -quasi abeliane, pub essere considerata in due modi distmti :
in se e corne varietà quasi abeliana.

IL - Possono esistere congruente univocamente invertibili del
tipo délia (1.2), che non rappresentano sulla Y* trasformazioni bira-
monali, sibbene trascendenti.


