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Sui determinanti di Hurwitz d'un'equazione algebrica,
i cai coefflcienti sono poli non» i dipendenti

da quanti si vogliono parametri reali.

Nota di TtTLLiio YIOLA. (a Eoma).

Sunlo. • Supposto che i coefflcienti d'un'equazione algebrica siuno polinomi'
(a coefflcienti reali) d'un certo gruppo di p parametri reali Mk) n2,..., up
si dànno alcune proprietà dell'insieme S dei punti U s ^ , u2,..., up)
dello spa&io reale Sp, in corrisponden&a dei quali Ie radici deU'equa-
zione risultano a parti reali non positive, e inoltre Ie eventuali radici
a parti reali nulle risultano semplici.

. 1. Ho pubblicato, alcuni anni or sono, una breve nota dal titolo:
Sulla stabilità degli integrali delle equazioni differenziali Unear%
omogenee e a coefficienti costanti (1); nella quale ho richiamato il
seguente teorema da me altrove dimostrato (2):

(1) H E N R I K BLOGK, Sur les équations linéaires aux dérivées partielles à

caractéristiques multiples, troisième IS'ote; « Arkiv for Maternât ik, Astro-
norai och Pysik », Bd. 8, n. 23, (1912); ETTORE D E L TECCHIO, SIW deux

d3u du
problèmes d' intégration pour les équations paraboliques — — ̂ ~- = 0f

p^^^^O, ibidem, Bd. 11, n. 11, (1916).

(4) « Rend. K. Accad. d'Italia, Classe di Scienze fisiche, matematiche e-
naturali », serie TU, vol. I, fasc. 7, 1940, pp.238-244.

(2) Sulle equasioni algebriche a coefficienti reali, « Rend. R. Accad^
delle Scienze di l^apoli », serie IY, voll. VIII, 1937-38.
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Condizioni necessarie e sufficienti affinchè un' equazione algebrica
a coefficienti reali

(1) cQzh -4- c ^ - 1 -4- cgs"-2 -*- . . .+ cK-xz + ch = 0 (Co > 0)

si possa spezzare nel prodotto di alt* e due, delle quali la prima

(2) boz
k ~h b^-1 -h b%zh~2 -h ... H- 6A = 0 b0 > 0)

risulti del tipo di HTJRWITZ (abbia cioè tutte Ie radici con parte
reale negativa), e la seconda contenga soltanto potenze pari :

(3) z*n -h ag22n-? H- aAzUl~A -+ ... -+- a2tt = 0, (k -+- 2^ = fc),

oppure soltanto potenzë dispari :

(3') s ï n + 1 •+- a^s8"-1 -+• a 4 » S M - 8 -+-... + a ï n 0 = 0,

(& H- 2W H- 1 = ft)r

sono ;
a) che i primi k determinanti di HTXRWITZ delV equazione pro-

posta siano > 0 ;
b) che la matrice indefinita, formata con Ie prime k -+- 1 co-

lonne di quella di HTJRWITZ, abbia car otteristica = k.
Ho awicinato questo teor. ad altro diinostrato dal prof. C. Mi-

EAXDA (3), deducendone Ie condizioni affinchè un'equazione diffe-
renziale omogenea a coefficienti costanti abbia tutti gli integrali
stabili, al tendere all'infinito della variabile indipendente.

Nella seconda parte di quella mia nota (nn. 3-5, pp. 240-244),
ho poi affrontato un altro problema. Ho supposto che i coefficienti
della (1) siano funziom razionali intere (a coefficienti pure reali)
d'un certo gruppo di p parametri reali:

ct=zct(w,, « , , . . . , up), (i = 0, 1, 2,. . . , h)

e ho indagato sulle prime propriété delFinsienie O dei punti
U = ( M , , U^,.,.^ UP) dello spazio reale Sp, in corrispondenza dei
quali gli integrali deirequazione differenziale

(4) coy
w + ctf*-» -+• c%iïh~» -+•... + ch-xtf + chy = 0

associata alla (1), risultano stabili.
Essendomi, in detta seconda parte, sfuggite alcune inesnttezze,

mi propongo di riprendere dal principio 1' intero problema. In
questa nota, di cui ho dato co.municazione nel recente Congresso

(3) C. MIRANDA, Complementi al criterio di stabilità di HURWITZ e al
teorema di STURM sulle equaeiom algebriche a coefficientt reah, « Eend.
del Semin. Matemat. della R. Université di Eoma », serie IV, vol. I,
fase. 3, gennaio 1937.
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<lelFU. M. I, a Pisa, a rettifica di quelle inesatfcezze, mi limiterö
ad una breve analisi dell' insieme indicato con Cl. Ma in un prossimo
lavoro mi propongo d'approfondire ulteriormente il problema, es-
sendomi convinto dell'importanza ch'esso riveste. non solo in sede
teorica, ma anche in questioni d'interesse applicativo (corne ho ac-
cennato al principio del n. 3 délia nota citata e corne Formai lunga
esperienza presso V Istituto Nazionale per le Applicazioni del Cal-
colo ha ampiamente dimostrato).

2. È necessario osservare anzitutto che la trasformazione 2 la
quale, ad ogni punto ZT di Sp, fa corrispondere il gruppo délie h
xadici

délia (1) nel piano complesso, è certo continua. Con ciö intendiamo
dire che, assegnati arbitrariamente un punto Z70 in Sp e un nu-
mero reale s ;> 0, e indicate ordinatamente, nel piano z = x -t iy,
con ocx°, oc2

0, ..., â 0 le h radici délia (1) corrispondenti ad Z70, è pos-
«ibile trovare un S > 0 taie che, ad ogni II in Sp per cui Z70 U < S,
corrispondono h radici c(»ella (1) tutte contenute, una per ciâscuna,
negli h intorni circolari di centri rispettivamente «j0, a°83..., ah°
e d'ugual raggio s. Dicendo « una per ciascuna », non escludiamo
l'esistenza di radici multiple, nel quai caso due o più délie radici
s'intendono ripetute.

OsserYiamo anche che, per propriêtà ben note, l7 însieme^ Cl si
puö identificare con l'insieme di tuth i punti di Sv, in cornspon-
denza dei quali V equazione (1) ha tutte le radici con parti reali non
positive; e inoltre le eventuali radici a parti reali nulle, sono sem-
plici. In Yirtù délia propriêtà di continuità, or ora accennata, cui
soddisfa la trasformazione 2, si puö immediatamente dedurre che,
in corrispondenza d'un qualunque punto Z70 di F Cl, che sia estraneo
ad Cl, le radici délia (1) devono tutte ancora ayere le parti reali
non positive. Infatti, se ad £70 corrispondesse una radice con parte
reale positiva, indicheremmo con s un numero reale positivo minore
di questa parte. Trovato allora il corrispondente numero S corne»
sopra, ad ogni U di Sp taie che Z70£7<B, quindi anche ad ogni U
di Cl soddisfacente a questa condizione (esistono di tali U, essendo
TJQ punto d'accumulazione per Cl), corrisponderebbe almeno una ra-
dice a parte reale positiva, il che è contradittorio.

1/ insieme Cl puö esser totalmente privo di punti interni (4). Ma,
nella generalità dei casi, si puö affermare che esso è dotato di

(4) V. un seraplice es. alla fine del n. 3 del loc. eii
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punti interni. Yediamo quali proprietà si possono dedurre, in questo
o, per 1' equazione proposta.

3, Sia Uo un punto interno ad Cl. Non si puö escludere che,
in Z70, sia c0 — 0 ma, poichè il polinomio co(u} u2i..., up) non è
certo identicamente nullo, Z70 è punto d'accumulazione di altri
punti, anch' essi interni ad Q e nei quali è c0 =|= 0. Possiamo dunque
supporre che, precisamente in Uo, sia co=j=O, anzi che sia c0 >> 0,
questa limitazione potendosi sempre ottenere con l'eventuale cam-
biamento di segno dell' intero primo membro dell' equazione pro-
posta. Siano

c0

c2

0

0 0
0 0

ft—3

i determinanti di HUR^SVITZ delP equazione proposta (5). Se, in cor-
rispondenza di Z70, la (1) non è essa stessa del tipo di HURWITZ,
se ne constatera lo spezzamento nel prodotto di" due equazioni
corne (2) e (3) o (3'), quest' ultima contenendo tutte e sole le radici
.a parti reali nulle délia (1). Se tali radici sono in numero di h~~k,
si avrà dunque in Z70 (corne mostra il teor. richiamato al n. 1) :

con 0 < k < h. Sia I un intorno circolare di Z70, tutto costituito di
punti di Q e nel quale ce e i polinomi Dj, D2,..., Dh si manten-
gano tutti positivi. Comunque si prenda U in I, dev' essere corri-
spondentemente

ed anzi, se in una di queste relazioni vale il segno inferiore, lo
stesso segno deve valere in tutte quelle che lo seguono (mentre,
se vale il segno superiore, lo stesso deve valere in tutte quelle
che lo precedono). Di qui si deduce immediatamente che, se una
délie varietà Dh±t = 0 (i = 1, 2, 3,..., h — k) invade l'intero spazio Sp

^cioè se il polinomio Dk+l ha tutti i coefficienti identicamente nulli).

(5) ÎTei quali è inteso che cr—0, per r = fe + l, h~\-2,...
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anche le varietà D i + t + 1 = 0, Dk+t+% = 0,..., DA = 0 invadono 1' in-
tero spazio Sv.

Senza compromettere la generalità del ragionamento, possiamo*
supporre che tutte le varietà Dk+t = 0 (i = 1, 2, . . . , h — k) invadano
Vintero spazio Sp. Infatti, nel caso contrario, baste rebbe spostarsi
da Z70 in altro punto £7, convenientemente scelto in L in corrispon-
denza del quale tutti quei polinomi Bk_hl, Dki_t, Dk+Z1... i cui coef-
ficienti non sono tutti identicamente nulli, risultassero positivL
Ciö, beninteso, nell'ipotesi che sia k <ih.

Kiassumendo, al variare del punto U in I(intorno circolare di J70,
interamente contenuto in Q), le relazioni (5) si possono supporre
sempre soddisfatte. Ciö significa (sempre in virtù del teor. richia-
mato al n. 1) che, délie h radiei oc, ag,..., uh corrispondenti ad U
(per la trasformazione 2), certe h — &, e siano u.k+1, aft+2r..., ah,
permangono sull' asse immaginario (al variare di U in J), mentre
le rimanenti a1? a2,..., aA permangono nel semipiano x < 0. Dunque
îo spezzamento délia (1) ne? prodotto délie due equazioni (2) e (3)
o (3'), ha oarattere d3identità inl e quindi anche in tutto Sp; inoltre
le radiei délia (3) o (37) si mantengono a parti reali nulle, entro
tutto I e quindi anche in tutto Sp (

6).
Ciö non esclude l'eyentualità che in certi punti fuori di I,

T equazione (2) non possa ulteriormente spezzarsi in altre due equa-
zioni component, allo stesso modo che, in J, s'era spezzata la (1).
Ma taie eventualità non potrà sicuramente avere carattere d'iden-
tità, cioè essa potrà presentarsi soltanto in punti appartenenti a
certe varietà Dh = 0, D/t_1 — 0, D^_2 = 0^..., mai in tutti i punti
interni ad alcun dominio circolare di Sp.

4. Sempre supponendo che 1' insieme O sia dotato di punti in-
terni, facciamo ora una seconda ipotesi essenziale : che sia c0 > 0
in tutto Sp . Che cosa si puö dire dell' equazione (1) in un punto. Z70

di Ffl? Per rispondere a questa domanda, distinguiamo due casi:
1°) Uo appartiene ad O. In questo caso non puö aecadere che

le radiei aJ? oc2)... , aA abbiano tutte, in corrispondenza ad Z70, parti
reali négative. Infatti se, per ipotesi assurda, ciö aceadesse, si
potrebbe certo (sempre per la continuità délia trasformazione 2)
rinchiudere Uo in un intorno circolare I taie che, in corrispon-
denza d7 ogni U di J, le otj, <x2,..., aA avrebbero ancora sempre parti
reali négative, mentre le ût^^ aft+_g,..., %h, semplici e a parti reali
nulle in corrispondenza d? Uo, tali resterebbero per ogni U in J.
Dunque alcune (almeno una) délie radiei ax, <x2, ..., <x& devono avere,

(6) Tali radiei saranno semplici in L eventualmente multiple fuori di I~
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per Z7—Z70, parti reali nulle e perciö dev'essere, in Z70, Dk = 0.
In secondo luogo Uo dev'essere punto d'accumulazione di punti
non appartenenti ad O e precisamente di punti, in corrispondenza
dei quali alcune delle radici della (1) hanno parte reale positiva,
Tali punti sono evidentemente esterni ad Cl.

2°) Oppure Uo non appartiene ad Cl. In questo caso (n. 2) la (1)
deve possedere, in corrispondenza d' Z70, alcune radici multiple a
parti reali nulle. Ma Uo è punto d' accuniulazione per Cl e perciö
dev'essere Dk > 0. Se Dk>§, Ie radici a parti reali nulle, per
U^UOi sono Ie solite aft+l, o^^,..., ocft e soltanto queste. Le ri-
manenti radici ocj, as, ... _, ocA hanno parti reali négative. Comunque
piccolo si prenda un intorno I di U{), si potranno certamente tro-
vare dei punti U in J, in corrispondenza dei quali Ie radici aA+1,
^k+î) ••• ) xb sono tutte semplici poichè, in caso contrario, la (3) o (3')
dovrebbe possedère radici multiple in tutto Sp e non esisterebbero
affatto punti di O. Si deduce da ciö che Uo dev'essere punto d?ac-
<nimulazione di punti interni ad O.

Possiamo raccogliere i risultati dell' analisi fatta, nel seguente
enunciato : se il coefficiente c0 si mantiene positivo in tutto lo spazio Sp

e se Vinsieme O. è dotato di punti interni, la parte di FQ che ap-
partiene ad ft, è tutta contenuta nella varietà Dk — 0 d'indice più
elevato k < h che non invade Vintero spazio Sp . Ogm punto di tale
parte è punto d' accwmulazione di punti esterni ad Cl. Ogni eventuale
punto di FQ che sia estraneo ad Cl e che non appartenga a detta
varietà, e punto d' accumulazione di punti interni ad Cl.


