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Sulle Cicïoidi.

Nota di IJGO LBONI (a Luc ca).

. - Nuova generazion-e* ntediauie tre cerchi concentrici, délie cicloidi
rette, loro affini e delle cicloidi oblique. Alcune propriété,

1. Siaiio Ie equazioni paranietriche. in eoordinate cartesiane or-
togonali,
(1) x(oij = a«i — h seii w, Y(M) = d — c cos <*>

dove la variabile indipeudente w è uu angolo (— o o < w < -+- oo)
ed a, 6, c, d'sono segmenti rettiliiiei.

Eseguita la traslazione y(o)) = Y(w) -+- a — d, e scritto x ed y
inyece di • X(OJ), «/(OJ), si ha :

(2) . se = f*o> — övsen o); ?/ — a — c cos w

dove, a, 6, c possono ritenersi sempre positivj.. ïnfatti, da tutte Ie
combinazioni dei doppi segni di a, b, c si ricade^ per cambiamenti
di segno di coordinate, nelle (2) o nelle seguenti:

x ~ OM) — & s e n o), y = a~> •+- c cos w

x = ao) -4- 6 sen w, y = a dz c cos w

Ie quali si identificano colle (2) poneiido nella prima Y=-2a— y;
nella seconda co = <p — -r, I = a ? - f - âir, Y — ̂  ; nella terza

tu = <p -+-'ir, X = x — an, Y — 2a~y.

Se nelle (2) pongo : vj = - /̂. T = v; -+- a — - - , ho
c c

x = Oo) — 6 sen o>; Y = « — 6 cos w?

cioè le cicloidi (ordinaria per a = &, allungata per a > b, accorciata
per a <Z b).

be pongo invece: 1 = , » , Y = 2/ — ^ " ^ X '

ac , ac
X = -r w — c sen OJ. 1 = - j - — c cos w

cioè di nuovo le cicloidi suddette. Duuque:
Le (2) rappresentano cicloidi affini aile ordinaria, accorciata. al-
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lungata. Se Fasse di affinità è quello délie x, (y), il rapporto di

affinité è , , (--).

La discussione délie (2) puö proseguirsi nel modo usato per le
eicloidi ordinaria, aceoreiata e allungata.

E cosï : per a = b si hanno cicloidi cuspidate (senza flessi ne
punti doppi); per a >> b si hanno cicloidi alhingate ö inflesse (senza
cuspidi ne punti doppi) ; per a <Z b si hanno cicloidi accorciate o
nodate (senza cuspidi ne flessi). In particolare :

per a ^ 6 = c cicloidi allungata, ordinaria, accoreiata;
per a = 6 ̂  c, cicloidi di FERMÂT, affini alla ordinaria (dette

impropriamente accoreiata e allungata) ed in tutti gli altri casi
cicloidi affini aile accoreiata e allungata.

Osserv"iamo che per lavendosi r oppure dove

i segni superior! si corrispondono, e cosï gli inferiori^ possiamo dé-
finir e compresse o dilatate risp e tt o all' asse as, («/), le cicloidi af f ini;

secondo che il relativo rapporto di'affinità è ^ 1, e togliere cosi
ogni improprietà aile qualifiche délie cicloidi di FEBMAT.

2, Ecco ora una generazione di tutte le suddette cicloidi:
Siano (Tedasi figura) tre eerchi concentrici rigidamente conneBSi.

dei quali a) rotoli senza strisciare sulla retta OA, e quindi sia
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OA = AR r= o). Si costruisca il punto P (nel modo notissimo in cui
si costruisêe per punti l'ellisse di centro C e di sexniassi bec pa-
ralleli ad x, y^ dati i cerchi b) e c). Le equazioni parametriche del
luogo di P sono :

x = OÜ> — 6 sen w, y = a— c cos w

e quiudi tale luogo è una delle curve (2).
Possiamo eniinciare il teoreina:
Le curve (1) o (2) sowo generale da un punto P, (c, /)) d«' un'el*

lisse^ rappresentata in coordinate cartesiane ortogonali dalle equa-
zioni parametriche : l = — b sen w, r\ = — a cos <o, € soggetta alla tra-
slazione aw, parallela alVasse X, (dove a, b, c sono segmenti retUUnei
costanti, e V angolo OJ è 7a variabile indipendente) (*).

3, Do alcane propriété delle eicloidi (2)
a) La parallela per P alla QJL è normale alla cicloide (P). In*

fatti : QB = c sen w? .4JB = a — 6 sen t»), ed essendo, per Ie (2) :

otteugo :
=^(a — b cos w)dco, d«/ = c sen

dx ' AB'

b) Pojcliè lo scambiare P con Q équivale a sçambiare il cer*
chip (b) col cerchio c), luogo di Q è pu re u n a délie (2), e la pro-
priêtà è reciproca, cioè la paral lela per Q alla PA è normale al la
cicloide (Q).

c) P e r entranibe lé cicloidi (P), (Q), si h a : ydx = (a — 6 cos o>).-
•(a — c cos w)dw ; quindi esse hanno aree uguali.

/ bc\
Yalore d e l l ' a r e a di u n a a rca ta = 27t(a2 -H -^-1 . = 2-Ka* -+- -xbc; 'cibè

\ ^ /

' (*) Per una seconda edizione dell'ottinio Trattato suïle Curye Piane al-
gelbriche e trascendenti del prof. GriNO LORIÂ (I E. italiana, Milano 1930)
andrà emendato quanto segnaîo :

a) Yol. I I . § 222, pag. 95, La eicloide, là detta di LAISANT, è diversa
dallf? nostre e non ammette la cieloide di FERMÂT corne caso particolare.
Delle due, apparenti costanti a, r, una almeno è funzione délia lunghezza
cjeir arco ellittico.

b) Mediante traslazioni secondo l'.asse y^ si pro va che sono eicloidi
allungate o aecorciate:.

I) La « cicloide secondaria del RICCI », (ibid. § 22B, pag. 96) e Storia
delle Materaatiche dello stesso Autore? vol. I I ? § 325, pag, 270).

II) La « Curva anonima di MANNHEIM >, (ibid. § 223, pag. 97).
III) Le pane volute délia cicloide ordinaria (ibid. § 287, pag. 8

c) Sicchè CLAIRAUT aveva ragione (ibid. » 223, pagg. 97, 98).



somma del doppio del circolo di raggio à, e délia élusse di senii-
a«ei b, e.

Per bc = a1 si hanno aree uguali a quella délia cicloide ordi-
naria di paratneixo a.

d) ïje parallèle: per Q alla PA, e per P alln QA si incontrano
"in un punto S, il oui luogo è la cicloide (ordinaria. allungata, o
accorciata)

(3) x = aw — (6 H- c) sen w; t/ = %a — (̂  •+• c) c o s w-

Tal curva resta invariata per b -t- c = costante ; e la SC ne è la
normale.

e) Cerco Finviluppo délia retta PC, dove P è il punio geue-
ratorej.C il centro dei cerchi, assunta per asse délie x la retta
percorsa da C, ed ho:

xp = cm — b sen o>, yp= — c cos w, xc = aw, yc =r l.

Eliminando w fia 1' equazione délia retta PC e la derivatn délia
stessa rispetto ad to, e ponendo 2w = ep, ottengo:

cioè: lïna cicloide ördiiiaria, per 6 = c, ossia per le cicloidi ordi-
naria, accorciata e'allungata; ed una cicJoide di FEKMÂT in tutti
i -rimauenti casi.

Questo significa che, dividendo in rapporto costante le tangenti
alla cicloide ordinaria (di FEKMAT), ove per asse délie x si assuma
la tangente nelle culminazioni, si hanno nel prijtio caso la cicloide
ordinaria. la allungata e la accorciata, e nel secondo tutte le altre
cicloidi del tipo (2).

E poichè la evoluta di una cicloide ordinaria è una cicloide
ordinaria, ottenuta dalla data eseguendo la traslazione X = x -h- (m}

T=t /H-2a , corollario di questo teorema è quelle di MAKNHEIM,
il qualé, con le curve riportate in 6-II) ilella nota a pie' di pa-
gina, risolve il problema di trovare il luogo dei punti che divi-
dono in rapporto dato le normali alla cicloide ordinaria.

4. lia oostruzione di cui al § II) puö gêneralizzarsi.
Il luogo di P, (Q), corrispondeva (§ II) ad un'ellisse col semiasse

<by (c), normale alU assê  délie y. Se invece Tasse b forma coll'asse y
V angolo costante cp, abbiamo le cicloidi oblique:

xp = aoi,— b cos cp sen (cp -H w) -t- c sen <o cos (cp -4- w) )
, / x , (luoghi di P )

yp=-a — o sen cp sen (cp H- w) — c cos cp cos (cp -+- w) ) ° ,
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x9 = cm -+- h s«jn cp cos (q> -H- w) -^ c cos ct> se^ (©-+•«) i ,
7 / , ' / A (luoffhi di O).

7/fl = a — b cos 10 cos (<p.-f- OJ) — c sen o seii (© -f- w) \

È facile dimostrare che queste cicloidi possiedono le proprietà:
a) b) del § II. cke L* proprietà c) vale per l 'area di un ' intera
arc»ta, cioè per il tratto w = r E ~ w = 27r-He; e che la proprietà d)
vale in pieno, avendosi la (3) per qualsiasi valore di cp. La lun-
ghezza, d'arco della cicloide obliqua (P), è data da:

S = j \ [a cos © — 6 cos (cp -j- w)]*-+- \a sen cp— c sen (<p -f- w)]* • <̂OJ
o


