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Sul pendolo eonico di lunghezza yariabile.

Nota di M. CASARINI (L) (a Mantova).

&uj*to. - Si dimostra che, in generale, ld traiettoria^ inizialmente circolarè.
di un pendolo eonico (spostato di poco dalla posizione verticale) si al-
tera diventando ellittica, in seguito ad una varïasione della lungfoe&ea
del pendolo stesso. La traiettoria rimane perd in circolarè se quella
variamone è adiabatica.

§ 1. A pag. 156 del trattato di dinamica di S. TIMOSHEÏSTKO e di
D. H. YOUKG (2) è proposto, in sostanza, il seguente eserciziö:

.« Una pallina, di peso noto, attaccata ad un filo AO, gira, con
Telocità costante, in una traiettoria circolarè di raggio r, giacente
in un piano orizzontale. Tirando un capo del filo, la pallina viene

'T

portata nella posizione A' dove descrive un cerchio di raggio ~.
Trovare lo spostamento verticale del capo del filo se la lunghezza
iniziale OA è l ».

In altre parole, nelF eserciziö proposto, si considéra un pendolo
eonico che si muove inizialmente percorrendo una traiettoria cir-
colarè di raggio r; si altera poi la Innghezza del filo fino ad ot-
tenere un altro pendolo eonico per cui la traiettoria sia ancora

T ' •

circolarè e di raggio •=; si richiede di quanto è stata alterata la
lunghezza del pendolo.

IJ'eserciziö si risolve facilmente applicando il teorema del mo-
mento della quântità di moto; perö non si puö affermare, senza
ulteriori condizioni, che alterando la lunghezza di ün pendolo co-
nico di traiettoria circolare, ne risulti un altro pendolo eonico -di
iraiettoria pure circolarè.

In questo lavoro, considerando perö .solo Ie piccole oscillazioni,
si proverà, con un esempio, che la traiettoria di un pendolo eo-
nico, dopo V alterazione della sua lunghezza, non è, in generale,
circolarè anche se lo era inizialmente.

Essa perö rimane circolarè nel caso di una variazione. della
lunghezza del filo infinitamente lenta e graduale, cioè, come si suol
dire, adiabatica.

(*) Lavoro eseguito nel Seminario Matematico dell' Universita di Bolognâ.
(2) Cfr. S. TIMOSHENKO e D. H. YOUNO, Engineering Mechanies-Dynamics.

Mac. Oraew-Hill. 1937.
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§ 2. Riferito il pendolo conico P di massa M e luughezza l
(eon Z eventualmente variabile) ad un sistema di coordinate car-
tesiane x, y, z con origine nel punto d' attacco del filo, centro della
sfera su cui si muove il pendolo quando l è costante, e con 1' asse z
verticale e rivolto verso il basso, fra Ie coordinate x, y, z del
panto P, vale la relazione:
(1) x* + y* •+-ts*=lK

Allora, per il principio di d' ALEMBERT, tenuto presente che
Tunica forza che agisce sul pendolo è il suo peso Mg. si ha:

(2) — xhx - yly - (ë — g)hz = 0.

Differenziando la (1) si trova:

(3) xlx H- yhy H- zlz = 0.

Moltiplichiamo la (3) per il moltiplicatore di LA&BAXOE X
sommiaoao con la (2) :

(4) (—in- lx)hx + (—y + lyfiy + (—z •+- g -4- À0)Ŝ  = 0.

Pioichè la (4) deve essere verificata per tutti i valori di Sx,
§0, s ara :

— x H- lx = 0

— » -H gf H- X0 = 0.

Da quest' ultima ricaviamo X : '

Poichè ei liniitiamo a considerare solo Ie piccole oscillazioni, iï
moto del pendolo P si identifica con quello della sua proiessione
sul piano xyy cioè si potrà supporre, a meno di termini trascura-
bili, 8 — l e quindi z = L U espressione di X diventa :

(7)

e perciö, ancora a meiio di termini trascurabili :

(8) x = — to*x, y = — o)*y
avendo posto

(8') (o« = ^ L ?

oj è variabile col tempo quando è tale la lunghezza del pendolo»
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§ 3. Supponiamo ora? per fissare le idee, w costante fuori del-
rintervallo (0, t^) e in questo intervallo variabile con la legge:

<») k

dove k ed m sono costanti.
È facile vedere che w varia in (0? 2J, secondo la (9), quando l

varia, nello stesso intervallo di tempo con la legge :

* ~ 2 + fc2 *

Infatti sostituendo questo valore neir espressione (8') si attiene
per w il valore (9).

G on tal e scelta di ô  Ie (8) diventano per 0 < i

111) x = — 77 ^ x: y — — 77—~

e sono equaz ioni del tipo di E F L E R O .
Risolveremo la p r i m a ; in modo analogo si procède p e r la se-

conda. Poniamo :
(12| > x — {t -+- m)H

4ove ^ è un numero.
Sostituendo nella prima di (11) si vede che questa equazione è

^pddisfatta se % è radice dell' equazione di secondo grado :

(13) n(n — l)-hJc2 = 0.

Fertanto l 'intégrale generale della prima délie (11) sarà:

(14) x = A xit H- m)w> -f- At{t -+- -m)"2

dove nl e n% sono Ie radici della (13), che possiamo supporre reali

e distinte se, come ammetteremo, 0 <c k < Ö - ̂ I ed J:S sono poi due

costanti arbitrarie che si determinano e on Ie condizioni iniziali.
Ora ricordando che per t <; 0 il moto del pendolo è circolare di

velocitk costante w0 = to(Ö); con "opportun a scelta degli as si si ha,
sempre per t <Z 0 :

x = a cos <o0£ ; y — a sen w0̂ .

Quindi. per t = 0, x = a, a? = 0. Si ricava cosï :

A =

Sostituendo questi valori in (14) e ricordando che w = r
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. _. t -h m h
utimdi r~= — , avremo :

Hisolvendo la seconda delle (11) Ie cui condizioni iniziali, per
ak

Ie (15), sono: y = 0. « = — -, si ottiene:

Ora,.corne si è detto, dopo Pistante tx la lunghezza del pendolo.
e quindi to, rimangono costanti ed avremó per w il Talore

1 tï -+- m*

Inoltre, sempre per t'>.tï valgono le (8) con o =: Wj ed il loro
integrale generale sarà :

(18) x = C cos [OJ^^ — ty) H- cp], y = D sen [w^ — i,) ~H •}]

dove C, D, cp, ^J sono costanti che si determinano con la condizione
che, per t = tlf x{t) c y(t) e le loro derivate devono coincidere, sia
se espresse mediante le (16) (17), sia se espresse mediante le (18).

Si ha cosï, indicando con x{t^ x{t^ y(ti), ^/(^) i valori di x{t)y

y(t) e loro derivate, espresse da (16) e (17) e calcolate in tx.

(19) 5c(*i) == C cos cp ; x'{tt) = — WjC sen tp ;

y(tx) D cos <|/ ; 2/(^i):== ~ wi-^ s e n +•

Da cui si ricava subito :

(20) C =

Sostituendo nella (20) i valori di x(tx)^ x(tx), y(tx) t/(i,) e ricordando
che per la (13) n^nt = k2 si ha :

(24) C =
1 } nY~n%

D = 1/fc2 — ( . •+- \n\ f —nA

Ora se il moto per 11> tx fosse ancora circolare, dovrefobe es-
k

, alménOj C ~ D} cioè, posto per brevità, == a, dovrebbe Ta-



SUL PENDOLO DI LUNGHËZZA VARIABILE 355

1ère la relazione

Ma questa equazione è soddisfatta, se, come si puö sempre »m-
mettere a =J= 1? solo per n1 = n%, il che abbiamo già escluso.

Quindi il moto, non è circolare (e, precisamente, ellittieo) e-
F ipotesi del „ TIMOSHENKO non è, in generale, verif icata.

§ é- Supponiamo ora che la variazione della lunghëzza del pen-
dolo sia adiabatica, o meglio sia adiabatica la variazione di o>.

Le equazioni del moto sono ancora Ie (8), dove w è variabile
adiabaticamente col tempo. In questo caso, come ha dimostrato il
GrRAFPi (1), Ie soluzioni di (8) sono. per 0 < t < t1 :

t t

(26) x = \l-•—- sen I tadt +- 8ft ,. x = \2Jaoi cos / o^dt -+-
w U J [J

o o
t t

(27) ^ = 1/ •-— sen / wdi -F §'O , « = \2J'JU cos / w/f H
y 0> L./ J IJ

dove 'J"o, • JQ', 3O e So',. sono costanti che si determihano con Ie con-
dizioni per t = 0, che sono, come nel paragrafo précédente :

x{0) — a, x(0) ~ 0, 0(0) == 0, (̂0) = woa.

Si trova cosï :
„ 't _ t

(28) x=-\/^acosj»dt, y=l/5a8«a/»dt.
b • b •

Per 1^=^ valgono Ie (18) del paragrafo précédente e Ie quattro
eostanti arbitrarie devono soddisfare Ie (19).

Si trova subito ailora

Cioè per # > ^ si ha:

= 0/ =

6,

35 ̂  a | / ^ c o s ^ — *i) -*" *1 » = a | / ( 7 ; s e n fw^ ~ *i) •+• ri

cioè il moto, dopo F alterassione adiabatica del pendolo? è ancora
eire ol ar e, come si è af fermât o nel primo paragrafo.

(d) Cfr. D. GrRAPFi, Grli invarianti adiabatici corne metodo tf intégra-
sione approssimata di equaeioni differensiali, « Rendiconti Ace. Lincei »,
serie TI . vol, XY, 1982, pag. 657; e Sopra alcune applicazioni degli in-
var ionti adiabatici, « Annali di Matematica », serie IV, tomo XT, 1936.


