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SEZIONE SCIENTIFICA
PICCOLE NOTE

Lo studio delle strutture costituite da lastre curve.

Nota di ODO^E BELLUZZI (a Bologna).

"Sunto. - Si espongono alcuni concetti che costituiscono il punto di partenza
di una serie di metodi per calcolare Ie strutture formate da lastre curve^
e in particolare i serbatoi, negli stessi modi semplid, rapidi e intuitivi
che si usano per Ie stiutture formate da travi.

1. In una nota précédente (^ricayai Ie espressioni dei coeffidenti
-elastici che consentono di calcolare Ie deformazioni del contorno di
una lastra a forma di calotta sferica (cupola) caricata soltanto lungo
il contorno. Tali coefficienti rappresentano lo spostamento radiale £
nel piano del contorno (cioè secondo il raggio r di questo) e la ro-
tazione <p nei piani radiali, provocati da un insieme di forze radiali
{cioè dirette secondo r) o di coppie radiali distribuite uniforme-
mente lungo il contorno e di intensità i î = l o M—l per uni ta
di lunghezza del contorno stesso. Le loro espressioni, molto sein-
plicij e tuttavia dotate di attima approssimazione, sono

2a 2ot2 4à3

(1), (2), (3) \h = j sen* 6fl, % = lm = j - sen 6M cpm = — ,
dove

^essendo 0c 1' angolo che la tangente al meridiano in corrispondenza
del contorno fa col piano di questo, R il raggio délia sfera, s lo

(L) O. BELLUZZI, II calcolo sempliftcato delle lastre a doppia curvatura,
^ Aecademia delle Seienze », Bologna, 1945; « II cemento armato », 1945,
n. 4-10; « Atti del 13° Congresso di Meecanica applicata », Schenectadj^
S . T., giugno, 1947.
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spessore costante délia lastra, E il modulo di elasticità e v = 1/m
il coefficiente di POISSON.

Quindi mostrai che gli stessi coefficient! si possono usare coït
buona approssimazione anche per le lastre curve di rivoluzione di
altre forme (par aboli che, coniche, ecc), sostituendo il raggio B sud-
detto col raggio di curyatura BY del meridiano in corrispondenza
del contorno, ossia col raggio R délia lastra sferica equivalente
(tangente alla lastra data lungo il contorno stesso).

Con Pimpiego di tali coefficienti, associato a quello délie sol-
lecitazioni e délie deformazioni provocate dalle forze esterne agenti
sulla superficie délia lastra (che -si possono sostituire con quelle
più semplici che si hanno considerando la lastra conje una mem-
brana), si studia in modo molto semplice e rapido qualunque strut-
tura costituita da una lastra di rivoluzione soggetta a forze sim-
metriche qualsiansi e comunque vincolata lungo il contorno, op-
pure costituita da più lastre solidali tra loro, con o senza anelli
di cintura lungo il contorno comune,

J^ella presente nota espongo le ulteriori semplificazioni che si
conseguono nello studio di tali strutture estendendo aile lastre curve
il concetto di rigidezza, considerando la rigidezza di più lastre
collegate in parallelo, utilizzando il principio di equivalenza, e
procedendo corne nel calcolo dei sistemi di travi.

Per brevità, mi limito a riportare qui soltanto le espressioni
finali dei vari elementi necessari per taie studio, e a indicare som-
mariamente in quali modi si possono studiare col loro mezzo i
principali problemi, riservandomi di dimostrare tali espressioni e
di applicarle in modo sistematico in alcune note che seguiranno
la presente (2), e in modo più esteso nei prossimi capitoli XXVII
e XXYIIE del mio trattato di Scienza délie costruzioni.

2. Quando si studia una lastra curva di rivoluzione occorre anzi
tutto determinare gli sfor&i Sx ed S8 second o i meridiani e secondo
i parallelij relativi a strisce di larghezza unitaria, provocati sol-
tanto dalle forze esterne agenti sulla superficie délia lastra, cioè
senza tener conto délie reazioni al contorno (ciö che équivale a
supporre che la lastra sia indefinita). Tali quantità si possono ot-
tenere considerando le lastre corne membrane, e usando le espres-
sioni valide per queste ultime, che sono molto più semplici di quelle
délie lastre, sopra tutto dal punto di vista concettuale ; e l'appros-
simazione ché in tal modo si consegue è ottima.

(2) Che saranno pubblicate prossiraamente nel « Griornale del Grenio Ci-
vile ».
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In questo regime si hanno soltanto gli sforzi Sx ed fif2, poichè
si trascurano i momenti flettenti, cïte in realtà esistono ma sono
molto piccoli (3). Com'è noto, tali sforzi sono definiti dalle relazioni

1
sen 6 2izR2 sen2 6 ' Rx R

essendo Q la risultante, verticale, delle forze esterne agenti al di-
sopra del parallelo per il punto che si considéra, 6 Pangolo d'in-
clinazione délia tangente al meridiano, Rx ed R2 i raggi di cnr-
vatura del meridiano e della sezione fatta con un piano normale
al meridiano, e 2 la componente normale alla membrana delle
forze esterne per nnità di area (positiva se verso 1' esterno).

3. Anche per lo studio delle deformazioni si possono considerare
Ie lastre corne membrane, con Ie stesse ottime approssimazioni.

Le deformazioni \ e cp si ottengono estendendo 1' usuale analisi
cinematica della deformazione (che i trattatisti limitano, per Ie
membrane, alla determinazione delle componenti u e JV dello spo-
stamento secondo la tangente al meridiano e la normale alla lastra).

Lo spostamento ? è espresso da

(8) 5 = ^ ( S , - v S 1 ) .

La rotazione ® si puö esprimere in due modi diversi:

dove f(ö) = (l/Es) [SARL •+• vJS4) — S2(i22 •+• viï,)].
Lo spostamento verticale -i\ ha 1'espressione

' = ' • — " " d 6 - | - c - t g l '

dove la costante C tiene conto di un eventuale spostamento verti-
cale rigido.

Ad es., nel caso delle membrane sferiche soggette al peso proprio
risulta (y peso specifico)

r yR% sen 6
ç = ~^=r • z —x (1 — cos 6 — cos2 9 -h v)

E 1 + COSÖ1 ;

(3) O. ZANABONI, Suïla trascurabilità dei momenti interni e delle altre
aszoni iperstahche, nelle lastre curve sotttli, « Aceademia delle Scienze »,
Torino, 1938-39.
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cos 6

Come gli sforzi $, ed, S2 (n. 2), anche queste deformazioni sono
relative alla membrana indefinita, cioè non vincolata al contorno,
e quindi non tengono conto delle reazioni al contorno stesso.

4. Le rea&ioni Hc ed Mc al contorno di una cupola comunque
vincolata si determinano come si fa per Ie travi, cioè tenendo conto
delle condizioni che il vincolo impone alla deformazione o alle rea-
zioni, e usando i coefficienti elastici (1), (2), (3), insieme con Ie
^espressioni delle deformazioni delle membrane (n. 3).

Se, ad es., la cupola è perfettamente incastrafa, Ie condizioni al
contorno sono £ = 0 e <p = 0. Indicando con lv e cpp Ie deformazioni
relative ai soli carichi, date dalle (8), (lJ), Ie equazioni che deter-
minano Ie reazioni incognite Hc (positiva se in fuori) ed Mc sono

%p •+• \hHc -h lmMc = 0, ®p -*- %HC -H <fmMe = 0,

e la soluzione è

Ad es., nel caso di una cupola semisferica soggetta al solo peso
proprio si ottiene (y peso specifico)

a) [2«(i -f- v)i? - (2

Per altre condizioni di vincolo si procède in modo analogo.
Nel caso di una variazione termica si procède come nel caso

dei carichl.
Noti Hc e d M c , è facile calcolare Ie sollecitazioni in altri punti,

Ie quali, com' è noto, si smorzano molto rapidamente al crescere
della distanza dal contorno.

5, La frecda elastica di una cupola comunque vincolata si ot-
tiene nel modo piu semplice aggiungendo all'abbassamento y\p del
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vertice doyuto ai soli carichi, dato dalla (10), gli abbassamenti
provocati dalle reazioni H* ed Mc al contorno.

Questi ultimi si calcolano facendo uso degli abbassamenti /\h

ed 7)m del vertice provocati da Hc =. 1 o da Mc = 1, che si otten-
gono calcolando invece lo spostamento l o la rotazione cp del con-
torno provocati da P=l>2izr agente nel Tertice (per il teorema
di BETTI). Ad es., nel caso delle cupole sferiche Ie lox*o espressioni
risnltano

(12) rlh = — ^ - -h j sen 6C cos 6,

(13) %u= y c o s 6 c .

Quindi, noti Hc ed Mc > la freccia è data da (4)

(14) t = i\p

6, Si ottengono facilmente anche i coefficienti elastid %h, ®h = ?,,„
cpm del bordo comune a due lastre solidali tra loro. Indicando con
gli indici 1 e 2 i coefficienti relativi alle lastre singole, espressi
dalle (1), (2), (3), i coefficienti del complesso risultano

dove
A = fêfcl -+- ̂ 8)(cpml -H <pwl) - (<pu -

Se le due lastre sono al disopra del bordo comune (cupole)^
tutti i coefficienti parziali sono positiyi. Se invece una delle due
lastre (o entrambe) è al disotto del bordo comune (cupola royescia),
per essa è negativo il coefficiente parziale misto, ossia cph8 —£m2.

Nel caso in cui i coefficienti parziali siano uguali per le due
lastre (ÇM = SM3 <pftî = ? h l , <pwï <pml), Ie (15) danno

ISTel caso in cui la seconda cupola sia al disotto del borda
comune e i coefficienti parziali siano uguali per le due lastre

(4) Un esempio è svolto nella mia nota: II ealcolo semphficato della
freccia elashca neïle cupole comunqiie vtncolatej « Ingegneri e costruttori »,
Bologna, 1948, n. 4. L' approssimazione è di 0?3 °/o nspetto al risultato
esatto che ottenni nella mia nota: II ealcolo della freccia d% déformassions
delle cupole sferiche, « Ricerche di Ingegneria », 1933, n. 5.
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S Ç m2 = ?wi), Ie (15) danno

T

7. J coefficients elastici di un parallelo generico non molto vicino
al bordo de lia lastra sono dati dalle (152), perché le due parti délia
iastra separate dal parallelo lianno uguali i coefficient (1), (2), (3).

Mediatite i coefficienti del parallelo si calcolano immediatamente
le deformazioni 5 e <p in corrispondenza del parallelo stesso provo-
cate da forze H o da coppie M distribuite nei punti di esso. Quindi
riesce facile studiare le strutture costituite dalla lastra data e da
una seconda lastra piana o curva vincolata a taie parallelo délia
prima.

Osserviamo che la seconda délie (152) ci dice che le forze H non
provocano alcnna rotazione cp del parallelo, e che le coppie AT non
provocano alcuno spostamento l (nelPambito délie approssimazioni
relative ai metodi in questione).

8. La rigidezza del bordo di una laltra si definisce corne per
le t rar i , quando il bordo stesso sia impedito di allargarsi o di re-
stringersi |i = 0), e rappresenta il momento necessario per provocare
la rotazione cp = 1. Per determinarla basta applicare una coppia M
^1 contorno e cercare anzi tutto la forza H occorrente perché si
abbia £—0, che risulta espressa da H = a i f / sen ôc. Quindi si cal-
cola la rotazione cp sommando quelle dovute a M e ad H, e si ot-
tiene cp = (2a3 / $)M. Ponendo poi cp = l} si ricava il momento M, che
è appunto la rigidezza cercata, e che ha Tespressione molto sem-
plice

<16) W— J \ . (è indipendente da 6C)

9. La rigidezza del bordo comune a due o più lastre solidali
t ra loro, quando al bordo stesso si abbia Ç — 0, è data semplice-
mente dalla somma délie singole rigidezze, ossia

In particolare, la rigidezza di un parallelo generico di una lastra
(non troppo vicino al contorno) è doppia di quella (16) di ciascuna
délie due parti di lastra separate dal parallelo, ossia è W—£/aR,
perche le due parti hanno uguali rigidezze.

10, Anche per le travi ad anello, che spesso si dispongono lungo
il bordo di una lastra piana o curva, o lungo il bordo comune a
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più lastre, si conoscono i coefficienti elastici e se ne puö dedurre
Tespressione della rigidezza.

I coefficienti sono dati da (5)

dove I e ƒ sono 1' area della sezione della trave e il suo momento
d'inerzia rispetto all'asse baricentrico passante per il centro del-
1'anello (cioè coïncidente col raggio r).

Poichè Ie coppie M non provocano alcuno spostamento Ç, la ri-
,gidezza è data senz'altro da W ^ l / c p m , ossia è

(19) W = ^ .

IJL Nel caso di una cupola con anello di cintura Ie reazioni Hc

de Mc che V anello oppone alla cupola si determinano uguagliando
lo spostamento \ e la rotazione «p del contorûo della cupola alle
analoghe def ormazioni che subisce Y anello. Indicando con \ha e <pwa

i coefficienti elastici delFanello, le equazioni risultano

Qualora si ritenga di poter trascurare V allargamento \ del-
T anello, il problema si risolye più rapidamente usando il principio
di equivalenza (6). Se M è il momento d'incastro perfetto della
lastra, che si conosee per le più frequenti condizioni di caricOj basta
ripartire M proporzionalmente alle rigidezze Wc —(4/2a3 della cu-
pola e Wa = EJ/rz deir anello. Il momento d'incastro è quello tro-
vato per F anello, oppare è la somma algebrica di quello trovato
per la cupola e di Af. Noto Mc, si ha anche (n. 8) Hc — aifc/sen 8C.

12. Nelle strutture costituite da due o più lastre curve solidali
tra loro lungo il bordo comune /è facile determinare Ie reazioni Hc

ed Me al contorno di ciascuna lastra. Le equazioni determinatrici
si ottengono uguagliando gli spostamenti 5 e Ie rotazioni <p del
bordo délie Tarie iastre, che ' si esprimono facendo uso dei coeffi-
cienti elastici (1), (2), (3) per le parti prorocate da Hc e da Mc, e
aggiungendo le parti \p e cp̂  provocate dai cariehL

(5) O. BELLUZZI , II calcolo del complesso elastico cupola — anello d'im-
posta — parete cïlindrica, nota prima, « Aimali dei Lavor i Pubblici »,
1931, fase. 1°.

(6) O. BELLUZZI , Sdenza delle costruzioni, volume seconde», n. 461, Bo-
Jogna, ZanichellL
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Lo studio è molto più semplice nel caso in cui si possa ritenere^
nullo lo spostamento l del bordo conaune. Usando il principio df
equivalenza, si fa la somma algebrica dei moraenti M d'incastro
perfetto di tutte Ie lastre, si ripartisce —2 M proporzionalmente*
alle rispettive rigidezze, poi si sommaixo algebricamente le parti
trovate ai momenti M. Questo procedimento è analogo a quello che
si usa nel caso delle travi in parallelo ; anzi è più semplice^ poichè
non si hanno Ie trasmissioni (in virtù dello smorzamento rapido a
breve distanza dal bordo) (7).

13. Il calcolo dei serbatoi, costituiti da più lastre curve (parete>
e fondi) solidali tra loro lungo il bordo comune, che spesso è rin-
forzato da una trave ad anello di cintura, riesce molto semplice
se si usano Ie rigidezze; ciö clie è consentito dalla presenza del-
V anello, che rende trascurabile lo spostamento l del bordo.

Il caso più complesso si ha nei serbatoi del tipo Intze, costi-
tuiti da una parete cilindrica, da un controfondo conico e da un
fondo sferico, la prima solidale col secondo, e questo col terzo.
Lungo i due paralleli comuni alle coppie di lastre esistono (Ji solito
anelli di cintura. Il calcolo di questa struttura, che condotto con
metodi esatti mi richiese diversi mesi di lavoro (8)̂  si eseguisce in
poche ore se si fa uso dei coefficienti elastici; e in un tempo an-
cora più breve se si usano Ie rigidezze. Le espressioni dei mo-
'menti M d'incastro perfetto e delle deformazioni ç e cp dei vari
bordi, relativi al peso propio delle rispettive lastre e alla pressione
idrostatica, necessarie per il calcolo suddetto, saranno ricavate nelle
note successive.

14, Anche le Unee ffî influenza del momento d'incastro Mc e délia,
spinta Hc in una cupola incastrata si possono ottenere in modo
molto più semplice di quello che esposi in una nota précédente (9)>
usando ancora il teorema di LAND, ma calcolando gli spostamenti
verticali v\ dei punti prossimi al contorno mediante la soluzione
approssimata di GECKELEB anzichè con quella di SCHWERIN, e uti-

(7) U n esempio è svolto nella mia nota: II calcolo semplificato delle
strutture costituite da più lastre curve, « Ingegneri e costruttori », Bologna,
1948, n. 3.

(8) O. BELLUZZI, II calcolo razionale dei serbatoi del tipo Intze, « An-
nali dei Lavori Pubblici », 1983, fasc. 7°, 8°, 9°.

(9) O. BELLUZZI , Le cupole resistenti alla flessione calcolate mediante
Unee d'influenza, « Àunali dei Lavori Pubblici », 1930, fasc. 9°, 10°.
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lizzando Ie espressioni del tipo (12), (13) per ottenere Fabbassa-
mento pressochè costante dei punti clie appartengono a una calotta
abbastanza distante dal contorno.

15. Yale la pena di ricordare che i risultati che si ottengono
con i metodi semplificati suddetti sono dotati di approssiniazione-
superior e alle esigenze degli ingegneri.


