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148 E. CARRUCCIO

I fini dei " Calculus ratiocinator „, di Leibniz,
e la logica matematica del nostro tempo.

Nota di ETTORE CABBCJCCIO (a Modena).

Sunto* • Ci si propone d'indagare quanto del sogno d% LEIBNIZ relative* al-
V impiego d'un simbolismo atto a dirimere ogni controversia umana,
sia stato attuato dalla logica matematica contemporanea. JRiassunti i
principi del calcolo delle proposizioni di HILBBRT si mostra come in
questo campo siano stati risolti V entseheindungsproblem di HILBERT
e quindi il problema posto in.sostansa da LEIBNIZ. Si dimostra che
qnest'ultimo problema pub essere pienamente risolto nel campo della
logica tradizionale, mmirè perd è impossibile risolvere in generale
Ventscheindungsproblem ed il problema di LEIBNIZ.

§ !• - L' uso d'un adeguato simbolismo (characteristica nniver*
salis) atto ad esprimere Ie relazioni logiche, avrebbe dovuto, se-
condo il sogno di LEIBISTIZ, costituire la base di un algebra logica
(calculus ratiocinator) applicabile a tutti gli ordini di conoscenza
razionale (1). Delle controversie umane la characteristica avrebbe
dovuto direnire giudice, i nostri errori si sarebbero ridotti ad er-
rori di calcolo, facilmente correggibili con un attento esame (*>.
Quando due filosofi avessero avnto da risolvere una controversia
avrebbe dovuto bastare a questo fine un calcolo (3).

Ora sorge spontanea la domanda : con i progressi della logica
inatematica del nostro tempo, quanto del sogno di LEIBNIZ è di-
ventato realtà? Prima di rispondere sarà opportuno dare una for-
mulazione più chiara e précisa, secoiido 1'attuale linguaggio, del
problema posto da LEIBNIZ.

Consideriamo un sistema di premesse A, B, C...L, sulle quali
concordano i due che discutono. E facile eomprendere che senza
questa base comune nessun « calculus ratiocinator » potrebbe avere

v1) V. L. COUTURAT: La logique de Leibniz d'après Hes documents inédits.
P a r i s 1901, cap. I V , spe ci alm en te pag. 96 e 97.

(2) I n un progetto d'EncicJopedia LEIBNIZ scrive: « De judice contro-
ver&îaram hùmanarum, seu Methodo infallibilitaiis, et quomodo effici possit?

ut omnes nostri errores sint tantum errores calculi, et per examina quaedam
facile possint justificari », (cfr. L. COUTUKAT: op. cit., pag. 98).

(3) « Quo facto, quando orientur controversiae, non magis disputatione
opus erit inter duos philosophos, quam inter duos computistas. Sufficiet
enim calamos in manus suraere sedereque ad abbacos, et sibi mutuo (ac-
cito si placet amico) dicere: Calculemus! ». (cfr. L . COUTURAT op. cit. pag. 98).
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successo. Sia X 1' affermazione da cimentare. Yi sono due possibi-
lità: X è una conseguenza logica di A, J3, C ...L, X non è una
conseguenza logica di A, B, C... L. Questa seconda possibilité dà
luogo a sua volta a due casi: X è incompatibile con A, J3, C... L
cioè da dette premesse si ricava la negazione di X, oppure X è
indipendente da A, U, C... L. Si presentano dunque in tutto tre
casi possibili.

Ora, date le premesse A, B, G...L e F affermazione da cimen-
tare X, chiameremo problema di Leibniz il problema di trovare un
criterio per stabilire quale dei tre casi indicati effettivamente si
verifica. Il problema proposto è stato risolto per estese classi di
premesse JL, B, C... L e di affermazioni X da cimentare, corne ve-
dremo nel prossimo paragrafo,

§ 2. - Alla base délia logica matematica di HILBERT, troviamo
il calcolo délie proposïzioni (4).

Il concetto di proposizione (Aussage) viene dapprima introdotto
da HILBERT senza un'analisi délia sua struttura, ma si dice sem-
plicemente che una proposizione è un'affermazione (Satz) per la
quale ha un senso (6) dire che è yera o falsa : sono ad esempio pro-
posizioni: « la matematica è una scienza », « la neve è nera... ».
Indichiamo le proposizioni con le lettere A, B, C...L... X, Y, Z.

Le operazioni fondamentali délia logica hilbertiana, che trovano
applieazione nei successivi sviluppi délia presente nota sono le
seguenti :

X si legge « non X » indica la contradditoria di X, la pro-
posizione cioè che è vera se X è f alsa, ed v è f alsa se X è yera.
X &> Y, si legge « Xe Y » indica la proposizione che è yera quando
e soltanto quando X e Y sono entrambe vere, si suole chiamare
somma logica.

XV Y si scrive anche XY, si legge « X o Y » indica la propo-
sizione che è vera quando e soltanto quando almeno una délie due
proposizioni X e Y è vera, si suol chiamare, prodotto logieo. Si

(4) Kella presente lapida esposizione dei prineipali elementi del ealcolo
délie proposizioni seguiremo Topera D. H I L B E R T e W . A C K E R M A N K : G-run*
dziige der theoretischen Logik. Ber l in 1928, cap. I .

(5) L a delicata nozione delF « aver senso » ivi non viene analizzata da
H I L B E R T . Sul l ' a rgomento v. per es. L . GTEYMONAT: Studi per un nuovo
rasionalismo. Torino 1945, pagg. 17, 18, 81, 82; E. CÀRRUCCIO: Considéra-
zioni siilla compatibilità di un sistema di postulait e sulla dimostrabihtà
délie formule matematiche. (« Pontificia Academia Scientiarum », Aeta X,
IST. 2).
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noti clie questa operazione non deve confondersi con l '«o» nel
senso latino di « aut,., aut », ma corresponde piuttosto al « vel ».
X— Y, si legge « X implica Y » indica la proposizione che è falsa
quando e soltanto quando X è yera e Y è falsa.

XCSD Y, si legge « X équivale ad Y » indica la proposizione che è
yera quando e soltanto quando X ed Y sono entrambe yere o en-
trambe false.

Applicando Ie operazioni ora definite a date proposizioni fon-
damentali si possono formare nuove proposizioni. Per esempio a
partire dalle proposizioni fondamentali XYZ si puö formare la
proposizione (X— Y) & ( Y— Z)&(IV Y).

J a q 7 si legge « X ed Y hanno lo stesso significato ».
Esistono ora combinazioni di simboli aventi uguale significato,

di particolare interesse ai nostri fini.

(1) f âqX.

(La negazione della negazione di una proposizione X afferma
la proposizione X stessa)

(%) X& Y *aq Y & X

(La somma logica gode della proprietà comniutativa)

(3) X & ( Y & Z) aq (X & Y) & Z.

(La somma logica gode della propriété associatiya)

(4) XV Y â q Y V X .

(Il prodotto logico gode della proprietà commutativa)

(5) Xv(YVZ)aq(XV Y) V Z.

(Il prodotto logico gode della proprietà associatiya)

(6) XV(Y&Z)aq(XV Y)&fXVZ).

(Il prodotto logico gode della proprietà distributiva rispetto alla
somma logica).

Esempio della (6): « Taltezza di un triangolo cade su di un punto
della base, oppure detta altezza cade fuori della base ed il trian-
golo considerato è ottusangolo » significa « F altezza di un trian-
golo cade su di un punto della base oppure detta altezza cade fuori
della base, e F altezza di un triangolo cade su di un punto della
base oppure il triangolo considerato è ottusangolo ».

Le prime 5 di queste uguaglianze di significato sono évident!,
tuttavia si possono dimostrare, come pure la (6), in base al se-
guente principio dato come evidente da HILBERT:
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due combinazioni di proposizioni fondamental! relative a XYZ,
sono di ugual significato quando e soltanto quando per ogni so-
stituzione di proposizioni vere o false in luogo di XYZ ambedue
le proposition!, che costituiscono i due membri delF uguaglianza
di significato, sono entrambe vere o entrambe false.

Lasciando al lettore la verifica délie prime 5 uguaglianze di
significato in base al principio enunciato, ci limitiamo. per brevità
a considerare la dimostrazione délia (6).

Indichiamo con R una proposizione vera e con F una proposi-
zione falsa, e sostituiamo per es. ad XYZ rispettivamente RFF.

Se la (6) è vera potremo avere :

RV(F&F)co(R\JF)&{R V.F).

Ora nel primo membro J & f ^ B V F c ^ R , quindi i2 \J[F&F)coR:
nel secondo RVFcoR, JS&igcoR, quindi (B V F) & (B V F) eo R.

I due membri sono dunque entrambi veri. Analogamente si
esegue la verifica per tutte le possibili attribuzioni dei valori di
verità e di falsità ad XYZ.

È possibile esprimere i segni —* e oo mediante ed & in virtù
délie seguenti uguaglianze di significato :

(7) X— Y aq X& Y

XcoY aq (X— Y)&(Y-+ X).

La prima délie (7) ci dice che la proposizione X—*- Y significa
(per defmizione) che non puö essere contemporaneamente X vero
ed Y falso. La seconda délie (7) ci dicefche la proposizione Xco Y
significa che X implica Y ed Y implica X, cioè non puö essere X
vero ed Y falso, essendo contemporaneamente Y vero ed X falso.

Per gli ulteriori sviluppi sono anche important! le seguenti re-
lazioni :
(8) X & T aq XV Y

(negare la validité simultanea di X e Y significa negare X o ne-
gare Y).

Analogamente si ha :
(9) X V Y âq X& Y

(negare la validità di almeno una délie due proposizioni X ed Y,
significa negare X e negare Y),

Le uguaglianze di significato indicate permettono di porre una
espressione qualsiasi formata a partire dalle proposizioni fonda-
mentali XYZ-... mediante quante si vogliono applicazioni délie ope-
razioni ~~ & V — cv?, sotto una determinata forma normale, in cui
€ompaiono soltanto somme di prodotti logici nei quali ogni fattore
è una proposizione fondamentale o la negazione di una di queste.
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Questo risultato è di particolare importanza ai fini della risolu-
zione del problema di LEIBNIZ nel caso del calcolo delle proposé
zioni. A questo scopo si procède nel modo seguente.

Si eliminano innanzi tutto i segni —*• e CVD mediante Ie for-
mule (7).

Applicando poi Ie formule (8) e (9) è sempre possibile ottenere
che il segno di negazione più ampio si spezzi in segni meno ampi,
e finalmente rimanga soltanto sopra le proposizioni fondamentale

Si eseguono quindi i prodotti logici analogamente a quanto si
fa in algebra, applicando la proprietà distributiva.

Si ricorda. ove occorre, la (1).
Per es dalla formula

si ottiene in primo luogo mediante la (9)

XY&Y) & (Z&Y)
e applicando la (8) :

Z Y v T & ZVY

e applicando ancora la (9)

(X& T)V F & Z T .

Eseguendo il prodotto come in algebra si ottiene:

Ricordando la (1) si ha in fine:

ÏT&YY&Zl

Passiamo ora all' esame di un problema dalla risoluziône del
quale dériva in modo pressoché immediato la risoluzione del pro-
blema di LEIBNIZ : si tratta di trovare quelle combinazioni di pro-
posizioni che sono sempre valide, indipendentemente dalla verità
o falsità delle proposizioni fondamentali. Per es. gode manifesta-
mente di questa proprietà la formula

X cv> X.

Dato che ogni espressione logica si puö sempre porre sotto forma
normale, basterà stabilire quando è che un' espressione sotto forma
normale, rappresenta sempre una combinazione vera di proposi-
zioni.

Il problema si risolve tenendo presente le seguenti regole :
1) XX è sempre vera.
2) Se X è vera e Y indica una proposizione qualsiasi anche

XY è vera.
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3) Se X è vera e Y è ver a, allora anche X& Y è vera.
Queste regole vanno intese nel senso che in iuogo di X e Y si

puö sostituire qualsiasi proposizione o combinazione di proposizioni.
In base a queste regole, e tenendo presenti le propriété formali
del calcolo Logico già esposte, si puö dimostrare il seguente criterio
di validità generale.

Condizione necessaria e suffidente affinchè un' espressione posta
sotto forma normale sia sempre vera, è che in ogni suo prodotto lo-
gico compaia almeno una délie proposizioni fondamentali insieme
con la sua negazione.

La sufficienza délia condiziöne si ricava immédiat amen te. Infatti
se la condizione è soddisfatta ogni prodotto logico delP espressione
normale risulta vero, per le regole 1 e 2, e la somma logica dei
prodotti considerati risulta vera per la regola 3.

Che la condizione è necessaria risulta dimostrando che se la
condizione non è soddisfatta F espressione considerata non è sempre
vera. Infatti: consideriamo un prodotto logico che sia un termine
(addendo logico) di un'espressione sotto forma normale. In questo
prodotto compaia X ma non X, oppure X ma non X, dove X è una
proposizione fondamentale. Per rendere falso questo prodotto ba-
sterà sostituire una proposizione falsa ad ogni proposizione non
negata, ed una proposizione vera ad ogni proposizione negata.

Bssendo falso un termine délia somma logica, sarà falsa tutta
V espressione, indipendentemente dal valore di verità degli altri
termini, B ormai facile risolvere il problema di LEIBNIZ nel caso
del calcolo délie proposizioni.

Siano A B C...L le premesse accettate corne vere e sia X la
proposizione da cimentare.

Se
(A&B&C...&L) — X

è una proposizione sempre vera, X è una conseguenza logica di A,
B) C... L. Se ciö invece non accade. mentre invece

{A&B&C...&L)-~X

è una proposizione sempre vera, X è incompatibile con A, B. C...L.
Se invece nessuna délie due proposizioni

è sempre vera, allora X è indipendente da A, B, C... L.
Il problema di LEIBNIZ è cosi pienamente risolto nel campo del

calcolo délie proposizioni di HILBERT.
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§ 3. - Nel précédente paragraf o il problema di LEIBNIZ è stato
risolto nel caso in cui Ie proposizioni fondamentali si presentano
come oggetti del pensiero indivisibili, nei quali non compaiono
esplicitamente gli elementi di cui è costitaita la proposizione stessa
(&oggetto copula e predicato).

Nel canipo del calcolo delle proposizioni, come è stato finora
considerato, non trovano quindi posto nozioni fondamentali della
logica formale tradizionale^ quali Ie regole per la conversione e del
sillogismo, in cui entrano essenzialmente gli elementi di cui è co-
stitttita la proposizione. HILIBEÜT mediante nuove interpretazioni
del calcolo delle proposizioni (calcolo dei predicati, calcolo delle
classi, calcolo combinato) riesce a ritrovare (in modo alquanto fa-
ticoso) 15 delle 19 forme del sillogismo aristotelico, ritrova cioè
quelle forme di sillogismo valide senza una supplementare ipotesi
esistenziale (6).

Invece di seguire il cammino percorso da HXLBEBT, mi propongo
ora di mostrare corf un altro procedimento come i problemi della
logica formale tradizionale sono formulabili mediante il simbolismo
del calcolo delle proposizioni, e trattabili pertanto con i semplici
e potenti mezzi offerti da detto calcolo.

Otterremo il nostro intento esprimendo mediante opportune pro-
posizioni fondamentali indivisibili Ie proposizioni tipiche della lo-
gica formale tradizionale, Ie quali come è noto si riducono alle
seguenti quattro forme :

tutti gli A sono £.
nessuii A è B,
qualche A è B,
qjialche A non è B.

Essendo x un individuo generico; avremo per ciascuna delle
forme considerate. le seguenti espressioni.

Tutti gli A sono B puö esprimersi nel modo seguente :

(x è A) — {x è B) (7)

Nessun A è B puö esprimersi nel modo seguente

(x è A) — x h B,

(6) Y. H I L B B R T e ACKERMANNJ op. cit, cap. I I . Le forme di sillogismo

€he non si trovano cou il metodo seguito da H I L B E R T sono quelle in da-
rapti, bamalip, felapton, fesapo, perché queste forme per essere valide ri-
chiedono che quando si dice « tutti gli A sono B » ebista qualehe oggetto
che sia A.

(7) Ofr. A. 2S". W H I T E H E A D e B. BUSSEL, Princtpia Mathematica. Vol. I ,

Cambr idge 1910? pag. 47.
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Qualche A è B è la negazione di « nessun A è B » la, sua
«espressione è pertanto

(x è A) — x è B.

Qualche A non è B e la negazione di « tutti gli A sono B »
la sua espressione è pertanto

(x è A) — {x è B)

Trasformando mediante questo procedimento le proposizioni
tipiche délia logica formale tradizionale, e applicando i metodi
del calcolo délie proposition! del paragrafo précédente, è possibile
verificare semplicemente le regole aristoteliclie délia conversione
e del sillogismo,

Diamo alcuni esempi di verifica di dette regole.
Secondo una délie regole délia conversione:

se « nessun numero irrazionale è un decimale periodîco » al-

lora « nessun decimale periodico è un numero irrazionale »,

IndicMamo « x è un numero irrazionale » con I

« x è un numero periodico » con P.

Il nostro esempio di conversione diventa:

Si tratta di verificare se questa proposizione è sempre vera.
ApplicMamo il consueto procedimento di calcolo logico.

I&P — P&l

l&P & (P&I)
{l&P) V F&T
{l&P) V P V ï
1PI & PPL

Dali' ultimo passaggio risulta che l'espressione considéra ta è
tempre vera.

Secondo un'altra regola per la conversione

se « ogni triangolo è un poligono »

allora « qualche poligono è un triangolo »

indichiamo « x è nu triangolo » con T

« x è un poligono » con P,

II nostro esempio di conversione diventa
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Si tratta di Tedere se questa proposizione è sempre vera. Ap-
plichiamo il consueto calcolo logico:

T&P — P&T

{T&P) & (P&T)
(T&¥) V (P&T)

TP&PP & TT&PT

In base a questo risultato troyiamo che la verifica non è riu«
scita.

Ma osserviamo che la regola di conversione applicata è valida
solo se esiste qtialche triangolo. Tenuto conto di questa ipotesi esi-
stenziale « x è un triangolo » che abbiamo indicato con 1, la pro-
posizione della quale dobbiamo verificare la validità generale di*
yenta :

[(T—P)&T] — P—T.
Cioè

(T & P & T) — (P & T)

(T & P & T) & P à T

T & P & T V (P&T)
(T & P)VT V (P & T)
TTP à PTP & TTT & P T T .

Cio che dimostra la validité, generale della formula in questione.
Eseguiamo ora una verifica relatiya alla regola per un sillo-

gismo in barbara.
Tutti gli uomini sono mortali
Pietro è un uomo

dunque Pietro è mortale.
Questo sillogismo si traduce nel modo seguente:

\[(x è un uomo)- (x è mortale)] & [(x è Pietro) — (x è un uomo)]H
—*[(x è Pietro) —»(x è mortale)].

Si tratta di verificare che questa proposizione è di validità. ge-
nerale.

Indichiamo « x è un uomo » con Z7
« x è mortale » con M
« x è Pietro » con P.

La proposizione di cui si vuole verificare la validità generale
diventa :

[(U—M) & (P— £7)] — (P — M).
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Cioè

[U & M & P & ÏÏ)~P & M

(U & M & P & Tl) &P & M

(U &M) V (P & Z7) V P V M

UPlM & MPPM & UUPM & MU~PM.

Risulta che la proposizione in questione è sempre yera.
Applichiamo ora il iiostro procedimento ad un sillogismo in

darapti :
Ogni pipistrelle» è un volatile
ogni pipistrelle» è nu mammifero

dunque qualche mammifero è un volatile.
Questo sillogismo si traduce nel modo seguente:

][{x è un pipistrello) —*• (x è un volatile)] & [(x è un pipistrelle) ~
— (x è un mammifero)]|

^ I x è un mammifero) —+(x è un volatile).
Indichiamo « a? è un pipistrello » con P

« x è un volatile » con V

« a; è un mammifero » con üf.

Lo schema del nostro sillogismo diventa:

[(P—F) & (P— M)] — M-+ V.
Cioè :

(P & V & P & M)-^(M & V)

P & V & P &M & If & V

(P & T) V (P & M) V {M & V)

(PP &VP & PM & VJMpf & F)

PPM& VPJf&PJlOf & Yi^ i^&PPy& VPV&PMV& VMV

Dunque la proposizione considerata non è sempre vera. Ci6 di-
pende dal fatto che per la validità di questa forma di sillogismo
si richiede il verificarsi di un' ipotesi (8) : V esistenza di almeno un
pipistrello, « x è un pipistrello » che abbiamo indicato con P.

(8) La nécessita di aggiungere un' ipotesi esistenziale perche il sillo-
in darapti sia valido risulta chiaramente da quest'altro esempio :

ogni sirena è provvista di coda di pesce,
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Lo schema del sillogismo diventa allora:

[(P—V) & [P^M) & P ] — M— V.
Cioè :

( p & F & P & M & p)-+(M & V)

P & F & P & i k f & P & iY <fe ir

(P & V) V (P & M) V P V [M & V)

(PPP & y P P & P j f P & "FMPJlJIf & V)

PPPM& VPPM&PMPM& VMPM&PPPV &VPPV&PMPV& VMPV.

Quest' ultima espressione risulta sempre vera.
Applicando i procedimenti indicati, dato un certo numero qual-

siasi purchè finito di proposizioni della forma « tutti gli A sono B »,
« nessun A è B », « qualche i è B », «^qualche J. non è B, ed una
proposizione X qualsiasi della stessa forma è sempre possibile sta-
bilire se X è una conseguenza delle proposizioni date oppure è in-
compatibile o è indipendente da esse.

Cioè il problema di LEIBKIZ è risolto pieiiamente nel campo
della logica tradizionale.

§ 4 . - 1 1 risultato ottenuto nel paragraf o précédente non deve
perö essere soprayalutato in quanto non tutte Ie affermazioni (anche
nel campo della matematica) si possono porre sotto le forme tipiche
studiate nella logica tradizionale ed esprimibili seconde il forma-
lismo del calcolo delle proposizioni.

HILBERT afferma che nel campo della logica tradizionale non
si potrebbero dimostrare proposizioni del tipo « se B giace tra A
e C, allora B giace tra C ed i », oppure del tipo « se Yi è un ef-
fetto r i è anche una causa ». Dalle quali osseryazioni preliminari
HITJBERT parte per intraprendere una sistemazione di carattere
più generale delle relazioni logiche: il calcolo delle funzioni lo-
giche (9).

Nella trattazione di HILBERT quello che noi abbiamo chiamato
il problema di LEIBNIZ si présenta corne applicazione del problema
della decisione (Entscheindungsproblem) clxe comprende i problemi
della yaiidità generale e della soddisfabilità.

ogni sirena è una yalente cantante?

dunque qualche Yalente cantante è provvista di coda di pesce.
La conclusione non è valida dato che non esistono sirene.
(9) Y. HILBERT e ACKERMANN, op. cit.. cap. III, cap. IY.
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II problema délia validità generale consiste nello stabilire per
una qualsiasi espressione logica proposta che non contiene alcun
segno individuale (T0) se 1' espressione rappresenta sempre un' af-
fermazione vera o no, per qualunque espressione sostituita alle va-
riabili che vi compaiono. Il problema délia soddisfabilità riguarda
la questione se esiste in generale una sostituzione per Ie variabili,
tale che 1'espressione data possa rappresentare un'aff ermazione
vera.

I due problemi sono intimamente legati : se un'espressione non
è valida in generale allora la sua contradditoria è soddisfabile :
se un' espressipne non è soddisfabile allora la sua ©ontradditoria
è valida in generale. Pertanto risolto uno dei due problemi per
espressioni logiche di un certo tipo si puö risolvere 1' altro per
espressioni dello stesso tipo, come il lettore puö constatare age-
volmente.

II problema della decisione viene considerato da HILBERT come
il problema principale della logica matematica.

Una volta risolto il problema della validità generale, per aff er-
mazioni di un dato tipo, come abbiamo fisto nel caso del calcolo
delle proposizioni, è facile risolvere il problema di LEIBNIZ.

Mentre nel caso del calcolo delle proposizioni il problema della
decisione è stato pienamente risolto, nel caso generale (calcolo di
funzioni logiche) il problema considerato, come osservava HILBERT^

è un problema insoluto pur essendo stati raggiunti sull' argomento
interessanti risultati particolari (u).

Si présenta quindi alla jaostra mente la questione : è possibile
risolvere in generale il problema della decisione? Eispondo me-
diante il seguente

TEOREMA. - II problema della decisione di Hübert non è risohi-
bile in generale.

Questo risultato si ricava come conseguenza del teorema del
G-ÖDEL che afferma T impossibilité di dimostrare la non contrad-
ditorietà di un sistemà ipotetico deduttivo S non contradditorio
con mezzi offerti dal sistema stesso ; dal quale teorema si deduce

(10) Questa restrizione relativa all'esclusione di segni individuali non
limita la portata della questione ai fini della risoluzione del problema di
LEIBNIZ, dove non deve avere influença l'eventuale significato individuale
dei terminij ma soltanto i] loro legame logico.

(") V. HiLBBRT e AOHBKMANNj op. cit., cap, I I I , § 11 e § 12 (ppt 72-81);
K. GTÖDBL, Zvm Entscheindungsproblem des logischen FunMonenkalkuls7

« Monatshefte für Mathematik und Physik », 40 band. Leipzig 1938, pp*
433-443.
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più in generale che la diiaostrazione délia non contradditorietà
di S in senso assoluto è impossibile (12).

Infatti : dimostriamo che 1' ipotesi délia ri solubilità in ogni caso
del problema della decisione di HILBERT conduce all'assurdo.

Siano A, B, C... L Ie premesse di un sistema ipotetico deduttivo S
non contradditorio. Gonsideriamo la proposizione :

(1) (A & B & G & ... &L) — S è contradditorio

È possibile diinostrare la validità generale di questa proposi-
zione? Evidentemente no, perche se fosse possibile si sarebbe con
ciö dimostrato la non contradditorietà di S contro41 Teorema del
GTÖDEIJ. Allora sempre nelF ipotesi che il problema della decisione
sia risolnbile in generale doyremo trovare che la (1) non è una
proposizione di validità generale.

Consideriamo ora la proposizione :

(2) (A & B & C & ... &L)-+S è contradditorio.

Per V ipotesi relativa ad S non si potrà dimostrare la validità
generale della (2) perché in tal caso si dimostrerebbe che S è con-
tradditorio contro T ipotesi. Allora si dovrà trovare che nemmeno
la (2) gode della validità generale.

Ma allora se nè la (1) nè la (2) godono della validità generale,
la proposizione « S è contradditorio » è indipendente dalle pre-
messe A, B, C.» L, ed è pertanto indimostrabile a partire da A, J3,
C... L. Ma se « S è contradditorio » non è dimostrabile. ciö significa
che non è vero, perché be*fosse vero sarebbe dimostrabile, in quanto
se un sistema S è contradditorio ciö deve risultare dopo un numero
finito di deduzioni. Si sarebbe cosï dimostrato che S non è contrad-
ditorio, mentre tale dimostrazione è impossibile per il teorema di
GTÖ'DEL.

Si conclude che il problema della decisione non è risolubile in
generale.

È ormai facile dimostrare con procedimento analogo che anche
il problema di Leibniz non è risolubile in generale.

Eagioniamo per assurdo.
Siano A, B, C... L Ie premesse di un sistema ipotetico dedut-

tivo S non contradditorio.

(l2) Y. K. GTÖDEL, Ueber formai unentscheidbare Sàtee der Pnncipia
Mathematica und vertvanâter Système I, (« Monatshefte für Mathematik
und Physik ». Leipzig 1931, pp. 173-198); E. CARRUCCIO, nota citata.
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Supponiamo che sia possibile risolvere in ogni caso il problema
di LEIBNIZ, Si potrà allora stabilire quale dei tre casi si verifica
nei riguardi délia proposizione

« S è contradditorio » :

1°) è una conseguenza di A, B, C...L;
2°) è incompatibile con A, B, C,..L;
3°) è indipendente da A, B} CL.. L;

Ma il primo caso non si puö verificare perché abbiamo sup-
posto S non contradditorio, il 2° non si puö dimostrare per il teo-
renia di GTÖDEL. Yediamo allora cosa accade se si ottiene il terzo
caso. Ciö significa che si è riusciti a dimostrare che tra le conse-
guenze di A, U, C... L, nessuna compare délie due proposizioni :

« AS è contradditorio », « S e contradditorio ».

Ma siccome se S è contradditorio ciö deve essere dimostrabile
con un numero finito di passaggi, dimostrare che non si puö di-
mostrare che S è contradditorio, équivale a dimostrare che S non è
contradditorio. ciö che perö non si puö dimostrare per il teorema
del GTÖDEL.

Ammettere la possibilità di risolvere in ogni caso il problema
di LEIBNIZ conduce quindi all'assurdo. c. v. d.

Si conclude pertanto che il sogno di LEIBNIZ in parte è stato
attuato e potrà esserlo in seguito in modo più perfetto, mai perö
potrà completamente tradursi in realtà.


