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SEZIONE STORICO-DIDATTICA

Sul numero delle operazioni elementari necessarie
per la risoluzione dei sistemi di equazioni lineari.

Nota di TJGO CASSIKA (a Napoli).

Santo. • Galeolo delle operazioni elementari necessarie per la risoluzione di
un sistema di equazioni lineari quando si fa uso di uno dei seguenti
procedimenti : 1) metodo delle eliminazioni successive^ 2) metodo di BA-
NACHIEWICZ, 8) metodo del confronto, 4) metodo dei determinanti siano
questi calcolati mediante la definizione o mediante la regola di CHIÖ

Eecentemente T. BANACHIEWICZ (1), come applicazione dei suoi
« cracoviani »3 ha proposto un nuovo metodo per la risoluzione dei
sistemi di equazioni lineari. Tale metodo è particolarmente oppor-
tuno nelle applicazioni pratiche f).

Secondo il computo di T. BANACHIEWICZ^ riportato anche da
Gk OASSIHIS (S), per la risoluzione di un sistema di n equazioni
lineari in n incognite col metodo delle eliminazioni successive oc-
corre calcolare n(n -f- l){2n -f-1)/6 quantità ; invece col metodo di
BANACHIEWICZ occorre calcolare n% quantità.

Il metodo di BAI^ACHIEWICZ appare perciö straordinariamente
meno faticoso di quello delle eliminazioni successive. (Per es., per
n = 5, si hanno da calcolare rispettivamente 25 e 55 numeri, er

per n = 10, 100 e 385 numeri).

(*) T. BANACHIEWICZ, Methode de résolution numérique des équations li-
néaires, etc.', « Bull . Ae. Polon. », A. 1938, p . 393. Ripubblicato in Études
d'analyse pratique, Repr in t 22, « Cracow Osservatory », Cracovie 1938.

(2) Cfr. O. B E L L U Z Z I , Scienza délie costruzionù Bologna 1945, § 439.
(3) G-. CASSINIS, Bisoluzione dei sistemi di equazioni algébriche

« Rend . Sem. mat, fis. Milano », 17, (1946), p. 62.
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5?uttavia, ho osservato che, se si fa il computo delle operazioni
« elementari » (addizione o sottrazione di due numeri, moltiplica-
zione di due numeri, divisione di due numeri) necessarie per il
calcolo di dette quantité e per la risoluzione compléta del sistema,
si trova néi due metodi esattamente lo stesso numero di operazioni,
cioè: n(n -+- l)/2 divisioni, (n — l)n(2n -f- 5)/6 moltiplicazioni ed al-
trettante: (n — l)n(2n -+- 5)/6 addizioni (o sottrazioni).

Cosiccliè il vantaggio, che indubbiamente présenta in pratica
il metodo di BAXACHIEWICZ, consiste nelF eliminazione délia néces-
sita di conservare i numeri derivati dalle singole öperazioni ele-
mentari e non nell'eliminazione effettiya di queste öperazioni.

Nei primi due paragrafi dimostro per disteso quanto sopra; nei
due paragrafi successivi riporto il numero delle operaziani elemen-
tasi necessarie per la risoluzione di un sistema di equazioni lineari
col metodo del confronto e col metodo dei determinanti siano questï
calcolati mediante la definizione o mediante la regola di CHIO.

1. Eliminazioni successive. - Biferiamoci al sistema:

(1)

anxx -+- aY%%% -h ... -h aiuxn -h aifn+x = 0

ailxl -fy a2ïxz -h ... -h ailfxn n- a2,^+i = 0

anXxl -+- antxt -+-... H- anrxn -H an,n+\ — 0*

U eliminazione successiya delle incognite si suol f are comune-
mente col metodo di « so^tituzione » deLT algebra elementare; quindi
si ricava dalla prima equazione il valore della prima incognita xx

in funzione delle n — 1 incognite residue (la equazione risolrente)
e si sostituisce nelle rimanenti n — 1 equazioni ottenendo cosï un
sistema di n — 1 equazioni nelle n — 1 incognite x%, xz,..., xn (1° si-
stema ridotto). Sul quale si opera nello stesso modo, deducendone
le successive equazioni risolventi ed i successivi sistemi ridotti
fino a giungere ed una sola equazione nelP ultima incognita xn (ul-
tima risolvente) dalla quale si ricava xn e di qui risalendo attra-
vrerso Ie n — 1 risolventi si ottengono i yalori di ^„—j, xtt—i9..., xr

Ogni coefficiente della l a risolvente si troya perciö mediante
una divisione, ed ogni coefficiente del 1° sistema ridotto mediante
una moltiplicazione ed una addizione (algebrica). Quindi, in totale,
per la l a risolvente occorrono n divisioni e per il 1° sistema ri-
dotto n(n — 1) moltiplicazioni ed altrettante addizioni.

Analogamente per la 2a risolvente occorrono n — 1 divisioni e
per il 2° sistema ridotto (n — l)(n — 2) moltiplicazioni ed altrettante
addizioni. Bcc. Per Vn — 1-esimo sistema ridotto (ultimo) occorrono
2 • 1 moltiplicazioni ed altrettante addizioni. E per la w-esima ri-
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solvente (ultima) occorre una divisione. Quindi in totale si devono
f are :

1 -h 2 -f- ... H- n = n(n -+-1) /2 divisioni,

n(n — \) + {n — l)(n ~ 2) -f-... + 2 . 1 = (n +• l)w(n —1)/3
moltiplicazioni,

ed altrettante addizionL
Per la risoluzione del sistema delle risolventi si devono poi f are:

1 moltiplicazione ed I addizione per il cacolo di xn^.X} 2 moltipli-
cazioni e 2 addizioni per il calcolo di a^_2> eec, n — 1 moltiplica-
zioni ed n — 1, addizioni per il cacolo di xx. In totale:*

l + 2 + ... + ( » - l ) = ( w - l)n/2

moltiplicazioni ed aljtrettante addizioni. Il totale generale delle mol-
tiplicazioni è perciö :

(n-h l)n{n — l ) /3 -*- (n — l)n/2 = (n — l)n(2n H- 5)/6;

altrettanto è quello delle addizioni, mentre quello delle divisioni
è:

2t* Metodo di Banaehiewiœ. - Col metodo di BANACHIEWIOZ, in-
dicata con a la matrice dei coefficient e termini noti del sistema (1),
si calcolano le matrici bec seguenti:

* =
O 1

0 0 0

in modo che:

c =
0

0 0 0

. . . . Cl ,

.... 0

4 f* \

- 1 Cin

— 6 X

ove il prodotto è fatto moltiplicando Ie colonne di b per Ie colonne

di c. Precisamente, per il calcolo di b e di c si devono considerare

Ie equazioni seguenti :

(2) ars = 6„c, ̂  -H 6gs ctr -+-... -f- 6ft5cnr,
ove :

s = 1, 2,..., w -4- 1, r — 1, 2,..., n.

Dopo di che si deve risolvere il sistema:

(3)

— 0

x%

= 0.
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Grli elementi delle matrici bec possono perciö essere calcolati
nel seguente ordine :

l a l inea di c :

cu = aiXi cl% — aix, ... cï7J = an l (0 operazioni).

l a linea di b :

&,8 = a 1 8 / c u , ..., 6iin-i_i = ai ,»+i/c , j (n divisioni).

2A linea di c:

Cgö ^ ' 2 2 ~~~* 1 ' 12

1 moltipl., 1 addiz.
n — 1 volte.

= aBÎ — o12 cln

3a colonna di d :

&23 —(an —613 cJ2)/cg2, 1 moltipL, 1 addiz.? 1 diyis.

3a linea di e:

l3 ^ C13 "23 C23
2 moltipL, 2 addiz.

n - 2 volte.

4a colonna di ö :

(1 -H 2) moltipL, (1 • 2) addiz., 2 divis.
Ecc.
^-esima linea di c:

Cnn zzz ann *— OVt Cïn — ö%H Cgn — ... — On—1, « 6n—1, «>

n — 1 moltipL, w — 1 sottraz., 1 volta.

n <- 1-esima colonna di &:
62, «+1 = (tt2, n+1 — b\, „+ l C, j) ƒ C22

l + 2 + ... + (w- 1) moltipL, l + 2 + ... + ( n - l ) addiz., {n— 1) divis.

Per il calcolo di c sono perciö necessarie Ie seguenti operazioni
elementari :

l(w - 1) •+ 2{n - 2) -f- ... H- (^ - l)[n - (» — 1)] =
= n + 2» + ... -+- (w — l)w - l2 — 22 — ... — (n — l)2 =

1)/6 = (w - l)n(» -f- 1)/6

jnoltiplicazioni ed altrettante addizioni.
10
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Per il calcolo di b sono necessarie Ie seguenti operazioni ele-
ment ari :

w + 1 + 2 + „. + (ti — 1) = n(n -+- 1)/ 2 divisioni,

1 = 1 I = (n -+- l)w(n — 1)/ 6 moltiplicazionir

ed altrettante addizioni.
Per la risolazione del sistema (3) è poi necessario (come nel me-

todo delle eliminazioni successive) fare Ie seguenti operazioni ele-
mentari : (n — l)n / 2 *moltiplicazioni ed altrettante addizioni.

Cosicchè il numero totale delle operazioni elementari da ese-
guire per risolvere il sistema (1) col metodo di BANACHIEWICZ è:

moltiplicazioni : (n — l)n(n -+- l)/6 -h (n - l)n[n -i- l)f6 -+- [n — Ï)nj2 =

= {n — l)n(2n+ 5)/6,
addizioni ; altrettante,
divisioni : n(n + l ) /2 .

3. Metodo del coftfronto. - L' eliminazione suceessiva delle inco-
gnite, nel sistema (1), si pud fare anche col metodo del « confronte »
del!' algebra elementare. Cioè eliminare xx fra la l a e la 2a equa-
zione (moltiplicandole rispettivamente per ati ed aXi e facendone
la differenza), fra la 2a e la 3a, ecc. fra la n — 1-esima e la n-esima.
Si ottiene cosi un sistema di n - 1 equazioni nelle n 1 inco-
gnitex2 , xz>... . x1} (1° sistema ridotto). Sul quale si procède nello
stesso modo fino ad avere una sola equazione nella sola incognita x}]

(n 1-esimo sistema ridotto). Déterminâtes , mediante risoluzione
del!' ultima equazione, sostituendo il valore di xu in una delle equa-
zioni del sistema ridotto précédente si ottiene x„^x. e cosï via fino
a determinare x}.

I l numero delle operazioni elementari da eseguire col metodo
di confronto è il seguente :

divisioni : w, moltiplicazioni ; (n — l)n(4:n -h 7)/ 6,
addizioni ; (n — l)n(2n -+- 5) / 6.

4 Metodo dei determinanti. - Calcolando un determinate di or-
dine n secondo la definizione si devono eseguire Ie seguenti ope-
razioni elementari: nl(n — 1) moltiplicazioni ed n ! — 1 addizioni.

Si deve a P. CHIO (4) una regola che ricondace il calcolo di un
déterminante di ordine n ad uno di ordine n—l. Secondo la re-

(4) P. d u o . Mémoire sur le fonctions canmies sous le nom de résultantes
ou de determtnants, Turm 1853. cfi E. T. WHITTAKBE e Gr. BOBINSON,

The calculus of observations, 2a ed.? London e Glascow 1926, p. 71.
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gola di CHIO si ha per esempio:

an alt al9

a9* a,M \

aZï an an \

— «is ö&9i 0 I V — a
13

^31 a33 a%\ ^32 a33 a22

ove alZ è Telemento fissato come « perno » e

Ne risulta che seguendo la regola di CHIÖ, per il calcolo di un
déterminante di ordine ny si deyono eseguire le seguenti operazioni
elementari :

(n — l)^(2n — 1)/ 6 -+- (n — 1) moltiplicazioni,

(n — l)n(2n l ) / 6 * addizioni,

ed (M- — \)n I 2 divisioni.

Quindi la regola di CHIO e conveniente per n > 3.
P e r la risoluzione del sistema di equazioni l ineari (1), facendo

uso délia regola di LEIBKIZ-CRAMER, caloolando dapprima i deter-
mmant i A^ con la regola di CHIO e mediante essi i determinant i
J41S AZ..., An, A che figurano nelle formole': x% =AJA(i-= 1;2,... w),
si devono fare le seguenti operazioni e lementar i :

moltiplicazioni : n\(n — 2){n - l)(2n — 3) / 6 -+- (n — 2)] -h n(n -+- 1),

addizioni : w'[(» — 2)(n — l)(2n - 3) / 6] -+-(» — l)(w- -H 1),

diyisioni : n*\{n — 2){n — 1) / 2] H- w.

Se invece si calcolano i déterminant! Ar<. secondo la definizione
si devono fare le seguenti operazioni e lementar i :

moltiplicazioni : n\(n — 1) ! {n — 2)] H- n(n H- 1),

addizioni : n2[{n — 1)! — 1] -+- (n — l)(w + 1),

divisioni : n.

5. Esempio. - P e r la risoluzione di un sistema di 5 equazioni
lineari in 5 incognite secondo i metodi esaminati si devono fare
le seguenti operazioni elementari :

1) eliminazioni successive e metodo di BAKACHIEWICZ :
50 moltiplicazioni, 50 addizioni, 15 divisioni (totale 115 oper.).

2) metodo del confronte:
90 moltipl., 50 addiz., 5 divisioni (totale 145 oper.)-

3) metodo dei determinanti calcolati con la regola di CHIO :
455 moltipl., 374 addiz., 155 divisioni (totale 984 oper.),

4) metodo dei determinati calcolati secondo la definizione:
1830 moltipl., 599 addiz., 5 divisioni (totale 2434 oper.).


