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Un criterio &’ esistenza e d’unicita per gli integrali
dell’ equa/mne y = Af(a, y) passanti per due punti assegnati.

Nota di GIUSEPPE ZWIRNER (a Padova).

Sunto. - St di un criterio d’esistenza e d’unicite per gl wntegrali dell’equa-
zione y' = AM(x, y) passanti per due puniti assegnati.

In una Nota recente (') ho dato un criterio d’esistenza e di uni-
cith per le soluzioni del problema.

| ¥(@) = Mz, ylx)),

1)

! y(xo) = Yo, Y(@) = Y),
(*) G. ZwIrNER, Sull’ equazione y' = if(x, y), [« Rendiconti :del Semi-
nario Matématico dell’ Universita di Padova », vol. XV, (1946), pp. 33-39],
Pp- 36-38.



16 G. ZWIRNER

nelle incogmite A e y(x), supponendo la f(x, y) continua rispetto
a ¢y e misurabile rispetto a x nel rettangolo

R.ix,<x<x, a<<y<b
e soddisfacente ivi alla condizione
flx, y)=v = cost > 0.

Mi sono allora proposto di vedere sotto quali ipotesi si possa
ancora affermare 1" esistenza e ’unicitd della soluzione del sistema I)
se si suppone verificata soltanto la f(x, y)=0.

In questa Nota espongo il risultato a cui sono pervenuto.

TreoREMA. ~ Sia f(x, y) una funzione definita nel rettangolo

Rix,<x<<x,, a<<y<b

e ivi continua assieme alla sua derivata parziale prima rispetio a'y.
E siano y,, y, due nwmer:i compresi fra a e b.

Il problema
) Y'(®) = Mz, y(@)),
Y@) = Yo, Yla,) = v,

ammette una ed una sola soluzione [A,, yyx)], con y,(x) continua in
X, << x < ,, se esistono due funzioni p,(x), p,(x)[p.(x)<< pu(x)] non
negative e sommabili in X, <<x<<x,, fali do oversi

@ [ pi@da > 0;
3) @) < f(=, y) <p[(v), per (x, ¥) in R;
e

Xy x,
9 — Y| [pal@)de < (b — y,) [ p\(a)d,
2o Xy

4) . .
|9, — 6| [ Dol < \yo — a) [ p,(x)dex.

%o

L’ esistenza di almeno un valore 1, segue dal teorema del n. 1
della mia Nota citata. Evidentemente posto

K— LY — Y |
[ p/(@)d
Lo

risulta
<K
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Per provarne I’ unicitd osserviamo innanzi tutto che se & |[A|<CK,
1 integrale, y(x; A), dell’ equazione

X
ylw; ) = yo+ [ flt, ylt; W)t
Lo
si pud definire in tutto 1'intervallo x,<<x <<z, in virti delle (3)
e (4), e risulta funzione continua e derivabile di 2, in virtu delle
ipotesi fatte sulla f(x, y) (*).
Supporremo sempre nel seguito che il parametro A varii nel-
Vintervallo chiuso (— K, K).
Premesso c¢id, posto

oylac; 2
u(ac, )‘):y_a)\ )1

@ notorio (*) che la funzione u(x; 2) & 1’integrale dell’ equazione
du

{5) da = M (@ ylas Ny + fla, yle; 1)
soddisfacente alla condizione
(6) wlx,; A)=0.

Dalle (5) e (6) si deduce

X z, t
A6yt 0)aE =2 [F(0, y(o3 1)do
(7)) wlx; 1) =e® e f(t, y(t; V)dt.

-

Xo
Ma per la (2) e la (3) e per il teorema della media risulta
x, ¢ é:' X,
—1[1,/(s,y(o; W)do —A [y (o, y(o5 )do
e ™ ft ylt; Ndt=e ™ fit, y(t; A))de

\

&
&

2 o)
—[ £/ (0, y(o5 ))do 1
=e * jpl(t)dt>0,
Lo
con £ punto conveniente dell’intervallo (x,, x,); epperd dalla (7)
segue facilmente
u(z,; 1) >0

per ogui valore di A dell’intervallo chiuso (— K, K).
(?) Cfr. G. SANsSONE: Equagione differenziali nel campo reale. [Lanichelli,

Bologna, Parte prima], pp. 27-32.
(®) Cfr. loe. cit. in (2), pp. 27-30.
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La funzione y(x,; ) ¢ quindi una funzione crescente di X e di’
qui segue senz’ altro che il valore A, & univocamente determinato,
d’onde poi I’unicitad della soluzione [},, y,(x)] del problema (1).

OSSERVAZIONE. — Dalla (7), con un ragionamento perfettamente
analogo a quello teste fatto, si deduce, per ogni x fissato e per 2
variabile nell’intervallo chiuso (— K, K),

w(x; ) =0

e quindi y(x; 2), per ogni x fissato, @ una funzione non decrescente
di A nell intervallo chiuso (— K, K).



