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239LE CONCOIDI NETiLA RlSOLTIZlONE DI PROBLEEM I SUL

Le Concoidi nella risoluzione di problemi sul triangolo.

di Lu cio GAMBELLI (a Yolterra).

Sunto. - Si risolvono alcuni problemi di costruzione di triangoli, dati in
grandezza tre elementi, per mezzo délie Goncoidt di Î ICOMEDE e délie
Lumache di PASCAL.

a) Studiando i problemi sui triangoli, di cui siano dati in
grandezza tre elenienti, col metodo dei luoghi geometrici, ho tro-
vato che molti di essi possono risolversi con la Concoide di Nico-
MEDE o con la Lumaca di PASCAL.

Con questo metodo sono giunto alla risoluzione di un migliaio
di problemi distinti, riconducibili a circa centocinqnanta costru-
zioni diverse.

Alcuni di questi problemi sono di second o grado, moltissimi
sono di quarto grado ed hanno quattro soluzioni che possono es-
sere tutte reali oppure due reali e due immaginarie,

b) Premetto ora le seguenti proposizioni :

la) Data la Lumaca del cerchio lo, âma) rispetto ad Ma con

intervallo ahb (punteggiata), il luogo geometrico dei punti sinime-

trici délia Lumaca rispetto ad Ma è la Lumaca del cerchio ( G, « ?<

(simmetrico del précédente rispetto ad Ma) rispetto ad Ma con lo
stesso intervallo ahb (tratti corti).

2a) Data la Lumaca del cerchio I 0, ^ ma 1 rispetto ad A con

intervallo ^ bha (tratto corto e punto), il luogo geometrico dei punti

simmetrici délia Lumaca rispetto ad Ma è la Lumaca del cerchio
/ i \ _ 1
( 0, t5 ma rispetto ad A con lo stesso intervallo ~ hha (tratto corto
\ & } à

e due punti). Yedi anche le due Lumache a tratto lungo e punto
ed a tratto lungo e due punti),

3a) Dato il cerchio ( 0, ^wfl e con centro in un suo punto A\ a /
il cerchio (A, chb\ una qualunque retta uscente da A interseca il
primo cerchio in un punto Q ed il secondo in due punti P e P'\
se si riportano su taie retta i due segmenti PQ e P'Q dalla parte
di Q si hanno i punti M ed M' : il luogo geometrico di questi punti
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(è la Lumaca del cerchio (Ma, ma) rispetto ad A con intervallo c,^
trat t i lunghi). (Yedi anche la Lumaca a tratto lungo e tre punti).

c) Darö ora la risoluzione di alcuni interessanti problemi di
quarto grado, riservandomi in una prossima nota di indicare la
risoluzione di molti altri.

Posti per brevità i seguenti simboli :

ma ( = AMa niediana relativa al v^ertice A (opposto al lato a)

ahb ( = CHa), ahr (=± BHa) proiezioni ortogonali dei lati bec sul tato a

bha (= CHb), bhe (— AHb) proiezioni ortogonali dei lati a e c sul lato b

cha ( = BHc)y chb (== AHC) proiezioni ortogonali dei lati a eb sul lato c

eoiisideriaino i seguenti problemi:
d) DATI : W„, ahh, chb.

Fissato AMa = ma, sia 0 il punto medio ; sia MaA = ma e sia 0
il punto medio.

Essendo CHa — ahb, il luogo geometrico dei vertici C è la Lu-

maca del cerchio I O, ^ ma 1 rispetto ad Ma e on intervallo ahb (pun-

teggiata), e quindi, per la premessa la, il luogo dei vertici B è la

Tjumaca del cerchio (O, om") rispetto ad Ma con intervallo ahb

(tx^atti corti).
Essendo BNC ~ NCHC e AHc — chb, il luogo dei vertici B è, per

\n premessa 3a, la Lumaca del cerchio (Ma, nin) rispetto ad A eon
intervallo chb (tratti lunghi).

Queste ultime due Lumache si intersecano in due punti B e J3'
(come intersezioni si hanno anche i punti Bl e B{\ che perö, es-
sendo i simmetrici di B e B' rispetto alla retta AMa, non dànno
luogo a soîuzioni distinte dalle due precedenti. Questo fatto si in-
tenderà sottinteso in tutti gli esercizi seguenti).

e) DATI: ma, chai bha.

_ — 1
Essendo CNb = NbHb = $ bha, il luogo dei vertici C è la Lumaca

del cerchio ( 0, ^ma) rispetto ad A con intervallo o bha (tratto corto

e punto), e quindi, per la premessa 2a, il luogo dei vertici B e la
/— 1 \ — 1

Lumaca del cerchio ( O, öm«) rispetto ad A con intervallo ^ bha

(tratto corto e due punti).
___ 1

Essendo BNC = NCHC = $ cka, il luogo dei vertici B è anche la
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Lumaca del cercMo ( 0, bm«) r*spetto ad A con intervallo ^ chn

(tratto lungo e punto).
Queste ultime due Lumache si intersecano in due punti B e B".
Osserviamo che delle sedici intersezioni delle duê  Lumache dei

due esercizi precedenti, otto sono nei due punti ciclici (in ciascuno
dei quali una Lumaca ha una cuspide) e quattro sono immaginarie.

f)
Essendo CNb = NbHb e AHb = bhc, il luogo dei vertici C è, per

la premessa 3% la Lumaca del/cerchio (Ma, ma) rispetto ad A con
intervallo bhC (tratto lungo e tre ptinti).

Bssendo CHa = ahb, il luogo dei vertici C è anche la Lumaca

del cerchio lo, ^mA rispetto ad Ma con intervallo ahb (punteggiata).

Queste due Lumache si intersecano in quattro punti C (in fi-
gura si hanno solo Ce C', ma si possono modificare i dati in modo
da averne quattro).
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g) D A T I : ma, ahb, chn.

Essendo BNC = JVCHC — 5 cftft} il luogo dei vertici B è la Lumaca

del cerchio ( 0, ^ mu ) rispetto ad A con intervallo $ cha (tratto lungo
\ d ) à

e punto), e quindi, per la premessa 2a, il luogo dei vertiei C è la

Lumaca del cerchio fÖ, ç> wO rispetto ad À con intervallo ocha

(tratto lungo e due punti).
Essendo CHa = ahb. il luogo dei vertici C è anche la Lumaca

del cerchio ( 0? „ m
a J rispetto ad Ma con intervallo «ft& (punteggiata).

Queste ultime due Lumache si intersecano in quattro punti C
(in figura si hanno solo Ce G", ma si possono modificare i dati
in modo da averne quattro).

h) D A T I : mai bha} chb.

±
Essendo CNb = NbHb = ^ blia, il luogo dei vertici C è la Lumaca

del cerchio ( 0, ^ ma ) rispetto ad A con intervallo ^ bha (tratto corto

e punto), e quindi, per la premessa 2a, il luogo dei vertici B è la

Lumaca del cerchio (O, öma) rispetto ad A con intervallo ô&ho

(tratto eorto e due punti).

Essendo BN^ ~ NCHC e AHc = chb, il luogo dei vertici B è, per
la premessa 3a, la Lumaca del cerchio (Ma, ma) rispetto ad A con
intervallo chb (tratti lunghi).

Queste ultime due Lumache si intersecano in quattro punti B
(in figura si hanno solo B e B\ ma si possono modificare i dati in
modo da averne quattro).

i) Se ha(= AHa) è l'altezza relativa jd lato a{= ~BC) ed
mb(= BMb) è la mediana relativa al lato &(— AC), ecco le soluzioni
di al tri sei problemi di quarto grado risolubili con una Conçoive
di JNTICOMEDE O con una Lumaca di PASCAL (le figure sono facil-
mente costruibili).

l) ~DA.TijJiaj m a j bha.

Pissato AH(l — ha e per Ha la perpendicolare BC^ il cerchio
(A, ma) dà il punto Ma; sia 0 il punto medio di AMa.

La Concoide délia retta BC rispetto ad A con intervallo ^ bha

interseca il cerchio ( 0, oma) in quattro punti Nb; le ANb dànno
V ^ /

quattro punti C, i cui simmetrici rispetto ad Ma sono i punti B,
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La Lumaca del cerchio ( 0} s nK ) rispetto ad À con intervallo

^bha interseca la retta BC in quattro punti C, i cui simmetrici

rispetto ad Ma sono i punti B.
m) D A T I : ha9 nia, bhC.

Trovato corne sopra il punt o Ma, sia MaA = ma ; costruito il
cerchio (Ma9 ma) ed intersecato con la retta AC nel punto Kbi os-
serviamo che è AHb — CKb = bhc.

La Concoide délia retta BC rispetto ad A con intervallo hhc in-
terseca il cerchio (Mn> ma) in quattro punti Kb e* le rette AKb dànno
i qnattro punti C.

La Lumaca del cerchio (Ma, ma) rispetto ad A con intervallo bhC

interseca la retta BC in quattro punti C.
n) D A T I : ha, mb, bha.

Fissate due rette BC e AB' parallèle a distanza ha ed il punto B
sulFuna, il cerchio (B. 2mb) dà sulPaltra il punto B\ II punto medio
di BB' è il punto Mb. Sia 0 il punto medio di BMb.

La Concoide délia retta BC rispetto ad Mb con intervallo bha in-

terseea il cerchio ( 0, ^mb)in quattro punti Hb e le MbHb dànno

sulla BC quattro punti C e sulla AB' quattro punti A.

La Lumaca del cerchio ( 0, ^ w J rispetto ad Mb con intervallo

bha interseca la retta BC in quattro punti C, i cui simmetrici ri-
spetto a Mb sono i punti A.

o) D A T I : ha, mb, bhc.

La Concoide délia retta AB' rispetto ad Mb con intervallo bhC

interseca il cerchio ( 0, Ô W J i n Quattro punti Hb.

La Lumaca del cerchio 10, x «*& J rispetto ad Mb con intervallo bhc

interseca la retta AB' in quattro punti A.
p) D A T I : hai mb, cha.

Trovato corne sopra il punto Mb> costruito il cerchio (Mb, mb) ed
intersecato con la retta AB nel punto Kc, osserviamo che è

La Concoide délia retta AB' rispetto a B con intervallo cha in-
terseea il cerchio (Mby mb) in quattro punti Kc e le rette BKC dànno
i quattro punti A.

La Lumaca del cerchio (Mb, mb) rispetto a B con intervallo cha

interseca la retta AB' in quattro punti A.
q) D A T I : ha, mb, chb.
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Osserviamo che se MhN è la perpendicolare da Mb alla AB, N è

il punto medio di AHf. e che quindi è AN = NHC = g c/t6.

La Concoide della retta AB' rispetto a B con intervallo ~ cftô in-

terseca il cerchio ( 0, ~ m& 1 in quattro punti N e le JSiV* dànno i
V ^ /

quattro punti A.

La Lumaca del cerchio ( 0, x wft ) rispetto a £ con intervallo
V J /

p chb interseca la retta J.J5' in quattro punti J..

Osserviamo che delle otto intersezioni di una Concoide di Ni-
COMBDE con un cerchio, due sono nei due punti ciclici per i quali
passano semplicemente sia Ie Concoidi che i cerchi e due sono nel
punto doppio della Concoide che non soddisfa al problema.


