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L'equazione differenziale y" -+- y = / ( J» )V1 — y% — 2/s-

Nota di PIA NALLI (a Catania).

Siinto. • È identico aile prime venticinque rigiie délia Nota. Ci dispensiamo
percio dal ripeterlo.

Il problema di trovare la curva di oui siano assegnate la cur-
vatura e la torsione in funzione dell' arco è stato risolto in una
mia memoria (*) per mezzo di una equazione di VOLTERRA di se-
conda specie. Il metodo si estende ad uno spazio euclideo ad n di-
mensioni, in cui il problema di trovare la curva di cui siano as-
segnate le n — 1 curvature in funzione delF arco si riduce a meno
di quadrature, ad un' equazione integrale di YOLTKBRA il cui nu-
cleo sia

N(t, 8)=*tg\{8)\g%(t)-gi(8)]

e la funzione k(t) sia

II problema in uno spazio euclideo a tre dimensioni si puö
anche ridurre ad una equazione differenziale del secondo ordine.

Taie problema è equivalente a meno di quadrature a quello di
integrare le equazioni differenziali di im trasporto rigido, risoluto
dal DARBOTTX per mezzo di un'equazione differenziale di RICCATI

dove figurano perö délie quantità complesse. In essa la conoscenza
di un integrale porta alla conoscenza dell7 integrale generale. Ma
per f are questo bisogna conoscere due funzioni di variabili reali.

Xoi ricondurremo il problema alla integrazione di una equa-
zione differenziale del secondo ordine nel campo reale. Questa equa-
zione ha una analogia con quella di RICCATI perché la conoscenza

(s) BOMPIANI, Sulle trasformasioni puntuali fra pianï proiettivi, « Mem.
dell'Aco. d'Italia », Ser. VI, vol. XIII, p. 843, 1942.

A taie involuzione si perviene anche per altra Tia in VILLA, op. cit.
nella (7), n. 7.

t1) Annali ai Matematica pur a ed applicata. Serie IV, tomo XVII,
pp. 193-202.
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di un suo integrale porta alF integrale generale per mezzo di qua-
drature. Il metodo si présenta corne generalizzabile agli spazi a
più di tre dimensioni mentre cosï non è del metodo di DAEBOUX.

Il problema lo porremo in questo modo: trovare un versore u
funzione di un parametro s, conoscendo due funzioni di s

B(s), T(8)
tali che

du

dv ^ m

(1) j - = — Bv — Tw,

dtf>

dove v e tv sono due versori definiti da queste relazioni. Nel caso
del nostro problema sarà u il versore tangente alla curva, s Y arco
e B(s) e T(s) la curvatura e la torsione assegnate.

Essendo ti un versore, cMamando ^ n uif ut le sue componenti
cartesiane, potremo porre

tl1 z=z COS Ô COS <p,

u2 = cos 6 sen cp,

u3 = sen Ô,

dove 6 e <p sono funzioni di s. Intanto è :

du, dO d®
—T- = — sen ö cos <p 7 cos 6 sen cp -_-' ,
ds J ds T ds

e d e r i v a n d o di nuovo

=—-1 z=z — cos 9 cos cp I ̂ =- J H- [ , ' I — sen 6 cos v-z—,, — cos Ô sen cp -— -+-
CM Q I \ CM ^ / \ fl Q / 1 * fi Q Ci Q

J altra parte è

dô d©
-+- 2 sen Ô sen 9 -r- V" •1 ds ds

dttg dô dep
-z— — — s e n 6 s e n <P ̂ =—K- COS Ô cos cp - ~
ds ' ds T ds

e derivando di nuovo

dB dep
— 2 sen 6 cos 9 T " J~ •1 ds ds

Poi è
d«*, A dô
—-3 ~ cos 6 -rds ds
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e derivando ancora

= — sen 'ds* — w " v \ds

Dalla prima delle (1) si ha

-p-r .
ds2

du%

e, sostituendo i valori trovati,

(2) B — l/l , ) -+ cos20

Dalle (1) si ha poi

dove

rp D
B*

/dtp\2

vas;-

ns

du*dul di
ds ds ds

ds2 ds2 ds2

e, sostituendo i valori trovati,

sen 0 cos2 0 [ -—- ) -h cos 6 ( -7-̂  -71 — -̂—5 T + 2 sen 0
\ds/ \ds2 ds ds2 dsj

/d0\2 . A /do»
l-ï- H- COSX Ô V "

\ds/ \ds
che, servendoci della (2), possiamo scrivere

ds) ds

,™ m n^? L F /d8d<p dcpd6\ (dü\d
3) T = — sen 0 -r1 — - ^ cos 0 =-? -'- — ̂ ™ ̂ - -*- sen 0 U-= 5-w ds E*l {ds1 ds ds2 ds) \ds) ds

Tra la (2) e la (3) eliminiamo <p.
Dalla (2) si ha

e. derivando rispetto ad s,

d̂cD sen 0 -

cos»

dB d0 d20
ds ds ds*

ds~
cos 0i R*— [~

Sostituendo nella (3) si ha

/ n ™i / D 2 /^0\2 d20 x /d0\2 1 d^d0 „ ,
4) T / ^ 2 — K - = — j i + tango -=-) +- ^ - ^ - - ^ £*tang6.

y \ds/ ds2 & Vds/ B ds ds &
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Con un eambiamento di variabile

(5) s = s(t)

V equazione differenziale (4) diventa

Bdt
la quale, posto

(6) B1~B~n, Tx — T -=j,

diventa un' equazione differenziale dello stesso tipo délia (4).
Se il eambiamento di variabile (5) è taie da risultare Bx = 1,

allora per la prima délie (6) sarà

ï? — 7? ds 1

cioè

Con questo eambiamento di variabile la (4) diviene

Cambiamo la funzione incognita ponendo

(9) y = sen ô.
Allora è

e F equazione differenziale (8) diviene

(10) T x \ l - if - y'* =-y" — y.

Supponiamo di conoscere un integrale yx di questa equazione.
Paremo vedere che posto

dove z soddisfa alla equazione differenziale del prim' ordine :

(12) z* -H ( 1 " " ^ ' ' ^ 0'* = 1

la (11) risulta un integrale délia (10).
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Infatti dalla (11) derivando

e, sostituendo nella (10),

(10')

Dalla (12) derivando si ricsva

mentre dalla (12) stessa si ha :

Sostituendo nella (10') a s' e ̂  questi valori otteniamo

= lyi + y / ' J t y i ' V i - y . ' - y i ' 2 V ï ^ T * + y,(i - y.f - y,'1)»].

Quadrando e semplificando

Eesta quindi provato che la (11) è un integrale deir equazione
differenziale (10) se z soddisfa alla (12).

Conosciamo cosi due intégral! délia (10)

0 i e d 0 2 = V I — 0 i * - ® .

Questi sono anche integrali dell' equazione differenziale lineare
omogenea del terz' ordine

(13) ^(y"-^y)-T1'y' = y'" + y'

ottenuta quadrando e derivando la (10)
Una loro combinazione lineare a coefficienti costanti

(14) » = ay1 + p V l — » i ' - »

è tui integrale della (13), ma in generale non lo è della (10j.
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Vogliamo trovare la condizione cui debbono soddisfare a e p
perche la (14) sia integrale délia (10).

Derivando la (14) otteniamo

/
i - / j Z

Elevando la (10) al quadrato e sosfcituendo i valori trovati per
y' e i/" tenendo conto délie (12') e (12"), otteniamo

2? ! 1 - * W •+- «i") - P \ = Tftl - y* — y i > * -

Da cui semplificando :
(15) a2 -h S* = 1.

Dalla (12), separando le variabili, si ha

* = vi - g-,,-„
ed integrando

f y i _ « 2— « /2

(16) arcsen 0 = ƒ -—^-^— d̂  -+- c,
b J1

da cui

(17)

Quindi, in definitiva, se conosciamo un integrale yy délia (10),
possiamo formarci F integrale generale che ci è dato dalla (14) cou z
dato dalla (17).

Nella (14) figurano infatti due costanti arbitrarie di cui una è la c.
che figura nella 0, mentre a e p dovendo soddisfare alla (15) si ri-
ducono ad una sola costante arbitraria.

Griacchè y — sen 6, dalla (14) si ha :

(18) 6 = arcsen (a sen 6a -+- p cos ô2 • z)

dove 8A è un integrale noto délia (8) e dove 0 ci è data dalla se-
guente equazione differenziale

(19)
1 " \ dt
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Ritornando alla variabile s questa diventa

n * COS2 6 ,

\ds) \ ds
cioè, per la (7),

'

(19")
E (da)

da cui integrando

(20)
cos \

o

Quindi F integrale generale dell7 equazione dif f erenziale (4) è :

0 = arcs en a sen 6X -4- p cos 6X sen
\ds

cos Ôj
o

od anche, dovendo a e p essere legate dalla (12), posto

a = sen y>
e quindi

P = cos y,

(21) sen Ô = sen Y sen 6, -+- cos Y COS 6, sen t r

o
Posto

la (21) diviene

cos 8 = cos Y cos 6. + gen Y sen Ô, cos \ / j—r—ds-t-c 'ƒ.
1 1 w sen 0/ /

o

Questa formula è analoga alla formula di trigonometria sferica

cos a = cos b cos c -+- sen b sen c cos A

dove a, 6, c sono i lati di un triangolo sferico ed A è F angolo op-



202 P.

posto al primo lato. Nel nostro caso è

a =

A —

6 = Y' ,

sen 0/

Da cio'si deduce una facile costruzione geometrica dell'inte-
grale 6. noti 6, e le costanti arbitraire y e c.

L'equazione differenziale del terzo ordine (13) ammette tre in-
tegrali la cui somma dei quadrati è uno. Infatti i suoi coeffieienti
verificano la relazione

/ 2
I 2 p V — ô^i>V

( 9 27

3pr" H- 2p'r' —p"r 6gV — 4r2 -f- r'"\ —

clie facilmente si dimostra essere necessaria e sufficiente affincliè
la equazione differenziale

(23) y'" H-pif -+- gt/' •+- r?/ = 0

ammetta tre integrali la cui somma dei quadrati è uno,
Faremo ora vedere €he una equazione differenziale (23) i cui

coefficient siano legati dalla (22) si puö sempre con un opportune
cambiamento délia Tariabile ridurre al tipo (13).

Intanto se 1? equazione differenziale (23) ammette tre integrali
la cui somma dei quadrati è uno. è facile vedere che è possibile
trovare due funzioni p(£), T(£) per le quali risulta

m (l0^ f) m ( l o g T ) = *

Sommiamo alla terza délie (24) la prima moltiplicata per

3pp' = r — p2p,

cioè
df 2 2_
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che infcegrata dà

t [ C l

/ ^ d t »ƒ re f0 di -i-C,

Da questa si ricava

,_r 2 _ | / P *
re te dt + c1

Sostituendo nella terza délie (24) :

ed integrando

Per le ipotesi fatte il coefficiente q délia (23) soddisfa alla equa-
zione differenziale del secondo ordine (22) ; d'altra parte se si
forma la funzione

ld'p % (d d

in cui p e T abbiano i valori trovati, anclie questa soddisfa alla
stessa equazione (22) anzi contenendo due costanti arbitrarie cx e ct

ne è l'intégrale generale. Fissando opportunamente le costanti c1

e c2 risulterà ql = q ; in altri termini si possono f issare c± e c2 in
modo che si abbiano le (24).

Facciamo ora sulla (23) un cambiamento di variabile x = ®{t) : si
ayrà una nuova equazione differenziale

dx9 ] dx
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i n c u i
_ m" « - <p'" œ" 1 r

0 = 3-7:+ S; Q ^ H T - H ^ - ^ + ^-TT; r = -« .
•^ CD * CD CD * ^ CD 3 Cp Z CD *

Per questa nuova equazione possiamo operare corne per la pré-
cédente e trovare le due funzioni p e T. Bisulta

(25) ~p=i> * = £•
Infatti si verifica che si ha:

dp di dr
dx dx n cp" • p - do -%dx r 1 d'2o -2

2 - ^ - H - ^ = ~ 3 A
7 i — , ; P x1 — P — = -^ ; — ~ j - i 5 - ^ P " H T ^

p T ? ? ^ T ? P ^
d / -\ d

jquando al posto di p e T si pongano le (25).
Fissando il cambiamento délia Tariabile ponendo <p'(£) = p(̂ ) ri-

sulterà p = 1 e le (24) per la nuova variabile diverranno

dx - -2 - dx
T T

Quindi con sole quadrature con un cambiamento délia Tariabile
si puö ridurre una equazione differenziale (23), che ammetta tre
integrali la cui somma dei quadrati è uno, alla forma (13).


