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Direzioni d'oscnlazïone e d'iperosculazione
di due trasformazioni puntuali.

Nota di MARIO YILLA (a Bologna) (*).

Snnto. - St dtmostra cke: Date fra due spasi S r, S'r due trasformazioni
puntuali T n T2 aventi %n una coppia regolare (O, O') ïo stesso intorno

d'ordine s > 0 , esistono, in generale, B4 di centro O (opp. O')
s

per i quali ogni Es+i contenente quelV B4 è mutato sia da Ti che da T2

nelïo stesso E s+i. Si danno tnoltre alcune appltcaztoni del risultato
ottenuto.

1. Fra due spazi lineari St , *S/(r ^ l)*si considerano due tra-
sformazioni puntuali Tx, T2 nelle quali al punfco 0 di S, corrisponde
lo stesso punto 0' di S,'; la coppia (0, 0') essendo regolare (cioè

(*) IJavoro eseguito nel Seminario Matematico dell' Université di Bo-
logna.



DlïtEZlOXI BJ OSCULAZlONE E D'IPEROSCCJIAZIONE, ECC. 189

a Jacobiano =4=0) sia per 2\ clie per T2. Si dimostra nel n. 2 che
se 2\, Tt sono tangenti in (0, 0') (•), esistono 2r — 1 direzioni per 0
(per 0'), che si diranno direzioni d'osculazione, ltmgo Ie quali Ie
due trasformazioni si osculano.

Segue (n. 3) una nuova definizione per Ie direzioni caratteri-
stiche (o inflessionali) di una trasformazione puntuale: sono Ie di-
rezioni d'osculazione della trasformazione puntuale data e di una
(qualunque) délie sue oor omografie tangenti.

Più in generale, nel n. 4 si dimostra che se T1 e T% hanno in

(0, 0') lo stesso intorno d' ordine s (> 1) esistono — dire-
s

zioni per 0, per 0% che si diranno (per s > 1) direzioni d'iperoscula-
zione, lungo Ie quali le due trasformazioni s' approssimano fino al-
1'intorno d'ordine s + 1.

Infine nel n. 5 si danno del teorema del n. 4 due applicazioni :
V una ad una trasformazione puntuale T avente in una coppia re-
golare (0, 0') Ie direzioni caratteristiche indeterminate, pervenendo

3 r —1
alla considerazione di certe — ^ — direzioni analoghe alle dire-

zioni caratteristiche del caso ordinario ; 1' altra alle trasformazioni

cremoniane (costruite mediante r reciprocità) osculatrici una tra-

sformazione data in una coppia regolare di punti corrispondenti.
2. Direzioni d'osculazione di due trasformazioni puntuali

tangenti, — Si ha :
Bate f ra due spazi S r, S'r due trasformazioni puntuali T l s Ts

tangenti in una coppia regolare (O, O), esistono, in generale, 2r 1E2

di centro O(opp. O') per i quali ogni E t contenente quelV'Bll è mu-
tato sia da Tx che da T% nello stesso E2.

Essendo T1; T% tangenti in (0, 0') determinano fra Ie direzioni
uscenti da 0 e quelle uscenti da 0' una stessa proiettività (non
dégénère) to. Assumiamo in Sr9 0 come origine delle coordinate (pro-
iettive non omogenee) acls x%,..., xr; in Sr' assumiamo 0' comè
origine delle coordinate e come assi yly yi9..., yt. e come retta
yl==:ya = ... = yy risp. Ie corrispondenti in to degli assi xly xt,..., xv

e della retta xx = xt = ... = xr.
Le equazioni di 2\ sono quindi del tipo

2.1 y% = axt + Uxx, x%,..., xr) H- [3] (* = 1, 2,..., r)
e quelle di T%

2.2 y{ = axx H- ̂ (x,, x2,..., xr) -+- [3],

(l) Due trasformazioni puntuali si dicono tangenti in una coppia (0, O')
quando hanno ivi lo stesso intorno del 1° ordine; si dice che'si osculano
in (O, O') quando hanno ivi lo stesso intorno del 2° ordine.

13
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dove a è una costante 4=0 e ft, cptsono polinomi omogenei di 2° grado
in asl3 Xg...,^, ; con [3] si indicano i termini negli sviluppi di
grado > 2.

AU' j£8' di centro 0'
Vt = mtyi H- PtVi2 {t = % ..., r)

pt = cipt H- - [m tfx(i,

corrisponde in T1 V JE2 (di centro 0)

dove

In T% airJS;/ corrisponde 1'

dove

iV*- = ai>, H- - [m^Àl, mz,..., w.) — ̂ (1, m2î..., m,)].

Affinchè V E% e r^/2* coincidano deve essere pt=zp* ossia

2.3 mtfx(l, <ni%>..., m,) — ft(l, w,,. . . , m,) = w^^l, ms,..., m,)—
— ̂ (1, ma,.,.} mr).

Gli JË1 (le direzioni) per 0 soddisfacenti alla condizione richiesta
hanno le eqtiazioni xt = nttx1 dove gli mt soddisfano alla 2.3.

Le equazioni complessive di queste direzioni si ottengono quindi

ponendo nelle 2.3 mt~— e sono quindi

Le 2.4 possono anche scriversi

od anche

= 0 ( i = l , 2,..., r).

Per una ben nota formula di SALMOK (2), si ha poi che il nu-
mero di tali direzioni è, in generale, 2r — 1.

Le direzioni in discorso si diranno direzioni d1 oscula&ione di
T1? T% in (0, 0'). Per r = 2, Ie ooppie di direzioni d' osculazione
sono quindi 3, mentre sono 7 per r = 3, ecc.

(2) Si veda ad es. C. SEGRE: Mehrdimensionale Baume, « Encykl. der
Math. Wiss. », Bd. I I I , T. 2, Teuhner, Berlin, 1921-1928, p. 929.
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3. Nuova defhiizione delle direzioni caratteristiche di una
trasformazione puntuale. — La nozione ora introdotta di dire-
ssioni ày osculazione di due trasformazioni puntuali permette di dare
una nuova definizione delle direzioni caratteristiche di una tra-
sformazione puntuale T nella coppia (regolare) (0, O') (3).

Bsistono oo'" omografie tangenti a T in (0, 0'). Orbene, si ha:
Le direzioni caratteristiche di T in (O, O'), sono Ie direzioni d'oscu-

lazione di T e di una delle sue omografie tangenti in (O, O').
Infatti in uu' omografia ad un E% di flesso corrisponde seinpre

un E% di flesso, siechè Ie direzioni d'osculazione f ra T e una delle
sue omografie tangenti sono quelle che conservano lo inflessioni,
cioè sono Ie direzioni caratteristiche. La propriété del resto si con-
ferma subito anche analiticamente.

La trasformazione puntuale T sia rappresentata in (0, 0') dalle
equazioni:

y% — ax% + ft(xY, . . . , x,) •+- [3],

dove ft conserva il significato précédente.
Le oo*' omografie tangenti in (0, 0') a T hanno Ie equazioni :

dipendenti dagli r parametri \ .
Sviluppando Ie funzioni dei secondi membri delle 3.1 in serie

di potenze nell' intorno di 0 si ottiene

% — axt -f- cp, + [3],
dove

Sostituendo nelle 2.4 a a, queste espressioni, i secondi membri
divengono identicamente nulli, e Ie direzioni d'osculazione si ri-
ducono quindi alle direzioni caratteristiche di T

= 0 {%

(3) ]N"ella teoria delle trasformazioni puntuali Ie direzioni caratteristiche
compiono un ruolo assai importante. Si veda: V I L L A , Trasformazioni pun-
tuali fra due spazi Uneari. I . Intorno del 2° ordine, « Rend. deU'Acc. dei
Lincei », Ser, V I I I , 1947-48.

A questo ]avoro rimandiamo anche per Ie citazioni bibliografiche.
(4) Kon mi trattengo sulle relazioni che intercedono fra Ie direzioni

d'osculazione di due trasformazioni puntuali Ti7 T2 tangenti in (O, 0') e Ie
direzioni caratteristiche di T t e quelle di T2, legami che analiticamente
sono indicati dalle 2.4 le quali porgono Ie equazioni delle direzioni d'oscu-
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4. Direzioni d5 iperosculazione di due trasformazioni pun-
tuali aventi lo stesso intorno d'ordine s. - II téorema del n. 2
è caso particolare del seguente :

Bate f ra due spazi Sr, Sr' due trasformazioni punhiati Tl, Tt

aventi in una coppia regolare (O, O') lo stesso intorno d'ordine s ,> 0,

esistono, in generale, Ex di centro O (opp. O') per i quali
s

ogni ES-M contenente quell'^jl è mutato sia da Tx che da T2 nello
stesso Es+i.

Assumendo 0,0' corne origini délie coordinate nei rispettivi spazi
e in S,.' come assi ylf y,,..., yr e retta y1^y%— .„ - yr risp. le
eorrispondenti nella proiettività v (n. 2) degli assi x15 a:2,..., xr e
délia retta xt =x% ̂ = ... = x,.. le equazioni di Tx sono del tipo

4.1 y,=axt -h fui +-... -H fS)t -H / i + 1 ( i + [s -h 2] (i = 1, 2,..., r)

e quelle di T2

dove a è una costante =|=0, fz,i> — , fSii sono polinomi omogenei in
»!,..., #,, risp. di grado 2,..., s e fs^liit «pi+i»* sono polinomi omo-
genei in a5ls..., xr di grado s -4- 1; infine oon [s -h 2] si indicano i
termini negli sviluppi di grado > s -+• 1.

Dato un 2?',+! di centro 0' di equazioni:

4. 2 j / ( = m ^ + f t , , y l
! + ... + Â , t » , ' + f t + 1 ^ , l + 1 (* = 2,...,r),

1JJ?*-I-I che gli corrisponde in TY ha equazioni del tipo

4.3 xt =

Per calcolare i coefficient! pltt, . . . , p I ) M ps+i,ti occorre sostituire
nelle 4.2 le 4.1 e poi sostituire nelle relazioni ottenute le 4.3.

Nel fare questo calcolo si possono trascurare i termini in cui
non appaiono ne i coefficient délie />

s4_1,t, ne ps+l,t. Ciö, in quanto,
i termini che si trascurano apparirebbero immutati anche^nel cal-
colo analogo dell '^* s+ l corrispondente in T% all'jE',+, considerato.

lazione, mentre annullandone i primi membri si h.anno le equazioni délie
direzioni caratteristiche di Tk e annullandone i secondi membri quelle
délie direzioni caratteristiche di T2*

Per r = 2, la terna délie direzioni d'osculazione è rappresentata dal-
l'equazione

/i /
e appartiene quindi ail' involuzione determinata dalle terne di direzioni
caratteristiche di Tly T2.
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Naturalmente si trascureranno inoltre i termini di grado ;> s -§- 1
nelle xt. Si trova

L' E*s_hi ha Ie equazioni

e il calcolo analogo dei suoi coefficient porge

Affinchè 1?JES+1 e ^?*s+1 coincidano deye essere _ps+1,t =jp*g+1,f,

ossia :
4.4

Qli JB, (Ie direzioni) per 0 soddisfacenti alla condizione ricMesta
hanno Ie equazioni xt = w,txx dove gli mt soddisfano alle 4.4.

Le equazioni complessiYe di queste direzioni si ottengono quindi

ponendo nelle 4.4 mt = — e sono quindi

4.5 Xtfs-i-i,i(xiy XZ') "• •) xr) XMs+i,AXl> "• ) Xr) =

Le 4.5 possono anchç scriversi

» « ( / . + 1 , i — ? * + i n ) — xÂfs+i, t — <p.+i >t) = ö ,
od anche

Per la formula di SALMOI^ già ricordata si ha poi che il nu-

mero di tali direzioni è, in generale, .

s
Le direzioni in discorso si diranno (per s > 1) direzioni d3 ipe-

rosculazione di 1\, T2 in (0, 0').
Per s — 1 si ritrova il numero 2r — 1 delle coppie di direzioni

d' osculazione. Se Ie trasformazioni Tl9 Tz si osculano in (0. 0'),

cioè se s = 2, si hanno dunque —«— coppie di direzioni d'iper-

osculazione (4 per r = 2; 13 per r — 3, ecc).

5. Applicazioni. — Un' applicazione notevole del teorema pré-
cédente si puö fare ad una trasformazione puntuale T avente in
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tma coppia regolare (0, 0') le direzioni caratteristiche indetermi-
nate (5).

Allora esiste un' omografia O (necessariamente unica) che oscula
la trasformazione in (0, 0% Orbene, le trasformazioni T, Q posseg-

3? — 1
gcmo per il précédente teorema —«— coppie di Ex (di direzioni)
d'iperosculazione. Gli Ex che si sono cosï posti in luce sono gli B2

per cui un E3 di flesso di 2a specie che M contiene viene mutato
da T ancora %n un E3 di flesso di 2a specie. Infatti un' omografia
muta gli Ez di flesso di 2a specie ancora in Ez di flesso di 2a

specie.

Le —g— coppie di direzioni in discorso sono quindi analoghe

aile direzioni caratteristiche del caso ordinario e si potrebbero
perciö chiamare direzioni caratteristiche (o inflessionali) di 2a specie.
Una trasformazione puntuale avente in ana coppia (0, 0') direzioni
caratteristiche indeterminate, possiede dunque 4 per r = 2, 13 per
r = 3, coppie di direzioni caratteristiche di 2a specie (6).

Un' altra applicazione del teorema del n. 4: si puö f are alle

oo 2 trasformazioni cremoniane Trd
Jordine r (costruite mediante r

réciprocité) osculatrici in una coppia regolare (0, 0') una trasfor-

mazione data T (7). Ciascuna délie Tr assieme a T, individua —5—

direzioni d'iperosculazione e aï variare délia trasformazione cremo-
niana osculatrice si ottiene cosi nella stella di centro O (opp. 0')

un sistema algebrico, in generale^ 00 2 di gruppi di — ^ — rette.

Per r = 2 si hanno trasformazioni qiiadratiche T% osculatrici e

(5) Questo caso è stato considerato i n : "VILLA, Stille diremont caratteri-
stiche di una trasfortnaeione puntuale, « Mem. delFAcc. délie Scienze di
Bologna », Ser . I X , vol . X , p. 17, 1942-43.

(6) Più in generale quando esiste un'omografia ô avente in (0, 0') lo

stesso intorno d'oidine s > 1 di î7, sono individuate da T e Q ^ t
o

(direzioni) d' iperosculazione.
Questi Ei sono anche quelli per cui un E& + i di flesao di specie s che

li contiene v iene muta to da T ancora in un Es^.t ai flesso di specie s
e si pot rebbero perciö chiamare Ek caratterjstici (o inflessionali) di
specie s,

(7) VILLA, Trasformazioni puntuali fra due spazi hnean. I I I . Trasfor-
mazioni cremoniane osculatrici, « Rend. dell'Acc. dei Lincei », Ser. VIII,
1947-48.
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si trova V involuzione, in generale, oo2 delle quaterne di rette di
iperosculazione considerata dal BOMPIAÏ^I (8).

Per r = 3, si hanno trasformazioni cubiche T3 osculatrici e si
ha nella stella di centro 0 (opp. 0') un sistema algebrico oo9 di
gruppi di 1B rette, ecc.


