
BOLLETTINO
UNIONE MATEMATICA ITALIANA

Landolino Giuliano

Sulla formula (dxds )
2 + (dyds)

2 = 1

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Serie 3, Vol. 2
(1947), n.3, p. 181–188.
Zanichelli

<http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1947_3_2_3_181_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale è consentito libe-
ramente per motivi di ricerca e studio. Non è consentito l’utilizzo dello
stesso per motivi commerciali. Tutte le copie di questo documento
devono riportare questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)

SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/

http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1947_3_2_3_181_0
http://www.bdim.eu/


Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Zanichelli, 1947.



Salla formula ( ^ ) + j ^ Y = l .

Nota di LAKDOLIKO G-ITJLIANO (a Pisa) (*).

Santo. • Si dà un esempio di curva continua e rettificabile x = i(s),y^3r(s),
(OjL) per cui in un suo punto esistano Ie , - e -r=- e siano ivi entrawibe

as as
nulle. Dopo, si dà, più in generale,, V esempio di una curva continua e
retttficaöile x — x(s), y = y(s), (0>L) pBr cui Ie circostanze ora notate
vaïgano in tutti i punti di un insieme E perfetto, dappertutto denso.

Il metodo si estende al caso in cui si voglia che la derivata _ sia
ds

eguale a un assegnato numero arbitrario positivo k minore di 1.

Sia C una curva piana continua e rettificabile di estremi Po

e Px e di lunghezza L. Siano x = ac(s), y = #(s), (0, L) le sue equa-
zioni parametriche, dove, detto P il punto generico sulla curva,
s indica la lunghezza dell' arco P0P.

È noto che (a) quasi dappertutto sulla curva C esiste la tangente,

esistono finite Ie derivate - p , -~ e valgono Ie uguaglianze :

dxdx ^ du
3— — cos 6, - j - — sen 6
ds ds

SMZH
dove 6 è Vangolo di direzione délia tangente alla curva nel punto
corrispondente al valore s del parametro.

(*) Lavoro eseguito nel Seminario Matematico della Scuola ISTormale
Superiore di Pisa.

(l) L. TONELLI, Fondamenti di Galcolo delle Variazioni. Yol. I. Zani-
chelli, Bologna 1922, pp. 60-61.
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dx dy
Dali'esistenza delle ~r- e y- nou segue la validità delle (1).

ha infatti dato (2) uu esempio di una curva continua e ret-
dx dy

tificabile per la quale in un suo punto esistono Ie -7- e -~ e sod-
ds ds

( dx\* fdy\2 4
-T- ) -+- \-j- ) =—, ; più in generale,

detto h un numero taie che 0 < fc < 1, PERL ha mostrato che si
puö costruire una eurva continua e rettificabile per la quale in

un suo punto esistano Ie -5- e 3—, soddisf aeenti ivi all' uguaglianza

( dx\4 /c£w\2
-=-) -+- {-—• 1 = fc2. Ha fatto anche Tedere che si puö costruire la
ds) \ds) *

curva continua e rettificabile in modo che in un suo punto esi-
_ dx dy . dx dy

stano Ie T e T^ e in esso nsulti -=— = - j - = U.ds ds ds ds
Ha poi osservato che col metodo della condensazione delle sin-

golarità puö costruirsi una curva continua e rettificabile per cui
Ie circostanze sopra notate sussistano in un insieme di punti dap-
pertutto denso.

La lettura della Nota di PERL mi ha indotto a dare un altro
esempio, naturalmente diverso da quello dato dal PERL, di curva
continua e rettificabile per la quale in un suo punto esistano Ie
dx dy ,.,. „ . „ ^ . . dx A dy
-r- e -~ e soddisfanno m esso alle relazioni -=- = 0, -^- = 0, esempio
ds ds ds ' ds ' *

che, come ho mostrato, si puö anche facilmente modificare in modo

che, fissato u n qua lunque numero h taie che 0 <z h < ^ , r isul t i in

dnr di4
un punto della curva - j - s= fc, T - = : 0 .

Passo quindi a costruire una curva continua e rettificabile per
dx dy

cui esistano Ie -=— e -~ in un insieme perfetto (e quindi non nu-

merabile) di misura nulla dappertutto denso e tale che in tutti i

suoi punti valgano Ie -=- = 0 e —- = 0.r & ds ds
Ho ritenuto di una qualche utilità il far conoscere gli esempi

a cui ho sopra accennato.

1. Consideriamo il segmento (0, 1) e su di esso i punti An^1 e An

tali che sia 0An^1 = ÖÏÏ^I ? supponendo n intero e > 5. Sul seg-

/dx\2 /dv\2

(2) JULIUS PERL, Bemerkungen sur Formel ( —I -+-|-r-]=l. « Jahre-\ds/ \ds/
sbericht der deutschen Mathematikex- Vereinigung », (1909), pp. 399-401.



SULL4 FORMULA
fdx\% fdy\2

Biento AnAn^1 eostruiamo la spezzata ad angoli retti AnB
f
nBn^1An^11

avente il lato B'nBn_x parallelo al segmento (0, 1), ed avente una

lunghezza totale uguale a —. TT . A queste infinité spezzate si

aggiunga il segmento rettilineo AnAllOAï=J\. Si ha cosï una

curva C continua che congiunge i punti O e Ax. Questa curva è
rettificabile. Infatti la sua lunghezza L è data da :

_L _L 1 _l_ 1_51
" 5 - 6 " 1 " 6 - 7 •*" " ~*~ n(n -*- 1) ~*~ 16"*" 5 ~~ 80*

Yogliamo mostrare che nel punto O è -=- — -~- = 0.

Poniamo Ln uguale alla lunghezza dell'arco OAn di C, ossia:

L _ ! + 1 + ™^-~0
^n - (n ^_ !)(„ ^ 2) ^ (» -4- 2)(» H- 3) n +• 1 ~

Abbiamo :

Ô 1M 2» » -+- 1

w + 1
e quindi :

(1) lim ^ = 0 ;

Sia ora M un punto qualsiasi della curva C, e ŵ  la sua ascissa.
Detta LM la lunghezza dell'arco OM di C, consideriamo il rapporto

Y~ . I l punto M, supponendo la sua ascissa minore o eguale di
M

quella di An, appartiene ad una spezzata AnBn
fBn^lAn-1. Si sup-

ponga che appartenga precisamente a questa. Allora è

1
(2) ^n < ° f ^ _ 2 » = QAn -4- OAn = 2 0 ^

Ljg Ln Ln L1t

e quindi per la (1) :

lim y— <z 2 lim -^^ = 0.

È dunque dimostrato che in ö esiste la derivata ^ - e che è
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Indichiamo con yM l'ordinata di M. È yM minore della lun-
ghezza della poligonale AnBn

/BH—lAn^1 alla quale M appartiene e
quindi

(3)

È perciö :
1

n(n -+-
Ln

" n{n -+

1) n
1

( » -+•

1
• 1 ) 1

W H - 1

dunque

lim -~ = 0.

.È cosi dimostrato che la curva C &a ne? punto O Ze stee dermate
dx dv T ,
5—, 3 ^ , ambedue nulle.
ds ' ds '

Osserviamo, prima di proseguire, che dalla disuguaglianza

j— < — si ricava
— < -

la quale vale senza condizione alcuna per M, perché se l'ascissa
di M è maggiore di quella di An, è t/j^ = 0-

Modificando leggermente 1' esempio ora dato si puö f are in modo

che, fissato un numero &, tale che 0 < k < 5, sia nel punto O:
v-7/y» dtf
— = k, -—-—0. Basta, invece di costruire sul segmento AnAn—x la
ets as
spezzata ad angoli retti AnBn

/Bn—lAn^1, diviso il segmento AnAn^l

in n parti uguali, costruire tante spezzate ad angoli retti, analogue
alla AnBn

/Bn^lAn^l, una su ciascuna di queste parti, tutte aventi
il lato parallelo al segmento (0, 1) alla stessa distanza da tale seg-
mento e in modo che la somma totale delle lunghezze di tali

spezzate sia eguale a , ^n.

2. Costruiamo ora sul segmento (A^, 1) la curva simmetrica
della C rispetto alla normale in JL1 al segmento (0, 1). Otterremo
cosï una curva continua e rettificabile che congiunge i punti O e i

nei quali punti è -=- = -=— = 0. Indicheremo ora con C* questaas as
curva la cui lunghezza viene data da

,. ^ 51 51
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Consideriamo Finsieme perfetto E di CANTOR definito sul seg-
gmento (0, 1), asportando, da questo intervallo, dapprima i punti

interni (in senso sfcretto) all ' intervallo f^j ^J di ampiezza a ; poi
\o o/ ó

quelli interni agli intervalli di ampiezza «2 :

/O 1 O 2 \ /2 J. 2 2
\3 "*" 32 ' 3 ~*~ 32J ' \3 + 32 ' 3 "^ 3*

e cosï via. Il primo intervallo asportato lo diremo del primo or-
dine. gli altri due del secondo ordine, e cosï via. Grli intervalli
asportati si dicono gli intervalli conhgui dell' insieme E che ri-
sulta formato di tutti i punti di (0, t) rimasti.

Sia S un intservallo contiguo a E, dell? ordine n. L' ampiezza di

tale intervallo è Ö^. Su 8 costruiamo la curva (V siniile alla C, e

la cui lunghezza è data da
51 51 1

Costruiamo poi la curva C§ che si ottiene da CV sostituendo

ai lati di C&' perpendicolari a 8 le loro parti nesime ( cioè riducendo

ie ordinate y sulla curva a — j e contando poi questi lati verticali,

cosï ridotti, una o più volte, in tutta la loro lunghezza o solo in
parte in modo che la parte di C$ che poggia sopra il segmento
analogo ad AnAn—x abbia la lunghezza che aveva in C$' moltipli-

cata per il lattore 1̂ 1 -pr — jr .

Ne risulta dunque che Ie ordinate di C§ sono tutte minori ed
uguali (per la (3)) a:

5-6* ' n~ 30* n.'ón'

Bisulta anche che la lunghezza L§ di C$ è data da :

K4\n51 40 )
g)n"ril =

>i 40

ï"~ 11
11 l /4\" 51 40 ) 1 fl\n 51 _ /4\» 51

ÏÖ~\3

L7 insieme delle curve Cs costituisce una curva C* continua,
rettificabile, che congiunge i punti estremi del segmento (0, 1) e
contiene tutti i punti dell? insieme E. È evidente che Ia C*è con-



186 L. GIULIANO

tinua; essa è poi rettifioabile. Iufatti la sua lunghezza è data da:

61\1 4 2 /4\2 2«/4\3 2"

171 /8\ /8\2 /8\» | 51

I punti di E sono tutti punti di aeeumulazione di arcM C$,
dunque appartengono anch' essi alla curva C* ; non solo, ma se P
è un punto di E, sulla normale per P al segmento (0, 1) non Ad è
che il ptfnto P stesso che appartenga alla C*.

Vogliamo mostrare che nei punti di E esistono sempre Ie deri-

vate , - , Ve- e sono sempre ambedue nulle.

3. Sia P un punto di E che non appartenga, come estremo. ad
aleun intervallo contiguo all' insieme E stesso. Sia poi P* un altro
punto qualsiasi di C*. Indichiamo con h la differenza fra 1' ascissa
di P* e quella di P e con i * e £**, rispettivamente, le lungkezze

degli archi OP e OP* di C*. Sia Pj* la proiezione ortogonale di P*
sul segmento (0, 1) e sia poi P ' 1'ultimo punto di E che si trova
in PPi*, oppure il primo a seconda che P,* è alla destra oppure
alla sinistra di P. Sia infine n Tordine piii basso degli intervalli
contigui a E che hanuo punti sul segmento PPX*. Consideriamo
il rapporto :

h PPX*

Abbiamo, indicando con S' gli intervalli contigui a j£ interui
a P P ' :

e poichè w è' Fordine più basso di tali intervalli contigui, si ha
per la (4) :

/4\n 51
( ) 2 S '

L? intervallo P'P* fa parte di un intervallo contiguo a 2£, P ' P "
(almeno dell' ordine n). Sia P2 un punto di (0, 1) tale che P'Pt =

— Tj.P'P^. La parte di CB'=C'prp„ che corrisponde a P'Pt ha

una lunghezza maggiore di ^ P'P2 = — j ^ P'P^. Nel passare da

C's a Os questa lunghezza viene moltiplicata per un numero mag-
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giore di l~l TT — TT- Abbiamo d u n q u e :

e

e

perciö :

h
* P

16 W

si conclue

FF?
' L* Xr*

Pï

40ÏÏ ( j e^ "*

Ie che è :

i

\S) 40 PF

- P'Pi*) - jg
51
11

PP*

Ï6 4ö}\3/

P'P* 51

n

11

16.

. 5 1 . (

11 \p/p*

11
4\**
3/ ~ 5 1

perche al tendere di P* a P, w (minimo ordine degli intervalli con-
tigui a J5̂  clie tî oYansi in tutto o in parte in PP*) tende a 00. È

dx
dunque in P : -=- = 0. E questo risultato vale evidenteniente anche

se P è Testremo di un interyallo contigtio a E.

dy
4. Passiamo ora alla considerazione della deriA^ata ^—. Si ri-

as
prenda il punto P del n. précédente e con esso il punto P*. Inrïi-
ehiamo con p* l'ordinata di P* e consideriamo il rapporto:

Abbiamo :

Ora osserviamo che considerato un intervallo S contiguo a JS1,
il rapporto fra l'ordinata di un punto di C§ e la lunghezza del-
Farco di C§ che comincia nelF estremo sinistro (p. es.) di S e ter-
mina nel punto detto, è minore delFennesima parte del rapporto
analogo relativo a (V ed è poi minore delF ennesima parte del
massimo di questo stesso rapporto considerato nella prima meta
di S (ciö perché le curve C$ e Cs' sono simmetriche rispetto all' asse

del segmento S). Il rapporto primitivo è allora minore di = ,

Infatti per la (3') si ha che tale rapporto resta inferiore a ^—. De-
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duciamo dunque da (5) :

essendo n l'ordine di S. Al tendere di P* a P, n tende ail' infinito ;
e perciö

lim „ F
 T „ = 0.

È dunque in P : -p = 0 e anche questo risultato raie se P è

1' estremo di un intervalle» contiguo a E.

5. Modificando leggermente la costruzione qui data, si potrebbe
costruire una curva rappresentabile nella forma y = /(se), rettifi-
cabile, avente tangente Tariabile in modo continuo in tutti i punti
eccettuati quelli deirinsieme perfetto di misura nulla E, e avente

dappertutto le derivate j ~ , -~~ le quali risultino continue ovunque

ad eccezione al più dell' insieme E, ed ambedue nulle in tutti i
punti di E.

6. Il mefcodo seguito, opportunamente modificato, si presta anche
per costruire una curva continua e rettificabile taie che, fissato un
numero k in modo che 0 C h *" 1, in tutti i punti di un insieme

perfetto E dappertutto denso esistano le -3— e , soddisfacenti in

E alle relazioni ~^- — ]c, ~ = 0.ds ' ds


