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SU UN SEMPLICE PROBLEMA DI GEOMETRIA K U M E R A T I V A 9 5 

Sulle trasformazioni puntuali fra due spazi ordinari 
in una coppia a Jacobiano nullo. 

Nota di M A R I O V I L L A (a Bologna) (*). 

Sunto. • Si studiano le trasformazioni puntuali fra due spazi ordinari in 
una coppia di punti corrispondenti a Jacobiano nullo. 

1. L e t rasformazioni p u n t u a l i fra due p i a n i i n u n a coppia di 
p u n t i cor r i spondent i a Jacobiano nul lo sono s ta te s tud ia t e i n l avo r i 
recent i (1). Con la p resen te Nota in tendo por t a re u n p r i m o con
t r ibuto allo s tudio delle t rasformazioni p u n t u a l i fra due spazi 
o rd inar i in u n a coppia (Ö, 0') di p u n t i co r r i sponden t i a Jacob iano 
nullo. T i e n e esamina to l ' i n t o r n o del 2° ord ine di (0, 0') e gl i 
en t i geometr ic i che s ' in t roducono porgono già, ne l l a geome t r i a 
metr ica , r i f e r imen t i in t r insec i ne i due spazi. 

(*) Lavoro eseguito nel Seminario Matematico dell 'Università di Bo
logna. 

(') Si veda: E. BOMPIANI, Corrispondenza puntuale fra piani proiettivi: 
esame delle Jacobiane, « Memorie dell'Accademia d'Italia », voi. XIV, 
p. 11, 1943. 

M. VILLA, Sulle trasformazioni puntuali %n una coppia a Jacobiano 
nullo nel caso cremoniano, « Rend. dell'Accademia dei Lincei », s. 8a, 
voi. I I , p. 136, 1947. 

E. BOMPIANI, Sulle Jacòbiane di una corrispondenza puntuale fra piani, 
« Rend. dell'Accademia dei Lincei », s. 8a, voi, I I , p. 223 1947. 

M. Tu,LA, Sulle trasformazioni puntuali in una coppia a Jacobiano 
nullo, « Questo Bollettino », s. Sa, voi. I I , p. 3, 1947. 
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2. Il piano stazionario e la retta stazionaria. 
Consideriamo fra due spazi ordinari Sz(x, y, z) e Sz(x\ y\ zf) una 

trasformazione puntuale T 

xf = f(x, y9 0), yf = cp(x, y, z\ z' = +(as, y, z) 

e assumiamo i punti 0, 0' come origini delle coordinate in S3 , JS8'. 
Sviluppando le funzioni /. <p. ^ in serie di potenze nell 'intorno 
di 0, si ottiene 

(2.1) 
x' 

y' 
z' 

=• 
=z 

= 

axx -+- aty 
bxx -t-

CXX H -

hy 
^y 

H - a 3 0 • + • 

H-

-J~ 

630-h 
C30 +-

[2] 
[2] 
[2] 

le a. ò, e essendo costanti e indicando con [2] i termini di 2° grado 
e grado superiore. I n questo numero esaminiamo l'intorno del 
1° ordine di (0, 0'). 

Essendo in (0, 0') l 'Jacobiano nullo, è e 

da cui 

(2.2) c1 = Xa1-*-t*.ò1, 

Si h a : 

l ax a% a3 

b1 b% 63 = o (*), 
1 Cj c 2 c 3 

ca = Xa2 -+- \tò%, c3 = Xa3 |A63 (XejA costanti). 

ild tm piano della stella di centro O (non passante per una 
certa retta che si dirà stazionaria) corrisponde in T, nell'intorno 
del 1° ordine di (O, O'), un piano fisso (che si dirà stazionario). 

Infatti ai piani della stella di centro 0, non passanti per la 
retta (2.4), corrispondono superficie il cui piano tangente in 0' è 
fisso ed ha l 'equazione 

Zr = X#' -i- \xy', 

Assumendo questo piano stazionario come piano z' = 0 si ha 
X = a = 0 e quindi per le (2.2) 

(2.3) Cl = c2 = c3 = 0. 
Si ha pure : 
Ai piani della stella d% centro O' (diversi dal piano stazionario) 

corrispondono in T, nell'intorno del 1° ordine di (O, O'), piani di 
un fascio (il cui asse si dirà retta stazionaria). 

(2) Suppongo che questo determinante sia di caratteristica 2 (per fissare 
le idee suppongo che fra i minori del 2° ordine estratti dalle due prime 
orizzontali uno sia =t=0). Lascio ad altri di studiare i casi della caratteri
stica 1 e 0. 
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In fa t t i ai p i a n i del la stella di centro 0 ' (diversi da &'~Q)^cor
r ispondono superficie i l cui p iano t angen t e a p p a r t i e n e a l fascio 
aven te pe r asse la re t ta di equazioni 

axx +• aty + a 3 s ^ Ö 
^ * ' bxx •+- bty -+- 6 ^ = 0. 

Assumendo questa re t ta s taz ionar ia come asse z si h a 

(2.5) a3 = ò 3 ^ 0 . 

L e (2.1), pe r le (2,3) e (2,5), d ivengono 

x' = axx -+- a2# -+- [2] 

y' = òjic -+- 62^/ -+- [2] 

S ' = [2] 

dove i l d e t e r m i n a n t e axb2 — a2òx =|= 0, essendo l ' J a c o b i a n o di carat
ter is t ica 2. 

E anco ra : 
Nell'intorno del 1° ordine di (O, O'). ad un piano generico del 

fascio^ avente per asse una retta r ' per O' e appartenente al piano 
stazionario^ corrisponde un piano a fisso per la retta stazionaria; 
le rette r ' (y ' = k'x') del fascio di centro O' appartenente al piano 
stazionario (z' = 0) e i piani a del fascio (j = kx) adente p e r asse 
£a retta stazionaria si corrispondono in una proiettività o> di 
equazione 

bx -+- o2fc 
fe' = -

Da quan to precede, si t r ae che agli Ex per O corrispondono E / 
p e r O' appartenenti al piano stazionario; ad ogni Ej per O appar
tenente ad un piano a pe r Za retta stazionaria (diverso dall''Bl 

appartenente alla retta stazionaria : Ej stazionario) corrisponde V E / 
p e r O' appartenente alla retta del piano stazionario corrispondente 
ad oc tw co ; a£ punto infinitamente vicino ad O $%ZZa re££a stazio* 
naria corrisponde il punto O ' ; ad o</m E / p e r O' fnow appartenente 
al piano stazionario) corrisponde V E2 stazionario. 

3. La direz ione cuspidale . 
Pass iamo ad esaminare l ' i n t o rno del 2° o rd ine di (0, 0'). Scri

v iamo le equazioni di T così 

x'—a1x+a2y+aìlx
t^a2ìy

i + a3zZ2+2aìtxy+2anxz+2anyz-i-[B] 

(3.1) ^ /=6 1^H-6 2^H-6 l lx
2^ò 2 2^ 2H-6 3 3s ì^26 1 2x2/-f-26 1 3x0-i-26 2 3^-i-[3] 

s ' = c^*-*-c22^/2-»-cZ3z t-t-2c ì ixy f-2c J 3xsH-2c3 3^H-[3] 
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le a, b, e essendo costant i e ind icando con [3] i t e rmin i di 3° grado 
e g r ado super io re . 

S i h a : 
AIVJ&% di flesso di centro O ed appartenente alla retta stazio

naria corrisponde in T un elemento cuspidale di centro O' la cui 
tangente è 

(3.2) 
X y 

In fa t t i a l l ' a d i flesso x = y = 0 corr isponde l 'elemento cuspidale 

x — a^nZ 

y hi*? 

l a cu i t a n g e n t e è a p p u n t o la (3.2). 
L a (3.2) si d i r à direzione cuspidale. Assumendo in JSS' ques ta 

r e t t a come asse z' (3) si h a 
(3.3) a, : 6 „ = 0 . 

= 0, 

4. I l p iano J a c o b i a n o e i l cono principale . 
I n Sd i l p i ano t a n g e n t e in 0 a l la superficie Jacobiana 

d! dl dl 
dx dy dz 
3cp 3cp 9y 

dx dy dz 
d$ a+ a | 

dx dy dz | 

e ssendo axb2 — ajb1 =£= 0, h a V equazione 

cux -+- cuy -+- cnz = 0. 

A s s u m e n d o questo p iano (piano Jacobiano) come piano z = 0(4) 
si h a 
(4.1, C 1 3 — C«2 — u . 

A l p iano s taz ionar io z' = 0 di Sz' corr isponde in S 3 , pe r le (3.1) 
e (4.1), la superf ic ie 

cnx~ -H 2clg#f/ -+- c^y* +- cz3z
2 -H [3] = 0 

(3) Cons ide r i amo qu i il caso genera le ne l qua le la di rezione cuspidale 
n o n a p p a r t i e n e al p iano s tazionar io ( supponiamo cioè c33 =(= 0). 

(4) E s s e n d o c3 3 =jr 0 la J a c o b i a n a h a in 0 pun to semplice e il suo p iano 
tangente non passa per la retta stazionaria x = y =§\ è quindi lecito as
sumere tale piano come piano z = 0. 
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la quale ha in 0 punto doppio e il cono (quadrico) tangente in 0 
ad esRa ha 1' equazione 

cxxx
% 4- 2ciaasy -+- ctiy* -+- cnz

2 = 0. 

Questo cono si dirà cono principale. Esso interseca il piano 
Jacobiano s ~ 0 nella coppia di rette (generatrici principali) 

z = 0, cnx
2 •+• 2cnxy -+- c ^ * = 0. 

Assumendo queste rette come assi x e y (») si ha 

(4.2) C n = c 2 2 ^ 0 . 
Notiamo la proprietà: 
Il piano Jacobiano è il piano polare della retta stazionaria ri

spetto al cono principale. 

5. Le direzioni principali. 
Nella proiettività co (n. 2) ai piani x = 0 e y — 0 corrispondono 

rispettivamente le rette 

ac ' r=£V, s' = 0 e yr=ï±af,*' = 0. 
o2 a} 

Assumendo in Sz' queste rette (direzioni principali) risp. come 
assi y' e x' si ha 
<3J) o2 = 61 = 0. 

6. Ri fer imento metr ico in tr inseco . 
L e due t e rne di assi x> y, z e x\ y\ z' sono così in t r inseca 

men te fissate. Nel la geomet r ia met r ica gli e lement i geomet r i c i 
p receden temente considerat i porgono qu ind i r i f e r imen t i i n t r i n s e c i (6|. 
L e equazioni di T, per le (3.1), (3.3), (4.1), (4.2), (3.1), e posto 
ax — a. ht = 6, acquis tano qu ind i la forma (canonica) 

x = ax -+- a n x ? H- a2 ,# s H- 2altxy -f- 2a13x£ -+- 2aS3i/0 -t- [3] 
y' = by +• ftua52 -H 62 2 ì /2 -+- 2& isa^ -+- 2&13#0 -+- 2fea?t/s H- [3] 
s ' = c330

2 -*- 2clsa;^ -+• [3] 

'dove i coefficienti sono ovv iamente i n v a r i a n t i met r ic i di T (7). 

(b) Supponiamo qui le due rette distiate (ossia ciicn — c13"=|=0). 
(6) Giovandosi degli elementi geometrici introdotti, si possono ottenere 

anche in altro modo riferimenti intrinseci metrici (ad es. si possono prendere 
riferimenti ortogonali). Ma la scelta degli as*i coordinati fatta nella presente 
Xota è conveniente essendo intrinseca anche nella geometria proiettiva. 

p) Fra gli invarianti metrici di T vi sono gii angoli formati fra loro 
dagli assi coordinati nei due spazi. 
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7. La retta asintotica. 
Consideriamo le calotte (del 2° ordine) C2, Ct corrispondenti 

r isp. ai piani x' = 0, y' = 0. Le loro equazioni sono risp. 

Le direzioni asintotiche di queste due calotte sono la direzione 
stazionaria x = y = 0 e inoltre risp, le direzioni 

(7.1) x = 0, a%%y ~h 2a23£ — 0, 
(7.2) # = 0, bux -h 26lg« = 0. 

. I l piano individuato dalla (7.1) e dall' asse x e il piano indivi
duato dalla (7.2) e dall'asse y s'intersecano nella retta (che si dirà 
retta asintotica) di equazione 

a9iy -+• 2a23s = 0, 
bnx -+- 2ò130= 0. 

Questa retta non appartiene in generale ai piani x = 0, y = 0, 
s — 0 e quindi si può, nella geometria proiettiva, assumere come 
retta x =r /̂ = s. cioè scegliere il punto unità su di essa, il che 

implica 
&22 : = = ^ 2 3 > ^ 1 1 = 2 6 1 3 . 

I l piano per la x = y = s e per la x—£/ — 0 è x — y; a questo 
piano corrispon.de in 03 (n. 2) la retta 

2' — 0, òx' — ay' = 0. 

Nella geometria proiettiva, essendo a=(=0, ò=j=0, si può assu
mere questa retta come x = y', il che implica a = b. 

8. Due invarianti proiettivi. 
Nella stella di centro 0 è ormai fissato intrinsecamente il 

riferimento proiettivo e siccome, in tale riferimento, il cono prin
cipale (n. 4) ha l'equazione 

(8.1) 2cnxy + c332
z = 0 

e 
è evidente che — è un invariante proiettivo della tiasformazione 

data in (0, 0% 
I l significato geometrico di questo invariante si può ottenere 

ad es. considerando il piano polare della retta asintotica x = y=- 0, 
rispetto al cono principale (8.1), 

CiS(œ -*-»)-*- c33s = 0, 

(8) La calotta C2 corrisp onde non soltanto al piano x* = 0 ma a tutte 
le calotte tangenti in O' a a;' = 0 e aventi ivi Ja direzione principale 
x' = 2' — 0 come direzione asintotica. E analog, per C2. 
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e la re t t a in te rsez ione di questo p iano col p iano y — 0 

8.2) cl%x -+- c33# = 0. 

Nel p iano y =— 0, le qua t t ro re t te pe r 0 : (8.2), x = z (e) 
z — 0, a; i= 0 formano in quest* ord ine u n b i rappor to che valer 

appunto — — . 
C 33 

Un aWro invariante proiettivo della trasformazione è T ~ . 

Consider iamo infa t t i ne l p iano £' = 0. F i ? / di centro 0 ' e ap
pa r t enen te a l la r e t t a x' = &f (di ca i si è detto al la f ine del n . 1\ 
e i due Et* cor r i spondent i agli Et di flesso y = z=0 e x = z = Qr 

di equazioni x' z=ax-\- auar2, t/' — ònse'2 ; a;' — a^y*, y' = by -+- &2,#
2* 

Questi due 7?/ e l ' i ? / de t e rminano (10) u n i n v a r i a n t e proiett ivo-
^23 n n •finito che vale appun to ^ * (n) 
" 1 3 

9. Sulle ca lo t te (del 2° ordine) corr i spondent i in T. 
Si h a : 
Le calotte del 2° ordine di S3 di centro O e aventi ivi lo stesso 

piano tangente (non passante per la retta stazionaria) (12) sono tra
sformate da T in una stessa calotta (tangente al piano stazionario). 

Infa t t i a l la calot ta 

% zz= o^x H- &ty -+- auA52 -+- 2%12xy -+• *%%y2 

corr isponde in T la ca lot ta C / 

(9.1) ?J = CjgKas' H~ a2t/')2 -+- 2 c l s x y 

nel la quale non f igurano a n , a12, x2i. 

(9) L a re t t a x = « si ot t iene segando £/ = 0 col p iano de l le r e t t e x = y = & 
e ac = ^ — 0. 

(10) In un piano due ^ con tangenti distinte e un EL uscente dai loro-
centro comune O determinano un invariante proiettivo finito^ dato da 

I W * K " I . I * * ' « 13 

dove le x sono le coordinate (proiettive omogenee) di Ö, le z sono le coor
dinate di un punto qualunque della retta contenente VEt, mentre se', xff, 
x'j x" sono risp. le coordinate dei punti derivati primi e secondi in O dei 
due E2. Si veda: E. BOMPIANI, Alcuni risultati di geometria proiettiva dif~ 
ferenziale, « Rend, del Sem. Mat. di Milano », voi. 10, p . 9, 1936. 

(n) L' invariante y^ è anche determinato dai due Ez, in cui le calotte 

C.2ì 02 (n. 8) sono intersecate dal piano Jacobiano z rr= 0, e dall' Et di 
centro 0 appartenente alla retta x = y, z = 0. 

(u) Ai piani passanti per la retta stazionaria corrispondono superficie 
aventi in 0' punto doppio. 
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Segue che per ogni piano TT della stella 0 (non passante per 
la retta stazionaria) si ha una calotta Gt'. 

Orbene : 
Le direzioni asintotiche della calotta C / sono le corrispondenti 

nella proiettività w dei due piani che proiettano dalla inetta stazio
naria le rette in cui il cono principale è intersecato dal piano -K. 

Infatti il piano -, di equazione z = a,x -f- a2^, sega il cono 
principale cd3z

2 -+- 2cnxy = 0 nelle due rette rappresentate comples
sivamente dalle equazioni 

sr = CL.X +- *.ty, cn{^x -+- ccsy)2 -+- 2cltxy — 0. 

Queste due rette sono proiettate dalla retta stazionaria (asse z\ 
nella eoppia di piani 

cn(vnx -+- ttty)s -4- 2cnxy = 0 
sii nif 

ai quali corrispondono nella proiettività Oì (n. 2) ~ = -,, #' ~ 0 le 

dup rette rappresentate complessivamente dalle equazioni 

«he sono appunto le direzioni asintotiche della calotta (9.1). 
Segue che : 
Facendo corrispondere ai piani della stella di centro O (non 

^passanti per la retta stazionaria) le direzioni asintotiche della 
corrispondente calotta Ct' nasce fra quei piani e le coppie di rette 
per O'. appartenenti al piano stazionario, una corrispondenza y (1.4). 

Infatti, mentre un piano TT della stella 0 (non passante per 
la retta stazionaria) determina la corrispondente coppia di rette 
per Ö' appartenenti al piano stazionario, inversamente, data su 
questo piano una coppia dì rette per 0' vengono determinate 
in AS8. due piani, per la retta stazionaria, ad esse corrispondenti 
in w. i quali segano il cono principale in quattro rette che deter
minano quattro piani T. 

Segue pure: 
Affinchè una calotta G2' sia parabolica^ occorre e basta che il 

spiano corrispondente TU sia tangente al cono principale. 
Infatti se TI è tangente al cono principale (cioè sono coincidenti 

le due rette in cui ir sega tale cono) coincidono i due piani che 
proiettano queste rette dalla retta stazionaria e quindi coincidono 
pure le due rette asintotiche corrispondenti in w ; la calotta è 
parabolica. Inversamente, data nel piano stazionario una coppia 
di rette per 0' coincidenti, risultano coincidenti i piani che le 
corrispondono in w e quindi le intersezioni ài questi piani col 
«ono principale si riducono a due rette doppie: dei quattro piani 
determinati da queste rette, due sono tangenti al cono principale, 
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m e n t r e gli a l t r i due coincidono e passano pe r la r e t t a s taz ionar ia 
« qu ind i debbono essere scar ta t i (13). 

Not iamo ancora : 
Le direzioni principali costituiscono V unica coppia di rette di

stinte per cui i quattro piani corrispondenti in y coincidono. 
In fa t t i pe rchè ciò avvenga i due p ian i pe r la r e t t a s taz ionar ia 

cor r i spondent i i n w alle due direzioni devono essere t a n g e n t i al 
cono pr inc ipa le , sicché le genera t r i c i di contat to devono essere le 
genera t r i c i p r inc ipa l i (n. 4) e qu ind i le due d i rez ion i que l le 
p r inc ipa l i (n. 5) (14). 

I l p iano cor r i spondente in y alla coppia del le d i rez ioni pr in
cipal i è il p iano Jacobiano (nn. 4, 5). L a calotta co r r i sponden te 
in T al p iano Jacobiano appare così pa r t i co la rmente i n t e r e s san t e (I5). 

(l3 La corrispondenza, subordinata da y. fra i piani tangenti al cono 
principale e le coppie di rette coincidenti, è quindi (1, 2), non (1, 4)> d'ac
cordo col fatto che noi scartiamo i piani per la retta stazionaria i quali 
porterebbero in S3* a coppie di rette coincidenti. 

(i4) Le coppie di rette per O', appartenenti al piano stazionario, costituite 
da una retta principale e? e da un' altra retta (4= d)} ed esse soltanto, sono 
tali che dei quattro piani corrispondenti in y, due soli sono distinti. Le 
due coppie costituite da una retta principale contata due volte sono ecce
zionali in quanto ad esse non corrisponde in y nessun piano (avendo scar
tato quelli passanti per la retta stazionaria). 

(io) Si può verificare che le calotte del 3° ordine di centro O e tangenti 
ivi al piano Jacobiano sono trasformate da T %n una stessa calotta. 


