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SU UN SEMPLICE PROBLEMA DI GEOMETRIA NUMERATIVA 95

Sulle trasformazioni puntuali fra due spazi ordinari
in una coppia a Jacobiano nullo.

Nota di Mario ViLra (a Bologna) (*).

Sunto. - Si studiano le trasformazioni puntuali fra due spaei ordinari in
una coppra di punti corrispondenti a Jacobiano nullo.

1. Le trasformazioni puntuali fra due piani in una coppia di
punti corrispondenti a Jacobiano nullo sono state studiate in lavori
recenti (). Con la presente Nota intendo portare un primo con-
tributo allo studio delle trasformazioni puntuali fra due spazi
ordinari in una coppia (0, 0) di punti corrispondenti a Jacobiano
nullo. Viene esaminato 1’intorno del 2° ordine di (0, 0) e gli
enti geometrici che s’introducono porgono gia, nella geometria
metrica, riferimenti intrinseci nei due spaszi.

(*) Liavoro eseguito nel Seminario Matematico dell’ Universita di Bo-
logna.

(1) Si veda: BE. Bomp1aNI, Corrispondenza puntuale fra piani proiettivi:
esame delle Jacobiane, « Memorie dell’ Accademia d’Italia », vol. XIV,
p- 11, 1943,

M. Viira, Sulle trasformaszioni puntuali «n una coppia a Jacobiano
nullo nel caso cremoniano, « Rend. dell’Accademia dei Lincei », s. 8%
vol. IT, p. 136, 1941.

E. Bompiani, Sulle Jacobiane di una corrispondenza puntuale fra piawi,
« Rend. dell’Accademia dei Lincei », s. 82, vol. II, p. 22, 1947.

M. ViLra, Sulle trasformazioni puntuali in una coppra a Jacobiano
nullo, « Questo Bollettino », s. 3%, vol. II, p. 3, 1947.
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2. [l piano stazionario e la retta stazionaria.
Consideriamo fra due spazi ordinari S;(x, 4, 2) e S;'(«". ¥, 2') una
trasformazione puntuale 7T

=[x,y 2), Y =29y 2) =Y y, 2

e assumiamo i punti O, O' come origini delle coordinate in S;, S,
Sviluppando le funzioni f. ¢. ¢ in serie di potenze nell’intorno
di O, si ottiene

X' = @, + ay + az + [2]
(2.1) Yy = bx + by + bz + [2]

g = ¢, % + C,Y + ¢z + [2]

le a. b, ¢ essendo costanti e indicando con [2] i termini di 2° grado
e grado superiore. In questo numero esaminiamo 1 intormo del
1° ordine di (0, 0.

Essendo in (0, 0') I’ Jacobiano nullo, &

| @y Gy Gy
(b by b =0 ()
l ¢, € C
da cui
22) ¢, =%ta,+pb,, ¢, —=hay,+ub,, ¢;—=ra;+ ub; (\e u costanti).

Si ha:

Ad un piano della stello di centro O (non passante per una
certa retla che si dira stazionaria) corrisponde in T, nell intorno
del 1° ordine di (O, O'), un piano fisso (che si dira stazionario).

Infatti ai piani della stella di centro O, non passanti per la
retta (2.4), corrispondono superficie il cui piano tangente in O’ &
fisso ed ha 1’equazione

7 =" + py'.

Assumendo questo piano stazionario come piano 2'—0 si ha

A=u=—0 e quindi per le (2.2)

2.3) €, =C¢C,=¢; = 0.

Si ha pure:

Ai piani della stella dv centro O (diversi dal piano stazionario)
corrispondono im T, nell’intorno del 1° ordine di (O, O), piani di
un fascio (il cui asse si dira retta stazionaria).

(*) Suppongo che questo determinante sia di caratteristica 2 (per fissare
le idee suppongo che fra i minori del 2° ordine estratti dalle due prime
orizzontali uno sia &=0). Lascio ad altr di studiare i casi della caratteri-
stica 1 e 0.
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Infatti ai piani della stella di centro O’ (diversi da 2'—=0) cor-
rispondono superficie il cui piano tangente appartiene al fascio
avente per asse la retta di equazioni

a0, + oy + o,z =0

(2.4) b + byy -+ b — 0.

Assumendo questa retta stazionaria come asse 2z si ha
(2.9) a; = b, =0.
Le (2.1), per le (2,3) e (2,5), divengono

= a,x + ay + |2]
Y =b,x + by + [2]
7 =12]

dove il determinante a,b, — a,b, &=0, essendo 1’ Jacobiano di carat-
teristica 2.

E ancora:

Nell’ intorno del 1° ordine di (O, O'). ad un piano generico del
fascio, avente per asse una retta r’' per O’ e appartenente al piano
stazionario, corrisponde un piano « fisso per la retta stazionaria;
le rette r'(y' =k'x’) del fascio di cemtro O’ appartenente al piano
stazionario (z’ =0) e ¢ piani « del fascio (y = kx) avente per asse
la retta staziomaria si corrispondono in wna proiettivita o di
equazione

W — b, + b,k .

a, + ask

Da quanto precede, si trae che agli E, per O corrispondono B,
per O appartenenti al piano stazionario; ad ogni E, per O appar-
tenente ad un piano o per la retta stazionaria (diverso dall’ B,
appartenente alla retta stazionaria : B, stazionario) corrisponde I’ B’
per O appartenente alla retia del piano staziomario corrispondente
ad « in w; al punto infinitamente wvicino ad O sulla retta stazio-
naria corrisponde il punito O'; ad ogni B, per O’ (non appartenente
al piano stazionario) corrisponde I’ B, stazionario.

3. La direzione cuspidale.
Passiamo ad esaminare 1’intorno del 2° ordine di (0, 0). Secri-
viamo le equazioni di T cosl

T =0 XAy Y 0 | Gy Y+ O 522+ 200,200 4+ 200 ;X8 200,12 + 3]
3.1) ¢y'=bx+byy+ b @+ byyy?+by2* +2b Y+ 2b, ;202 + 2b,y,yz+[3]
7= €1+ Coyl P+ €422+ 20,80 + 2¢, 22+ 2e,,y2+[3]
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le a, b, ¢ essendo costanti e indicando con {3} i termini di 3° grado
e grado superiore.

Si ha:

AIPB, di flesso di centro O ed appartenente alla retta stazio-
naria corrisponde in T un elemento cuspidale di centro O’ la cui
tangente &

3.2) x_Yy_7

X = @2’
Y =byz
2 =cye

la cui tangente & appunto la (3.2).
La (3.2) si dird direzione cuspedale. Assumendo in S, questa
retta come asse 2’ (%) si ha

(3.3) Oy = by = 0.

4. 11 piano Jacobiano e il cono prineipale.
In §; il piano tangente in O alla superficie Jacobiana

of of of
o oy oz
89 09 dv
ox oy oz =0,
O K

ox oy oz
essendo a,b, — a,b, =0, ha ¥ equazione
€13 + Cogl + C2 = 0.
Assumendo questo piano (piano Jacobiano) come piano z=0 (4
si ha
4.1) €3 = Cy3 = 0.

Al piano stazionario 2'=10 di S, corrisponde in §,, per le (3.1)
e (4.1), la superficie

CE” + 2C,2Y + Coplf® + €338 + [3] =0

(]) Consideriamo qui il caso generale nel quale la direzione cuspidale
non appartiene al piano stazionario (supponiamo cioe csz3 3= 0).

(*) Essendo ¢33 3= 0 la Jacobiara ha in 0 punto semplice e il suo piano
tangente non passa per la retta stazionaria x =y —=0; & quindi lecito as-
sumere tale piano come piano z=0.
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la quale ha in O punto doppio e il cono (quadrico) tangente in O
ad essa ha P’ equazione

2 2 Jp J—
€ XY 4 20,00 + Cyply® + €422 = 0.

Questo cono si dirk cono pringipale. HEsso interseca il piano
Jacobiano z -=0 nella coppia di rotte (generatrici principalé)

z2=0, ¢8>+ 2¢,,xy + Cy* = 0.
Assumendo ueste rette come assi x e y (°) si ha

(£.2) €, =2¢y, = 0.

Notiamo la proprieta:

1l piano Jacobiano & il piano polare della retta stazionaria ri-
spetto al cono principale.

5. Le direzioni principali.
Nella proiettivith o (n. 2) ai piani ® =0 e y =0 corrispondono
rispettivamente le rette

b
’——.b y,2 =0 e y’:j—x’, 2 =0.
]
Assumendo in S;" queste vette (direzioni principali) risp. come
assi ¥y e «’ si ha
.3) a,=b,=0.

6. Riferimento metrico intrinseco.

Lie due terne di assi «, ¢, 2 e &, 9', # sono cosl intrinseca-
mente fissate. Nella geometria metrica gli elemenfi geometrici
precedentemente considerati porgono quindi riferimenti intrinseci (°).
Le equazioni di T, per le (3.1), (3.8), (4.1), (4.2), (3.1), e posto
@, = a. by =5, acquistano quindi la forma (canonica)

&= = 00+ Gyyly® + 20,0y + 20,22 + 2a.,y2 + [3]
J =by + b, 2* + b,y + 2b 0y + 2b,,28 + 2b,,yz + [3]
2 = €327 + 2¢,20y + [3]

«dove i eoefficienti sono ovviamente invarianti metrici di T (7).

(°} Supponiamo qui le due rette distinte (ossia cy¢,, — ¢,,° F+0).

(®) Giovandos: degli elementi geometrici introdotti, si possono ottenere
anche in altro modo riferimenti intrinseci metrici (ad es. si possono prendere
riferimenti ortogonali). Ma la scelta degli assi coordinati fatta nella presente
Nota & conveniente essendo intrinseca anche nella geometria proiettiva.

(") Fra gli invarianti metriei di T vi sono gli angoli formati fra loro
dagli assi coordinati nei due spazi.
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7. La retta asintotica.
Consideriamo le calotte (del 2° ordine) C,, C, corrispondenti
risp. ai piani «' =0, ¥’ =0. Le loro equazioni sono risp.
a b b
Q—nyz, Y= #w2—27’3xz .
Le direzioni asintotiche di queste due calotte sono la direzione
stazionaria x—y =0 e inoltre risp. le direzioni

r=— =

(7.1) =0, ayy+ 2a,2=0,
(7.2) y=0, b,x+ 2b,z=0.

. I1 piano individuato dalla (7.1) e dall’ asse = e il piano indivi-
duato dalla (7.2) e dall’asse y s’intersecano mnella retta (che si dira
retta asinilotica) di equazione

Gyl + 205,82 == 0,
b @ + 2b,,2 = 0.

Questa retta non appartiene in generale ai piani =10, y =0,
z=—0 e quindi si pud, nella geometria proiettiva, assumere come
retta x — y = 2. cioé scegliere il punto unitd su di essa, il che
implica

Uyy = — 2055, b, = —2by;.

Il piano per la x—=y=—=2 e per la x =y =0 & x = y; a questo

piano corrisponde in o (n. 2) la retta

2 =0, bx'—ay =0.

Nella geometria proiettiva, essendo a==0, b0, si pud assu--
mere questa retta come x'=14’, il che implica a =b.

8. Due invarianti proiettivi.

Nella stella di centro O & ormai fissato intrinsecamente il
riferimento proiettivo e siccome, in tale riferimento, il cono prin-
cipale (n. 4) ha 1’ equazione

(8.1) 2¢,,01 + €532° =0

& evidente che (cﬁ & un tnvariante proiettivo della tiasformazione
data in (0, 0.

11 significato geometrico di questo invariante si pud ottemere
ad es. considerando il piano polare della retta asiptotica x =y = 2,
rispetto al cono principale (8.1),

€0 4+ Y) + ¢332 =0,
(8} La calotta C, corrisponde non soltanto al piano a2’ =0 ma a tutte

le calotte tangenti in O’ a 2'=0 e aventi ivi Ja direzione principale
' =2'—=0 come direzione asintotica. B analog. per Cy.
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e la retta intersezione di questo piano col piano y = 0
8.2) €% + ¢332 = 0.

Nel piano y= 0, le quattro rette -per 0: (8.2), x =2 (%)
2=0, x =0 formano in quest’ordine un birapporto che vale,
c
appunto — —=,
Ca3
A3
_ b,
Consideriamo infatti nel piano 2’ =0, I’ E," di centro O e ap-
partenente alla retta x' —2' (di cui si & detto alla fine del n. 7)
e i due E, corrispondenti agli E, di flesso y—=2—=0e x =2=0,
di equazioni x' = ax -+ a,,x%, Y == b,,X?; ' = ,yy:, ¥y = by + b.y>
Questi due E,” e I'E’ determinano ('°) un invariante proiettivo-

Un altro invariante proietiivo della trasformazione &

a
“finito che vale appunto »b“ (M),
13

9. Sulle calotte (del 2° ordine) corrispondenti in 7.

Si ha:

Le calotte del 2° ordine di S; di ceniro O e aventi iwi lo stesso
piano tangente (mon passante per la retta stazionaria) (*?) sono tra-
sformate da T in wna stessa calotta (tangente al piano stazionario).

Infatti alla calotta

2= &, % + oY + 0 X+ 20,20 + %50Y°
corrisponde in T la calotta C,’
(9.1) 2 = Cyylo, @ + o, y)? + 2¢,,2y’

nella quale non figurano «,,, %, %,.

(%) La retta & — 2 si ottiene segando y = 0 col piano delle rette x =y ==
e x=y=0.

(!?) In un piano due E, con tangenti distinte e un E, uscente dai loro
centro comune O determinano un invariante proiettivo finito, date da

|wa'as” |« | 22’z |2
'xZ'T | .| xa'z

dove le x sono le coordinate (proiettive omogenee) di O,le z sono le coor-
dinate di un punto qualunque della retta contenente 1’ E,, mentre «', 2,
¥, ' sono risp. le coordinate dei punti derivati primi e secondi in O dei
due E,. Si veda: E. BompPiaNi, dlcuni risultati di geometria proiettiva dif-
ferenziale, « Rend. del Sem. Mat. di Milano », vol. 10, p. 9, 1936.

Pag

(*') I/ invariante & anche determinato dai due E,, in cui le calotte
; 13
C,, C; (n. 8) sono intersecate dal piano Jacobiano z=0, e dall’ B, di
centro O appartenente alla retta x —y, 2=0.

{*4) Ai piani passanti per la retta stazionaria corrispondono superficie
aventi in 0’ punto doppio.
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Segue che per ogni piano = della stella O (non passante per
la retta stazionaria) si ha una calotta C,"

Orbene:

Le direzioni asintoliche della calotta C,” sono le corrispondenti
nella proiettivita « dei due piani che proiettano dalla retta stazio-
naria le vette in cui 4l cono principale é intersecato dal piano .

Infatti il piano =, di equazione z—a,x + a,y, sega il cono
principale c¢;;z° + 2¢,,2y — 0 nelle due rette rappresentate comples-
~ivamente dalle equazioni

2= - uy,  Co(e, @ + agy)’ + 2¢,,0y = 0.

Queste due rette sono proiettate dalla retta stazionaria (asse z)
nella coppia di piani
C33(%,2 + 2,y) + 2¢,,0y = 0
ai yuali corrispondono nella proiettivitd o (n. 2) g ==9y£:, =0 1le
dues rette rappresentate complessivamente dalle equazioni
2 =0, cy(ex +0y) +2¢ 2y =0

<he sono appunto le direzioni asintotiche della calotta (9.1).

Segue che:

Facendo corrispondere ai piani della stella di centro O (non
passanti per la retta stazionaria) le dirveziomi asintotiche della
corrispondente calotta C,” nasce fra quei piani e le coppie di rette
per O appartenenti al piano stazionario, una corrispondenza y (1.4).

Infatti. mentre un piano = della stella O (non passante per
la retta stazionaria) determina la corrispondente coppia di rette
per O' appartenenti al piano stazionario, inversamente, data su
questo piano una coppia di rette per O° vengono determinate
in S,. due piani, per la retta stazionaria, ad esse corrispondenti
in . 1 quali segano il cono principale in quattro rette che deter-
minano quattro piani ~.

Segue pure:

AMfinché una calotta C,” sia parabolica, occorre e basia che il
piano corrispondente = sia tangente al cono principale.

Infatti se = & tangente al cono principale (cioe sono coincidenti
le due retfe in cui = sega tale como) coincidono i due piani che
proiettano queste rette dalla retta stazionaria e quindi coincidono
pure le due rettc asintotiche corrispondenti in ; la calotta &
paraboliea. Inversamente, data nel piano stazionario una coppia
di rette per O' coincidenti, risultano coincidenti i piani che le
corrispondono in o e quindi le intersezioni @i questi piani col
cono principale si riducono a due rette doppie: dei quattro piani
determinati da queste rette, due sono tangenti al cono principale,
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mentre gli altri due coincidono e passano per la retta stazionaria
e quindi debbono essere scartati ('®).

Notiamo ancora:

Le direzioni principali costitwiscono I uwica coppia di retie di-
stinte per cus ¢ quattro piani corrispondenti in y coincidono.

Infatti perché cid avvenga i due piani per la retta stazionaria
corrispondenti in « alle due direzioni devono essere tangenti al
cono principale, sicché le generatrici di contatto devono essere le
generatrici principali (n. 4) e quindi le due direzioni quelle
principali (n. 5) ().

Il 'pia-no corrispondente in y alla coppia delle direzioni prin-
cipali & il piano Jacobiano (nn. 4, 5). La calotta corrispondente
in 7 al piano Jacobiano appare cosi particolarmente interessante ('°).

('3 La corrispondenza, subordinata da v, fra i piani tangenti al cono
prineipale e le coppie di rette coincidenti, & quindi (1, 2), non (1, 4), d’ac-
cordo col fatto che noi scartiamo i piani per la retta stazionaria i quali
porterebbero in .S;' a coppie di rette coincidenti.

(%) Lie coppie di rette per O, appartenenti al piano stazionario, costituite
da una retta principale d e da un’altra retta (3= d), ed esse soltanto, sono
tali che dei quatiro piani corrispondenti in vy, due soli sono distinti. Le
due coppie costituite da una retta principale contata due volte sono ecce-
zionali in quanto ad esse non corrisponde in y nessun piano (avendo scar-
tato quelli passanti per la retta stazionaria).

(*2) Si pud verificare che le calotte del 3° ordine di centro O e tangenti
wi al piano Jacobiano sono trasformate da T wn una stessa calotia.



