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Sulle singolarity della curva Hessiana.

Nota di GasrieLLA LoverEcicH (a Bologna) (¥)

Sunto. - Si dé una condizione mecessaria e sufficiente perché la Hessiana H
di una curva piana algebrica F abbia un punto Iriplo wm un punio
semplice 0 di P.

Si da anche una condizione sufficiente perché 0 sia un punio qua-
druplo di H.

1. Data una curva piana algebrica F di ordine wn(n > 2), le con-
dizioni necessarie e sufficienti affinchée la Hessiana H di F abbia
in un punto semplice 0 di F la multiplicita [0 <<t < 3(n — 2)]
sono state determinate dal ViLra. il quale ha anzi risolto il pro-
blema in due modi diversi (}).

Per --=2 il DEL PEzzo (*) aveva osservato che, affinche il
punto 0 fosse doppio per H era necessario che fosse un flesso di
22 gpecie (?).

I1 ViLLa, per 1 — 2 diede forma esplicita al suo teorema gene-
rale ().

La CorRrADI (°) diede alla condizione del Virra la forma se-
guente:

Affinché un punto 0, semplice per una curva piana algebrica F,
sia doppio per la Hessiana H di F, occorre e basta che O sia un

(*) Lavoro eseguito nel Seminario Matematico dell’ Universitd di Bo-
logna.

Ringrazio il prof. ViLLa per i suggerimenti datimi nel corso del pre-
sente lavoro.

(1) ViLra, Sulla wmultiplicsta e sulle tangenti della curva Hessiana,
« Rendiconti dell’ Istituto Liombardo ». Vol. 63, p. 625, 1932,

I1 VinLa ha anzi risolto un problema assai pia gemnerale Si veda:
ViLLa, Sulle singolarita della Jacobiana di r+1 ipersuperficie dello spazio
ad v dimensioni, « Memorie dell’Istituto Liombardo ». Vol. 22, p. 79, 1931.

(?) DEL Przz0: Sulla curva Hessiana, « Rendiconti dell’ Accademia di
Napoli ». Vol. 22, p. 203, 1883.

(®) Punto d’ondulazione secondo la terminologia di DeL PEzzo, cioé
punto in cui la tangente ha incontro quadripunto con la curva.

(%) ViLra, Sulle singolarita della forma Hessiana, « Rendiconti del-
I’ Istituto Lombardo ». Serie 2% vol. 65, p. 129, 1932; ViLLA, il primo dei la-
vori eit., p. 636.

(%) CorraADI, Sulle singolarita della curva Hessiana. Questo « Bollet-
tino », Serie 2%, vol. 3, p. 215, 1941,
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flesso di 2* specie e che la conica y in cui si decompone la cubica
polare di O rispetto ad F sia tangente alla tangente t in 0 ad F (%).

Nella presente Nota esplicito il teorema generale del VILLA per
7=3 (n. 2) e dd inoltre una condizione sufficiente per r=4 (n. 3).

2. - Sussiste il teorema:

Affinché un punito 0, semplice per una curva piana algebrica F,
sia triplo per la Hessitana H di F, occorre e basta che 0 sia un
flesso di 3" specie per F, e che la cubica y in cui 8¢ decompone la
quartica polare di 0 rispetto ad F, abbia mnel punto d’intersezione
della polare armonica con la tangente inflessionale un punto doppio.

Per la dimostrazione possiamo supporre (n. 1) che 0 sia un
flesso di 2% specie (almeno). i

Allora la comica polare di 0 rispetto ad F & degenere e si
spezza nella tangente ¢ in 0 ad F e in un’altra retta non passante
per 0 (la polare armonica).

In un sistema proiettivo di riferimento x«,, x,, x;, assumiamo
0 come vertice (0,0, 1), 1a tangente ¢{ in 0 ad F* come retta x, = 0,
e la polare armonica come refta x; = 0.

Allora 1’equazione della curva F si pud porre sotto la forma:

252" (0,2, + @,5%, Xy + Vg, °) 020" 4 (@2, * + g, 2,205 +
Wy, 2,7 - 0,52, %,° 4 a2+ L =0,

le a essendo costanti.
La Hessiana H di F ha I’ equazione:

2(n — 1)2a,,2,2,2"7 + (v — 1)¥(12a,2,* -+ 6a,,x,2, +
-+ 2,222,278 - ... = 0.

Affinche H abbia in 0 punto triplo & necessario e sufficiente
che sia:
(1) gy = OQyg = b, = g, = 0.

Notiamo subito che la condizione a, = 0 impone che 0 sia un
flesso di 3* specie per F.
D’ altra parte la quartica polare di 0 rispetfo ad F é:

n—1
2 4
< 3 )xzwss (10— B) @ ®,° + Q)T + Qg N0y + (0%, +
0, 2,30, + gy X207+ 0)32,%,° + Qo it) = 0
e quando a,, =0 si spezza nella tangente inflessionale x, =0 e

(6) Per n =4, si veda VAONA, Sui flessi di specie superiore delle curve
piane, iluesto stesso fascicolo.
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nella cubica y di equazione:
a;5,%,% + [(10 — B)ay,%5 + Wy, 2,2 + (0 — B)a,, 25 + ax; +

n—1\ 3
+a,gwlex, +| g x4+ a0, =0.

Affinche il punto (1,0, 0) sia doppio per y deve essere
Qgy = Uy = Qgy = 0

e si ritrovano cosi le condizioni (1).
OssERVAZIONE: Dovendo essere 0 un flesso di 3* specie per F.
si dovrd avere n =5 affinché F non sia degenere (7).

3. - Si ha:

Un punto 0, semplice per una curva piana, algebrica F, é qua-
druplo per la Hessiana H di F, quando oltre alle condizioni che si
debbono wverificare perché 0 sia triplo per la Hessiana H, 0 é un
flesso di 4° specie per F (%), e la quartica in cui si decompone la
quintica polare di 0 vispetlo ad F, ha nel punto d’ intersezione della
polare armonica con la tangente inflessionale un punio iriplo, con
due delle tre tangenti coincidenti con la tangenle inflessionale (®).

Infatti 1’equazione di F &:

X0, A (@), 20) 4 @), X" T8 = (@58, + Qg Xe) T X"+ (50X,° +

T A R I R A A A e R N L 1
L’ equazione della Hessiana &:

n — 1) {m— Dayx?+(r—1)-120,2,%, + (n - 1) - 6a,,x,2," +
+ 2[(n — Doy, + 20% ], t 20 + ... = 0.

Perche 1a Hessiana abbia in 0 un punto quadruplo deve essere:
Osg = Gy = gy = (0 — 1)a,, + 20*, =0,

La condizione a,,=0 impone che 0 sia un flesso di 4* specie
per F.

(") Lia coppia delle tangenti a y nel punto doppio (1, 0, 0) &
[ (n — B)a, 25 +- ay3,] = 0.

Per quanto segue conviene osservare che (1, 0, 0} & una cuspide quando
(e solo quando) a,, = 0.

(®} Questa condizione & anche necessaria.

(°) Si noti che la condizione: che due delle tre tangenti alla quartica
suddetta coincidano con la tangente inflessionale, equivale alla condizione
che la cubica in cui si spezza la quartica polare di 0 rispetto ad F abbia
nel punto d’intersezione della polare armonica con la tangente inflessio-
nale una cuspide, la tangente cuspidale essendo la tangente inflessionale.
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D’ altra parte la quintica polare di 0 rispetto ad F #:

n—1 . n— 3 -
4 XLelg™ + 2 (alle -+ a’oaxz)xz T3~ + (’”’ - 4)(“’13:”1 -+

A Gy X)L, 4 (g2, 4 U T4, + g2 30,0 + @y, X, +
+ 0,20, + 2,5 = 0.

e quando a;, — 0 si spezza nella tangente inflessionale x,—0 e
nella quartica

n—1 n—3
( 4 >x34 —+ ( 9 )(alﬂxl + oy}, %7 4+ (1 — 4)(@y32, +

o)X, 5+ (B, 2,° Qg2 500y - Ay, 70 b Gy 2,77 0%, Y) = 0.
Se il punto (1,0,0) & triplo per la quartica deve essere:
gy == Uy = Oy = 0.
La terna delle tangenti in fale punto alla quartica &
(n—3 y
x, l( 9 )anxs' + (0 — A X, + @2t = 0.

. /

Affinch® due di queste rette coincidano con la x, — 0 deve es-
sere @,, = 0 e quindi anche la condizione (n— l)a,; + 2a*, =0 &
verificata.



