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Nuova osservazione sopra uu vecchio teorema <li Liouville.

Nota di MA,BCO CtraiANi (a Novara)

Simto. - Prendendo lo spunto da un antico teorema di IJIOUVILLEJ genera-
lizzato in una précédente nota da Gh Ricci, si dimostrd con argomen-
tasioni piü seMpliei di quelle ch@ ricorrono nella dimostraeione del teo-
rema di LÏNDÏQMAATN ch& il numero e non pub soddisfare ad una certa
classe di equa&ioni del üpo S yse

kg = 0, dove i ys e i kg sono numeri
s

algebrici appctrtenentt al campo Kfj) di JACQBI-EISENSTEIN. Si aggiun-
gono varie osserva&iom sulV argomento.

J. LiTOTJViiiLB dimostro clie qualunque sia la terna di numeri
raziouali interi (a, h, c) si ha sempre: ae2 4-6e + c = ^ 0 , ae4 -+- 6e2 -H

Tale dimostrazione è piii autica di quella del teorema di
HERMITE ed è fondata su considerazioni aesai più semplici (1).

Usaiido di considerazioni analoghe ed altrettanto sempliei
Ö. Rrici diïïioströ la seguente proposizione, iu cui il fceorema di
LioxTViLiiiB ri entra oome caso particolare:

qualunque ^ia F intero razionale non nullo t e qualunque sia
la quintupla di numeri non tutti nulli (y0, v t , y8, y3, y4) interi ap-
partenenti al carapo K(i) di Grir^s, risulta:

2 2 2t _ 2 i

(3) Cfr. ad es. IJ P O I ^ T T Ï , Tavoïe dei numeri primi entro limiti diversi
e tavoïe affïtri, MiUno, Î920.

(4) fed »T. liiouviLLB, « Journal de Mathématiques », t. 5 e (1840), pp.
192-104

(2) Ved Gr R cor- « BoUeitino delVUnione Matematica I ta l iana ». Anno
X I I I , n. 2, aprilo 1934, pp 8P-92.
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Ora noi Yogliamo far Tedere corne, modificando lo schema di
ragionamento usato da Gr. RICCI, si possa dimostrare il seguente
teoremaj:

qualunque sia Vintero razionale t, non nullo, e qnali che siano
i sette numeri non tutti nulli (YOYIYSYSŶ YSYJ interi appartenenti al
campo K(j) di Jacobi-Eisenstein si ha sempre:

3 i iV 3 3~i\/3~ -3+iV§" —3—^3" ujl[ —i^JÏÏ

Yo ->- Ti e *H H - t%e 2t -h vae 2* -H yAe ^ ^ " - H Y S 6 " 7 " •+- Y ô e " 1

Il teorema è oTYio se uno solo dei Y è non nullo, supporremo
dunque che almeno due di tali coefficient siano diversi da zero.

Notiamo anzitutto che se indichiamo con '^^^^^yiQ le sei ra-
dici bieubiche dell'unità la superiore disuguagliaBS5a si puö scrivere

6 -nî
To-+- 2 yse^'Bt =|=0.

8 = 1

Posto ora. al variare di n per Y al o ri interi

Bi ottiene ,per n > z^ — 2 2)(n H- 3) + * ' ' ( — (n

1
\n -+- *JJ ) (»+l]!\ n f- 2

p e r w —*• co .

Osserviamo adesso che non possono esistere sette interi conse-
cutivi n = ^ 0 -4 'mf'Wi ̂ 0 , 1, 2, 3, 4, 5, 6) pei quali si abbia simulta-
ne amen te

Infatti, sottraendo da ciascuna di queste uguaglianze, esclusa
la prima, la précédente si otterrebbero le sei relazioni, lineari

6 / yr \n
omogenee nei Y ? 2 YS U\ 3V) = : ^ [^0Ye n ^aria dall'una alVal-

tra assumendo i valori n^ -h m con ni = 1, 2, 3, 4, 5, 6] le quali sono
incompatibili poichè i Y* Ï1011 sono tutti nulli e gli rls tutti diversi
fra loro.

Scegliamo poi n — 3* -t- iT(& > 3, 0 < 7T< 6) intero razionale in
guisa che si abbia
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[Fissato h è sempre possibile scegliere un opportune» ralore di

y in virtu della osservazione superiore].
Consideriamo ora Ie frazioni

i _ i ( f ( ? ! ^
't. 1 ! ' *2 • 2 ! ' ^ . 3 ! ' * ' * ' P*. n ! * » . » ! '

3 2

'u l t ima di queste frazioni si puö scrivere ~yür~ dove
H

* . = " • " '
Q~~Y~~ ^ certamente un numero razionale, essendo

n — K — 1 = 311 — 1^0(mod. 2), ed è di piii intero poichè Vespo-
nente ln della massima potenza di 8 che divide n ! soddisfa alla
limit azione

> 2 £ =3 '
il IL " S:

~~ 3— 1 "" 2

Oonsideriamo quindi una qualunque delle frazioni - ; -j- e fac-
r/ • tr

ciamo il prodotto P, della frazione considerata per M„, avremo

r/ «—g-i
3 2 3

Osserviamo quindi che 1' esponente Z, ' della massima potenza

di 3 che divide —- soddisfa alla limitazione
r!

— K-l % r

— ^ s Dove, nel caso in cui sia g un

numero fratto, la superiore disuguaglianza vale certo in senso
forte. Quindi sarà P,. un numero intero razionale, oppure un nu-
mero della forma N\lÛ dove N è inteî o razionale, secondo che sia
r pari o dispari.

Ora Ie frazioni risultanti dallo sviluppo di una qualunque delle

/* \ /3 \ r V
fn che interessano il nostro studio sono del tipo \—f j • ry • ^ *a**

/iV3\ r 1 ^
tore y\s

r è una uni ta di K{j), mentre il fattore t —̂—1 •—f ha per
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(V3)
modulo T~~f, quindi, moltiplicando per Mn, si trasforma, per

quanto abbiamo visto, o in un intero razionale (quando r è pari),
o in un imnmginario puro délia forma iN^/S (quando r è dispa-
ri), cioè in ogni caso in un intero di K(j).

Perciö la fn9 moltiplicata per Mn, dà per prodotto un intero
di K(j) ed il numero

è un intero di K(j) non nullo per il modo con cui è stato scelto n.
Si avrà quindi

Yo

6 / r*]i\l 1
^ Ys/iïNV^rr) ^ v̂ ~ e potremo quindi scriscrxvere

6

Yo "*- 2 ï

n+l

per n abbastanza grande. Da quest'ultima disuguaglianza segue
immediatamente il nostro asserto*

In particolare nel caso in cui si abbia

dal teorema ora stabilito si deduce la disuguaglianza
3 3 \

. „ \

c2e
 aH-c3l=|=0.

/

-
cos -HT- [c.e21

OSSERTAZIONB. - Con ragionamento analogo al précédente, anzi
più di esso coerente allo schema di dimostrazione di G, RICCI, si
puö dimostrare il teorema

6 Ü!
Y«+2 Y l e ' =j=0,

dove i simboli hanno il solito significato* Da questa proposizione
Beende ancora corne corollario il teorema di IJIOUVILIJE, quando vi
si assuma f = l e nulli tutti i coefficienti ys esclusi quei due che
corrispondono ai valori l e — 1 degli r\s.

È degno di nota iuoltre il fatto che mentre il teorema di
LiotrviiiJUE si puö riguardare corne corollario del teorema di HER-
MTTE, invece quello qui dimostrato, cosï corne quello di G. Bicci,
si possono far derivare soltanto dal teorema di


