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SEZIONE STORICO-DIDATTICA

Tnterçretazioni di uu teôrema di Geometria elementare»

Nota di LTJIGI BRUSOTTI (a Pavia).

'Santo. - Bi un teorema di Geometria elementare si rlànno interpretasioni
perhnenti alla Geometria proiettiva sulla retta complessa, alla teoria
invartantiva délie forme algebriche binarie ed alla teoria della cubica
gobba.

1. Bipetutamente (*) è stata richiamata 1' attenzione sul teorema
seguente di Greometria piana elementare:

Se esternamente ad un triangolo e sui lati di esso rispettivamente
si costruiscono tre triangoli equilateri. i centri di questi sono vertici
di un triangolo equilatero.

Si puö peraltro aggiungere che alla stessa conclusione si per-
viene costruendo i triangoli equilateri da banda opposta e di più (*)
che il risultato permane anche se il triangolo dato degenera in una
ierna di punti allineati distinti e nei segmenti che li congiungono
a due a due.

Qui si suppongono arrecati al teorema tali complementi? mentre
volutamente si esclude l'estensione al caso di tre punti non tutti di-
stinti ed il conseguente intervento di triangoli equilateri a lati nulli.

Sotto quest' ultimo aspetto è perö eccezionale il caso in cui sia
equilatero lo stesso triangolo assegnato, perché i triangoli di una
délie terne costruite roincidono in questo, nel centro del quale
no coincidono dunque i centri, producendo un triangolo a lati nulli.

(*) Cfr. per es. Questione proposta da O. CHISINI e Bisposte a quella in
« Period. di Mat. », (4), 1, 1921, pp. 129 e 230-331; ivi è riportata la tra-
dizione, accolta da A. FAIFOFER, che la questione sia stata sottoposta da
JSTAPOLBONE BUONAPARTE a J. L. TJAGRANGE.

(2) Cfr. A. CAVALLAKO, Proprietà del triangolo che si conservano al li-
mite collineare, « Boll, di Mat. », (4), 1, 1940, pp. 42-43.
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2. I l piano del triangolo si assuma come piano di ARGAND—
GrAuss, cosicchè se ne pensino i punt i corne immagini di quel l i
di una re t ta intesa nel senso délia variabil i tà complessa (il pun ta
del piano su cui è deposto il valore z délia variabile coiaplessa
essendo immagme per es. del punto délia ret ta al quale spetti
ascissa z).

È noto che le generiche proiettività sulla ret ta hanno per im-
magini trasformazioni cremoniane quadratiche mutant i cerchi in
cercM (affinità drcolari di A. F . MÖBITJS), conservanti - il verso delle^
rotazioni ; le proiet t ivi tà affini (che cioè lasciano fisso il punto al-
Pinfini to délia retta) hanno *perö per immagini similitudini dirette.
E reciprocamente (3).

D ' a l t r a par te è p u r noto che, assunta sulla ret ta una te rna di
punt i distinti , essa è mutata. in se da un gruppo di sei proiett ività
isomorf o a quello totale délie permutazioni dei tre punt i e che pér-
il relativo sottogruppo ciclico d 'ordine tre sono uni t i due pun t i
costituenti la cosiddetta coppia Hessiana (4).

Poichè un triangolo equilatero è mutato in se da un gruppo
ciclico d 'ord ine t re di rotazioni, nel quale sono uni t i il centro e=
l 'un ico punto ail ' infinit o del piano di ARGAND-GTAUSS, cosi esso ri-
sulta* imm agine di u n a te rna délia cui coppia Hessiana fa parte il punto
alFinfini to délia re t ta (5). E la proprietà facilmente si inver te .

U interpretazione che délia proposizione elementare immédia-
tamente ne scende è sostanzialmente d'indole proiettiva e conviens
quindi sia enunciata sostituendo al punto all ' infinito délia ret ta
u n punto comunque su di essa fissato (per il che basterebbe del
resto in tendere z, anzichè come ascissa, come coordinata proiett iva
generica).

(3) Cf r. p, es. E . BBLTRAMI, Bicerche sulla Geometria délie forme binarie
cubiche, « Memorie dell' Accademia délie Scienze dell' Isti tato di Bologna » (2),.
9,3869, pp. 607-657, oppure Opère matematiche, % Milano 1904, pp. 129-181.
n. 6 e per ulteriori notizie e riferimenti L. BERZOLARI, Algebraïsche Tran-
sformationen und Kor respondenten in « Encycl. der math. Wiss. », I I I 2 , 1922,
pp. 1781-2218, a pag. 2029.

(4) Cfr. p . es. A. CLEBSCH, Theorie der binàren algébraischen Wormen,.
Leipzig 1872, pag. 132.

(5) Se la coppia Hessiana si présenta come quella dei pnnti ciascuno
dei quali cou quelli délia térna data forma quaterna equianarmonica, la
proprietà qui ricordata coincide con quella esposta in A. C L B B S C H - F . I Ü N -
DEMANN, Vorlesungen über Geometrie, l, Leipzig 1891, pp. 635-636 ; l j .
Leipzig und Berl in 1932 (zweite Auflage), pag. 851. Alla stessa conclusione
si giunge peraltro adattando al caso particolare la costruzione generale-
per la immagine délia, coppia Hessiana indicata in E. BELTRAJII (3), n. 13.



INTE&PRETAZIONE Dl UN TEOKEMA Dl GEOMETRIA ELEMENTARE 4 5

Si lia cosi :
Data su una retta una terna

A, B, C

di punti distinti ed un punto M distinto da quelli, indi introdotte*
le due terne di cui fa parte la coppia BC ed alla cui coppia Hes-
siana appartiene M, dicansi A,, As * punti che con M risp. costi-
tuiscono tale coppia Hessiana ed analogo significato abbiano/B1, B8 ,
Cj, C2 con permutations drcolare di lettere. Allora gli indici 1, 2
possono assegnarsi in modo che M appartenga alla coppia Hessiana
di dascuna delle terne:

Al9 Bx, C i ;

A%, -B2, C2.

Se perd M appartiene alla coppia Hessiana M, ïï di A, B? C è-
da porsi A2 ^ B2 = C2 ̂  II e risulta indeterminata la coppia Hes-*
siana di A2J) B2i C2, mentre èM, ïï quella di A2, B^ C^

Rammentando poi come, posto :

z — zx : z%

e cosï conseguita 1'omogeneitk, la coppia ÏÏessiana sia rappresen-
tata dall' annullarsi dello Hessiano della forma binaria cubica rap-
présentante col STIO annullarsi la terna, segue pure:

Data una forma (binaria) cubica di fattori lineari distinti

ed una forma lineare fx distinta da quelli, introdotte le due forme
cubiche divisibili per py e collo Hessiano divisibile per }*., dicansi <x.ï9 a2.
i rispettivi rimanenti fattori lineari dello Hessiano ed analogo si-
gnificato si attribuisca a ^ , $i9 ylf ^i. Allora gli indici 1, 2 possono
assegnarsi in mo$o che dascuna delle forme cubiche

abbia Hessiano divisibile per JJL.
Se perd lo Hessiano di afiy è divisibile per ^ (e sia = ^ ) , è da

porsi a2 ̂  S2 = Y2 ^ i ond} è identicamente nullo lo Hessiano di a2p2y2>

essendo poi ^ \t.y (a meno di un fattore costante) quello di a^y, .

S. Un ulteriore passo puö farsi interpretando i coefficienti della
forma binaria cubica come coordinate proiettive omogenee di punto
nello spazio ordinario, cosicchè ogni forma (assegnata a meno di
un fattore costante) abbia nello spazio il suo punto immagine.



4:6 L# BRU s o m

È noto allora (6) che i punti immagini dei cubi délie forme li-
neari sono quelli di una cubica gobba, cosi biunivocamente corri-
spondenti a tali forme lineari; anzi data una forma cubica binaria,
i fattori lineari di essa corrispondono ai punti di contatto dei tre
piani osculatori condotti alla curva dal punto imniagine e quelli
dello Hessiano ai due punti d'appoggio délia corda condotta dal
punto immagine alla curva.

Tenendo conto di tutto eiö si giunge alla proposizione seguente :
Data una cubica góbba, assunto un punto P fuori della svilup-

pabile delle tangenti, indi tin punto M stüla curva ma fuori dei
piani osculatori uscenti da P, del triedro da questi formato si in-
troducano gli spigoli

a} b, c,

e dicasi F il cono quadrico proietiante da M la curva; siano allora:

(1) Al9 At; Blf B2; Cx, C2

Ie coppie di punti in cui a; b ; c risp. incontrano T. Si proietti ciascun
punto (1) da M sulla curva e, consid&rato il piano osctilatore nel
punto proiezione, dicansi ordinatamente

a u a
2 ; P i - P«; Yi^ Ys

tali piani. Si possono allora assegnare gli indici 1, 2 in modo che
i punti

N

giacciano su T.
Se perd il punto P è su F e SOÎÎO M3 H i punti di appoggio della

corda uscente da P, è da porsi A2 ^ B2 == C2 ^ P, onde a2 ^ ps ̂  y3

ed (al limite) ~N2 = H, essendo poi Nj sulla XH.
Accanto a questa varrà la proposizione duale nello spazio, per

il che giova ricordare che ente duale della cubica gobba è il si-
stema dei piani ad essa osculatori.

4. I teoremi che qui si sono andati deducendo da quello di Greo-

(6) Cfr. sull'argomento: Gr. PITTARELLI, La cubica gobba e le forme bi-
narie quadratiche e citbiche, « Griox̂ nale di Matematiche », 17,1879, pp. 260-310;
R. STURM, Barstellung btnarer Formen ùber cubischen Bau^ncurve^ « Journal
fur die reine und ang. Math.», 86, 1879, pp. 116-146; L. BERZOLARI, In-
torno alla rappresentazione delle forme cubiche e biquadratiche sttlla cubica
gobba, « Rend. Cire. mat. di Palermo >, 5, 1891, pp. 9-32, 33-50.
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me tri a elementare, per quant o non sembrino facilmente prevediblli
direttamente. non hanno forse grande rilievo.

Ma non è eert o privo d' interesse il nuovo esempio ch' es si of-
frono di rapporti anche insospettati f ra campi dJ indagine apparen-
temente lontani.


