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Introduzione

La definizione intrinseca delle statistiche di particelle fornita dai settori di
superselezione nell’ambito della Teoria Algebrica dei Campi Quantistici per-
mette di associare in modo naturale ad ogni settore una classe di equivalenza
unitaria di rappresentazioni del gruppo delle permutazioni, che descrive le
statistiche degli stati multiparticellari. Ma, mentre in uno spazio-tempo
(3+1)-dimensionale campi e particelle rispettano 1’alternativa Bose-Fermi,
esibendo parastatistiche fermioniche o bosoniche di ordine dato, in uno spa-
zio di Minkowski di dimensione inferiore le statistiche di particelle risulta-
no descritte, in generale, da una rappresentazione del gruppo delle trecce.
La discussione dei primi modelli per particelle con una rappresentazione
1-dimensionale del gruppo delle trecce si trovano gia in [Wi] dove, tra 1'al-
tro, venne coniato il termine anione per indicare una particella che esibisce
questo nuovo genere di statistica, mentre il termine plektone & riservato al
caso generale, in cui la rappresentazione irriducibile finito-dimensionale del
gruppo delle trecce ha dimensione superiore.

In uno spazio-tempo (2+1)-dimensionale i campi quantistici strettamen-
te locali (ovvero localizzati in regioni limitate) sono ancora soggetti all’al-
ternativa Bose-Fermi, ma particelle “estese”, accoppiate al vuoto da cam-
pi localizzati in coni di ampiezze angolari arbitrariamente piceole, possono
esibire statistiche intermedie. I settori di superselezione nelle teorie quadri-
dimensionali dei campi quantistici sono classificati da classi di equivalenza
di rappresentazioni irriducibili del gruppo compatto delle simmetrie interne
[DRY0], ma alcuni modelli, elaborati prevalentemente nella teoria (1+41)-
dimensionale dei campi conformi, esibiscono una ricca struttura di settori di
superselezione che non sembra adattarsi alla teoria delle rappresentazioni di
alcun gruppo.

La statistica di un settore descrive gli effetti dello scambio di cariche
identiche. Nel caso (1+1)-dimensionale, la teoria DHR ammette la pos-
sibilitd di due operatori statistici distinti, I'uno linverso dell’altro, come
conseguenza del fatto che il complemento causale di regioni limitate dello
spazio-tempo e costituito da due componenti connesse. L’operatore stati-
stico & un invariante topologico rispetto alla scelta di una coppia di regioni
ausiliarie causalmente disgiunte, purché tali coppie possano essere deforma-
te I'una nell’altra con continuitd mantenendo una separazione relativa di



tipo spazio. Quindi, il gruppo delle trecce entra in gioco nella descrizione
della statistica per cariche di superselezione DHR localizzate in doppi coni
(141)-dimensionali {diamanti), nonché in intervalli della retta reale {cono
luce), ma anche per teorie {2+41)-dimensionali con cariche localizzate in co-
ni infiniti di tipo spazio contenuti nel complemento dell’ombra causale di
una direzione spacelike di riferimento, che rappresenta il caso generale per
particelle massive in almeno (2+1)-dimensioni.

Una conseguenza della non banalitd delle statistiche di particelle in una
teoria dei campi in bassa dimensione é il problema della costruzione di uno
spazio di Fock plektonico. Nelle teorie locali quadridimensionali, lo spazio
di Hilbert dei vettori di stato di un sistema di n particelle distinguibili ¢ il
prodotto tensoriale degli spazi di Hilbert di singola particella. L’n—esima
potenza tensoriale simmetrizzata (anti-simmetrizzata) dello spazio di Hilbert
di singola particella e lo spazio di una rappresentazione per un sistema di n
bosoni (fermioni) indistinguibili, sul quale le rappresentazioni irriducibili di
singola particella determinano, in assenza di interazioni, la rappresentazione
del gruppo di rivestimento universale del gruppo di Poincaré. Lo spazio di
Fock pud dunque essere definito coma la somma diretta su tutte le potenze
tensoriali simmetrizzate (antisimmetrizzate) non negative (con le opportune
identificazioni). La stessa tecnica, applicata allo spazio di Hilbert di una
rappresentazione finito-dimensionale del gruppo delle trecce, non € sufficien-
te per costruire un analogo delle spazio di Fock per teorie di campo in bassa
dimensione, in quanto non si dispone di campi liberi non relativistici cova-
rianti rispetto al gruppo di Galilei e di campi liberi relativistici covarianti
per il gruppo di Poincaré e compatibili con una teoria locale ([MS]). Nel caso
di statistiche delle permutazioni, lo spazio multiparticellare & ottenuto dalla
scelta di una metrica invariante per Poincaré (determinata dalla statistica)
sul prodotto tensoriale di rappresentazioni del gruppo di Poincaré su spazi
di singola particella, ma questo non e piu vero nel caso plektonico in quanto
le regole di somma per gli spin coinvolgono le statistiche [Fred89]. Dunque,
lo spazio degli stati multiplektonici non ¢ in generale isomorfo ad un prodot-
to tensoriale di spazi di singola particella in virtu della non banalitd delle
statistiche decritte dal gruppo delle trecce, ed una descrizione soddisfacente
dello spazio dei vettori di scattering in termini di campi asintotici non e di-
sponibile. Tuttavia, strutture plektoniche sono state discusse ed analizzate
nel contesto della teoria algebrica dei campi quantistici e si pud disporre di
una soddisfacente teoria dello scattering alla Haag-Ruelle ad esse associa-
te. La struttura topologico-algebrica ed analitico-differenziale dello spazio
di Hilbert plektonico ¢ stata compiutamente caratterizzata nel formalismo
dei fibrati vettoriali su varieta regolari nell’ambito di un opportuno processo
di quantizzazione. Inoltre, sembra che un modo conveniente di affrontare il
problema consista nel considerare il pit generale gruppo delle trecce a nastri,
che descrive un plektone dotato di un ulteriore grado di liberta interno.

Nel contesto della teoria dell’algebra CAR sullo spazio di Fock fermionico



esiste una nozione naturale di seconda quantizzazione adattata alla tratta-
zione di particelle relativistiche, pit1 appropriata ad una teoria in cui sorge il
problema delle energie negative (non fisiche). I risultati ottenuti nel campo
dell'implementabilita di certi gruppi di gauge fermionici possono essere uti-
lizzati per costruire un modello che esibisce statistiche anioniche nell’ambito
dell’approccio algebrico ai campi liberi massivi di Dirac in (1+1)-dimensioni.
Una classe di automorfismi di Bogoliubov unitariamente implementabili nel-
la rappresentazione di Fock inducono in modo naturale una famiglia di au-
tomorfismi localizzati e trasportabili dell’algebra delle osservabili, indotti da
portatori di carica non locali e non appartenenti nemmeno all’algebra dei
campi .%. La statistica dei settori, il cui studio & inizialmente condotto se-
condo i canoni della teoria DHR, risulta dipendente non solo dalla carica
(dal settore), ma anche da un parametro continuo che indicizza una colle-
zione di automorfismi unitariamente implementabili che non portano cari-
ca ma che hanno leffetto anomalo, riscontrabile solo in uno spazio-tempo
(1+1)-dimensionale, di alterare la statistica (Cf. [Sch]). In assenza di tali
automorfismi, infatti, la statistica ritorna ad essere quella ordinaria.

Un altro comportamento anomalo che ha origine in un contesto cosi par-
ticolare (spazio-tempo bidimensionale + violazione della dualita di Haag) ¢
rappresentato dal fatto che la statistica del prodotto non coincide necessa-
riamente con il prodotto delle statistiche. Precisamente, la composizione di
due automorfismi con statistiche ordinarie pud dare luogo ad un automorfi-
smo con statistica delle trecce, fenomeno imputabile al fatto che I'operatore
di monodromia, che fornisce una misura di quanto la statistica si discosti
da quella delle permutazioni, non & banale. Come & noto [DHR69b], tale
possibilitd & preclusa in una teoria dei campi (3+1)-dimensionale che soddi-
sfi alla dualita di Haag, dove la corrispondenza che associa ad ogni settore
di superselezione il suo operatore statistico ¢ un autentico omomorfismo fra
la famiglia delle classi di equivalenza unitaria di automorfismi localizzati e
covarianti ed il gruppo Zso (il cui nucleo si identifica con il sottogruppo dei
settori di Bose; il complementare di questo nucleo, costituito dagli elementi
mappati in —1, & I'insieme dei settori di Fermi). Purtroppo, la rete del-
le osservabili non soddisfa alla dualita di Haag e pertanto una gran parte
delle dimostrazioni abitualmente presentate in AQFT non sono adeguate
alla presente trattazione, ed in taluni casi non & possibile fornire una di-
mostrazione alternativa che aggiri tale ostacolo ma, anzi, si possono trovare
semplici controesempi. L’operatore statistico, tuttavia, continua ad avere
le proprieta formali tipiche delle teorie a dimensione superiore in quanto gli
intertwiners unitari continuano ad essere elementi locali di %7, non risen-
tendo apparentemente della violazione della dualitd di Haag. Procedendo
formalmente sulla falsa riga della teoria DHR si costruisce un operatore sta-
tistico, ma in realtd I'assenza della dualita ed il fatto che gli implementatori
unitari (portatori di carica) non sono nell’algebra dei campi lascia insospesa
la questione se la statistica di questi settori sia un braiding autentico. Non



¢ sufficiente, infatti, procedere formalmente applicando passo dopo passo la
teoria DHR, in cui si trattano oggetti locali in un teoria, tra I'altro, in cui
la dualita di Haag € imprescindibile. In altri termini, nell’ambito della teo-
ria del campo libero massivo di Dirac in (141) dimensioni non € possibile
limitarsi alla tecniche esposte in [DHR71] e [DHR74], in cui si passa dal-
le rappresentazioni selezionate e loro intertwiners agli endomorfismi e loro
intertwiners. In quel contesto, una volta stabilito che gli endomorfismi di
un’algebra C* ed i loro operatori di allacciamento formano una categoria
tensoriale, la simmetria poteva essere dedotta analizzando le proprieta di
commutazione degli intertwiners. Nel caso di localizzazione in coni di tipo
spazio, sebbene gli operatori di allacciamento non appartengano all’algebra
delle osservabili, si pud costruire comunque una categoria tensoriale sim-
metrica C* [DR90]. Si ricorre, pertanto, ad un diversa nozione di braiding
[BDMRSD], con un metodo d’indagine che si estende anche al caso in cui
gli interwiners non appartengano all’algebra dove agiscono gli endomorfi-
smi, ed a questi ultimi non si richiede di essere localmente interni, ma solo
asintoticamente interni. Grazie alla condizione di abelianita asintotica degli
intertwiners e possibile costruire una braidologia, ¢ quindi un intrecciamento
per una opportuna sottocategoria picna di End(«/). A differenza dei mo-
delli (2+1)-dimensionali, le cui regioni di localizzazione “asintotiche” sono
costituite da coni di tipo spazio, nel caso in questione una scelta analoga
¢ rappresentata dai wedges, ma adesso non € pil possibile costruire una
coppia di braidologie mutuamente cofinali, ovvero appartenenti alla stessa
componente connessa per cammini, e questo proprio a causa della geometria
dello spazio-tempo (1+1)-dimensionale.

Per capire meglio da dove hanno origine le difficolta che si incontrano
lavorando in tale contesto, conviene delineare il punto di vista abitualmente
adottato in una teoria quantistica locale. Considereremo una teoria dei
campi quantistici specificata da una rete di algebre di von Neumann, ovvero
una mappa

O - F(O) (1)

che ad ogni regione limitata nello spazio di Minkowski (1+41)-dimensionale
associa un’algebra di von Neumann su uno stesso spazio di Hilbert 57, in
modo tale che sia soddisfatta la propricta di isotonia

O, COy = y((l)l) C y((’)g) (2)
Si assume che algebra quasi-locale .% definita da
T
F =\ #0 (3)
e

sull’insieme X dei doppi coni sia irriducibile, %' = C1 e, inoltre, che la rete
soddisfi alle relazioni di commutazione di Bose-Fermi: ogni operatore locale



si decompone in una parte bosonica ed in una parte fermionica F = Fy +F_
in modo tale che, per ogni coppia di elementi F, G spazialmente separati, si
ha:

[F'i-vG'i-]:[F'i-ﬂFf]:[Ffva'i-]:{F*vG*}:O' (4)

Precisamente,

Fi = Z(F + Ady(F), (5)

dove V = V* = V1 & I'operatore unitario che agisce in modo banale sui
vettori bosonici e come —1 sui vettori fermionici. Per formulare in modo pitl
conveniente questa nozione di localita si introduce 'operazione di “twisting”
FT=ZFZ*, dove —_
+1

Z=—F (6)
Applicato separatamente alle parti bosoniche e fermioniche, fornisce ZF Z* =
F,, ZF Z* = iVF_, da cui [F,G"] = 0. Pertanto, la localitd twisted
assume la forma

F(0) c F(O'). (7)

La, covarianza, rispetto al gruppo di Poincaré & & implementata assumendo
Iesistenza di una rappresentazione unitaria fortemente continua su 57 di &
tale che

ara)(F(0)) = AdU(A,a)(F(0)) = F(AO + a). (8)

Lo spettro dei generatori delle traslazioni (momenti) deve essere contenuto
nella chiusura del cono luce positivo e si assume lesistenza di un unico
vettore di vuoto € invariante per £,

Un ulteriore assioma, relativo alle simmetrie interne della teoria, stabi-
lisce Vesistenza di un gruppo compatto G, anch’esso rappresentato in modo
fortemente continuo da operatori unitari su 47, che lascia invariante il vuo-
to e tale che gli automorfismi ay(F) = Ady,)(F) di #B(H) rispettano la
struttura locale:

ay(F(0)) = F(0). (9)

Per comodita si pud supporre che tale azione sia fedele (o, # id Vg € G*),
senza, che cid costituisca una reale restrizione, in quanto € sempre possibile
quozientare rispetto al nucleo dell’lomomorfismo G — Aut(.%). Inoltre, non &
sempre necessario postulare la compattezza di G in quanto cid & conseguenza
della proprieta split (laddove questa sia verificata). In particolare, esiste un
elemento k di ordine 2 nel centro del gruppo G tale che V = U(k). Questo
implica che T'algebra delle osservabili locali in (), definita come la parte
invariante rispetto all’azione di ¢

d(0) = F(0)° = F(0) UG, (10)

soddisfa alla localita di Haag. In (1-+1) dimensioni le rappresentazioni del
gruppo di Poincaré non commutano necessariamente con le rappresentazioni



del gruppo delle simmetrie interne. Tuttavia, per una larga classe di teorie
le traslazioni commutano con le simmetrie interne mentre i boosts agiscono
come automorfismi sul gruppo Gmax di tutte le simmetrie interne.

Di cruciale importanza ¢ la nozione di localita, che esprime una proprieta
di massimalita, nel senso che non si puo disporre di algebre locali piti gran-
di, sullo stesso spazio di Hilbert, senza violare la localitd. Analogamente,
Passioma della dualita twisted per i campi rafforza la proprieta di localita
twisted, asserendo che

F(O) = F(0O, (11)

ovvero: Z(('), lalgebra di von Neumann generata da tutte le algebre
F(01), O O O € K, contiene tutti gli operatori che commutano con
lalgebra ottenuta applicando il twisting a .# (). Tale proprieta risulta es-
sere valida per i campi liberi massivi scalari e di Dirac e per i campi di Dirac
a massa nulla, in almeno (1+1) dimensioni, nonche per i campi scalari liberi
in dimensione superiore, oltre che per una vasta classe di teorie con intera-
zione. Una conseguenza della (11) ¢ la dualita dell’algebra delle osservabili
nel settore del vuoto

(,;J(O)| ) = ;J(O’)| : (12)
FH S

Un settore # & semplice se il gruppo G agisce su di esso come la moltipli-
cazione per un carattere

U(9)| =x(g) - L (13)
FH S

Chiaramente, il settore del vuoto & semplice. Inoltre, le rappresentazioni
irriducibili degli osservabili sui settori carichi in % sono fortemente local-
mente equivalenti, nel senso che per ogni rappresentazione 7w(A) = Al e
per ogni O € K esiste un operatore unitario Vp : 5 — 5% tale che

Vomo(A) = m(A)Vo VA€ (0. (14)

Tale condizione (criterio di selezione DHR), unitamente alla dualita di Haag,
costituisce il punto di partenza dell’approccio algebriceo alla teoria dei settori
di superselezione, la cui idea di base € che tutte le informazioni fisicamente
rilevanti di una qualunque teoria dei campi quantistici sono deducibili delle
osservabili e dalle loro rappresentazioni. Tutte le rappresentazioni fisica-
mente significative, cosi come i campi carichi non osservabili che connettono
queste rappresentazioni al settore del vuoto, dovrebbero poter essere costrui-
te dalle osservabili. Un ulteriore postulato stabilisce che la rappresentazione
del vuoto e le altre rappresentazioni di interesse per la fisica sono tali che

mo(H(0) = m((O) (15)
VO e K, (16)

1

7r|.§5/((’)’) 7r0|Va:/<<9')

7



rispettivamente. Nell’ambito dell’approccio algebrico ¢ stato possibile di-
mostrare l'esistenza di una rete (essenzialmente unica) di algebre di campi,
con un unico gruppo compatto di simmetrie interne G, per i quali esiste un
morfismo tra la categoria monoidale stretta simmetrica dei settori di super-
selezione soddisfacenti la (16), dotata della struttura di prodotto stabilita
in [DHR71], e la categoria delle rappresentazioni finito-dimensionali di G.

Esiste, inoltre, un legame stretto tra la dualita di Haag ed il fenome-
no della rottura spontanea di simmetria. Se si assume che solo un sot-
togruppo proprio Gy di G sia unitariamente implementato su 3¢, allora
la rete B(0) = F(0) soddisfa alla dualitd di Haag allorché ristretta a
Hpy = A0, laddove /(Q) = F(O)“, essendo una sottorete propria di &,
viola questa proprieta. Definendo, allora, la rete duale (su 54))

AU 0) = (0, (17)
la rete dei punti fissi .7 soddisfa alla dualita essenziale
A 0) = & 0O), (18)

(la dualita alla Haag si riduce alla condizione 7 (0) = #%(0)) e coincide
con la rete &, ovvero #4(Q) = B(0).

In uno spazio-tempo (1+1)-dimensionale gran parte dell’analisi appena
accennata non e piu valida, a causa di alcune peculiaritd topologiche tipi-
che delle spazio di Minkowski bidimensionale. Innanzitutto, in tale contesto
esiste una distinzione, invariante per Poincaré, tra destra e sinistra, in quan-
to per un vettore di tipo spazio z il segno di z; € invariante rispetto alla
componente connessa dell’identita di &2. Tale caratteristica e alla base del-
Pesistenza dei settori solitonici, studiati nel contesto della teoria generale e
costruttiva dei campi quantistici. Un’altra particolarita della topologia di
uno spazio di Minkowski (1+1)-dimensionale consiste nel fatto che il com-
plemento di tipo spazio di una regione limitata e connessa (in particolare,
un doppio cono), consiste di due componenti connesse. Le implicazioni di
questo fatto sono duplici. In primo luogo, nell’adattamento dell’analisi DHR
al caso (1+1)-dimensionale, il gruppo delle permutazioni Sy, che regola la
statistica, ¢ sostituito dal gruppo delle trecce Bo,. La non connessione di
' si manifesta anche quando si assume come punto di partenza la rete dei
campi % con gruppo di simmetria G unitariamente implementato. E noto
come, in dimensione > (2 + 1), la restrizione della rete dei punti fissi <7 ai
settori semplici in . soddisfa la dualita di Haag non appena la rete dei
campi .# soddisfi la dualita twisted. Ma il passaggio dalla (11) alla (16) non
¢ sempre possibile in (1+1) dimensioni ¢ pertanto non si pud dedurre, dalla
dualitd twisted dei campi, la dualitd di Haag per le osservabili nei settori
semplici (operazione possibile nelle teorie conformi). Per comprendere le
origini di questo fenomeno, si fissi un O € K. E possibile costruire operatori
gauge-invarianti in .# (O') che sono ovviamente contenuti in %7 (0)’ ma non



in &7(Q'), in quanto quest’ultima algebra, essendo associata ad una regione
non connessa, € generata, per definizione, dalle algebre degli osservabili as-
sociate alla componente di destra e di sinistra del complemento causale di
O, rispettivamente. Quest’algebra non contiene operatori gauge-invarianti
costruiti usando campi localizzati in entrambe le componenti.

Altre evidenze suggeriscono che in (1+1) dimensioni la dualitd di Haag
non pud essere soddisfatta dalla rete dei punti fissi (di una rete di campi)
rispetto all’azione di un gruppo di gauge globale, nemmeno nei settori sem-
plici (cosa non piu vera in dimensione > (2 + 1)). Tale fenomeno ¢ stato
analizzato specialmente sotto 'ipotesi aggiuntiva che i campi soddisfino la
proprita split per i wedge, che nella teoria massiva di Dirac (e non solo)
& stata verificata. La dualitd di Haag, unitamente a tale proprietd split,
preclude l'esistenza di settori di superselezione generati localmente. Piu
precisamente, se la rappresentazione del vuoto soddisfa la dualita di Haag e
la proprieta split per i wedge, ogni rappresentazione DHR. irriducibile ¢ uni-
tariamente equivalente alla rappresentazione del vuoto (Cf. [Mue98]). Tale
limitazione non ¢ imputabile al fatto che O’ non ¢ connesso, in quanto il pre-
cedente risultato si puo estendere anche alle rappresentazioni di tipo wedge
(rappresentazioni che sono localizzate solo in regioni wedge).

Tutte queste limitazioni, se da un lato precludono un utilizzo completo
della teoria DHR, dall’altro giustificano il comportamento anomalo delle sta-
tistiche di particelle. In effetti, ad ulteriore conferma delle peculiarita citate
in precedenza, occorre osservare (Cf. [Sch]) che, in uno spazio-tempo bidi-
mensionale, contesto naturale della fisica dei solitoni, non si pud affermare
a priori che le statistiche del gruppo delle trecce costituiscano una proprieta
intrinseca della composizione dei settori di superselezione (regole di fusione)
[Fred90]. In effetti, per gli anioni & possibile esibire esempi espliciti di opera-
tori massivi (gli operatori di disordine) che modificano la statistica pur non
trasportando carica, dimostrando che la composizione di cariche, a differen-
za del caso massivo tridimensionale o del caso 1-dimensionale delle teorie
conformi chirali, non induce una statistica ben definita in teorie massive in
(1+1) dimensioni.

La tesi & cosi organizzata. Nel primo capitolo viene delineata la teoria
algebrica dei campi quantistici, specializzando la trattazione in funzione del-
Panalisi DHR in (1+1) dimensioni, e presentando una breve panoramica del
caso (2+1)-dimensionale al fine di sottolineare la particolarita del contesto
nel quale lavoreremo anche rispetto al caso tridimensionale. Poiché lo spazio
di Minkovski (1+1)-dimensionale & il contesto pil naturale per la fisica dei
solitoni, viene presentata una breve trattazione della teoria dei settori soli-
tonici. Nel secondo capitolo vengono forniti i lineamenti della piu specifica
teoria matematica qui utilizzata, ovvero un’analisi funzionale sullo spazio
di Fock fermionico. Viene introdotta l'algebra delle relazioni di anticom-
mutazione e, accanto alla tradizionale seconda quantizzazione ampiamente
utilizzata nel caso non relativistico, un concetto di seconda quantizzazio-



ne adeguato al caso di particelle relativistiche e conveniente per trattare il
fenomeno delle energie negative. Accanto agli operatori di seconda quan-
tizzazione ed ai loro generatori autoaggiunti, vengono studiate le proprieta
dell'operatore “numero di particelle” e dell’operatore “carica”, rispetto al
quale lo spazio di Fock fermionico viene decomposto come somma, diretta di
autospazi. Il formalismo viene adattato in funzione degli operatori di Bogo-
liubov, la cui implementabilitd viene studiata sotto condizioni generali, in
vista delle applicazioni. Vengono altresi fissate le proprietd di certi imple-
mentatori unitari perché avranno il ruolo di portatori di carica nel nostro
modello. Risulta necessario, quindi, saper determinare la carica traspor-
tata da questi unitari e poter disporre delle relazioni di commutazione fra
gli stessi ed i loro generatori, in quanto la loro conoscienza permetterd di
determinare la statistica dei settori. Vengono delineati i fondamenti della
teoria matematica del campo libero di Dirac in (141) dimensioni e vengono
presentati i criteri per stabilire I'implementabilita di certi gruppi di gauge,
anche attraverso 'esempio di alcuni casi concreti. Accanto a questi, seguen-
do la linea di Ruijsenaars, viene trattata anche una classe di operatori di
campo “classici” (kink), per i quali verrad stabilita I'implementabilitd. Fre-
quentemente, l'esistenza di operatori kink & alla base della violazione della
dualita di Haag in teorie di campo (1+41)-dimensionali quando non si rileva
alcuna rottura spontanea di simmetria.

Nel terzo capitolo vengono esposti i risultati della nostra analisi. La teo-
ria dei gruppi di gauge fermionici viene applicata per costruire un modello
che esibisce statistiche non ordinarie. Partendo da un processo di polariz-
zazione dello spazio di Hilbert di singola particella, in accordo alla parte
positiva e negativa dello spettro dell’operatore di Dirac libero, viene intro-
dotta la rappresentazione di Fock-Cook dell’algebra CAR sullo spazio di
Fock fermionico e le algebre dei campi locali, la cui parte U(1)—invariante
¢ l'algebra delle osservabili locali. Definita la classe di unitari che indu-
cono automorfismi dell’algebra CAR implementabili sullo spazio di Fock
fermionico, si dimostra che tali automorfismi inducono, per restrizione, una
classe di automorfismi dell’algebra delle osservabili, che risultano localizzati
in doppi coni e trasportabili. Gli intertwiners unitari di questa teoria, pur
in assenza di dualita alla Haag, risultano essere elementi locali dell’algebra
degli osservabili. Applicando 'analisi DHR, per ogni settore viene calcola-
to Voperatore statistico, sia direttamente (in base alla sua definizione), sia
tramite le formule di decomposizione per il prodotto di morfismi [FRS92].
Analogamente, viene calcolato 'operatore di monodromia con metodi diver-
si e verificato che diagonalizzano gli intertwiners di base. La statistica del
prodotto risulta non coincidere con il prodotto delle statistiche, e di que-
sto fenomeno (tipicamente (1+1)-dimensionale) viene fornita la spiegazione
teorica, legata alla non banalita dell’operatore di monodromia (segnale del-
la presenza di statistiche non ordinarie, delle quali si ha manifestazione in
questo modello). Le motivazioni geometriche di questo fenomeno vengono
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studiate analizzando la struttura delle dimostrazioni abitualmente fornite in
uno spazio-tempo di dimensione > 3, evidenziando gli ostacoli non aggirabili
in dimensione inferiore. Le condizioni “iniziali” che definiscono univocamen-
te il braiding (Cf. [FRS92]) sono tutte verificate, ancora grazic alla localita
degli intertwiners ¢ pertanto, almeno formalmente, quello costruito ¢ ope-
ratore statistico previsto per questo modello dalla teoria DHR. I portatori
di carica, ovvero gli implementatori unitari che inducono gli automorfismi in
oggetto, non sono locali, né appartengono all’algebra dei campi #. Se non
portano carica, invece, sono elementi della rete duale (Cf. [Mue98]). Ma
Pestensione di un automorfismo a tale rete non ¢é piu localizzata e pertanto
si ripresenta il problema di come definire la statistica. Si fa quindi ricorso
all'interpretazione alternativa fornita nell’ambito della teoria dell’abelianita
asintotica degli intertwiner [BDMRSD|, elaborata per trattare anche quei
casi patologici in cui gli endomorfismi non sono interni (ma solo in senso
asintotico), in cui la dualitd di Haag non ¢é verificata ed in cui gli intertwi-
ners non appartengono all’algebra dove agiscono gli endomorfismi. Si dimo-
stra che il modello qui analizzato esibisce questa nuova versione di braiding
per un’opportuna sottocategoria di End(%/), costruendo una coppia di brai-
dologie che, per la geometria dello spazio-tempo (141)-dimensionale, non
possono essere mutuamente cofinali e che, quindi, non possono indurre una
simmetria.

Le appendici sono state inserite al fine di non appesantire ulteriormen-
te la lettura con dettagli matematici gia ampiamente noti ed utilizzati in
letteratura, quali: le proprieta elementari degli operatori di creazione e di
distruzione; la dimostrazione che le algebre locali dei campi fermionici sod-
disfano alla dualita twisted (solo accennata); il gruppo delle trecce come
gruppo fondamentale dello spazio delle configurazioni di un sistema di n
particelle identiche; le definizioni base nella teoria delle categorie monoidali
simmetriche.
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Capitolo 1

Teoria algebrica dei campi
quantistici in bassa
dimensione

La struttura generale dei settori di superselezione trova la sua descrizione
pit naturale nel contesto della teoria algebrica dei campi quantistici. Il
punto di partenza & costituito da una famiglia di algebre di von Neumann
o = {&(0)}oek, dove K denota I'insieme dei doppi coni nello spazio di
Minkowski. &/(Q) viene interpretata come I'algebra generata da tutte le
osservabili che possono essere misurate nella regione O dello spazio-tempo.
Nella costruzione dei modelli, spesso quest’algebra viene costruita in termini
dei campi di Wightman osservabili ¢(z), con z € . Si assume che la rete
<7 soddisfi agli assiomi di Haag-Kastler:

01 C Oy = F(01) C (0)  (isotonia), (1.1)
01 C Oy = H(0)) C A(Os)  (localita), (1.2)

dove 09’ denota il complemento causale (ovvero, di tipo spazio) del doppio
cono O e &/ (0s)" il commutante dell’algebra o/ (0s). Le traslazioni z sono
rappresentate da automorfismi a, di &7 tali che

oz (A (0)) = (O +z) (covarianza) (1.3)

In effetti, poiché si potrebbe avere rottura dell’invarianza rispetto al gruppo
di Lorentz, per una rappresentazione fisicamente significativa si richiede che
almeno le traslazioni siano unitariamente implementate. Nel contesto della
fisica delle particelle assumono particolare interesse le rappresentazioni ad
energia positiva (REP) di &/, ovvero quelle rappresentazioni 7 di &/, su un
certo spazio di Hilbert .57, per le quali esiste una rappresentazione unitaria
fortemente continua U del gruppo delle traslazioni tale che

Adyj(z) 0 T = T 0 Qg (1.4)
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e lo spettro di U sia contenuto nel cono luce positivo chiuso V... Una rap-
presentazione del vuoto € una REFP con un vettore unitario invariante per
traslazioni €2, unico a meno di una fase, mentre una rappresentazione di sin-
gola particella & una REP per la quale lo spettro di U contiene un iperboloide
di massa isolato. Lo studio delle rappresentazioni ad energia positiva fu ini-
ziato da Borchers, nella cui analisi emerse il ruolo fondamentale svolto dalle
proprieta di localizzazione delle rappresentazioni. Tale approccio venne svi-
luppato e fissato in forma compiuta da Doplicher, Haag e Roberts [DHR69a],
[DHR69b], [DHR71], [DHRT74], i quali selezionarono le rappresentazioni =
di &/ interpretabili come eccitazioni locali di una certa rappresentazione del
vuoto mg :

™ &~ 7 vOoek (criterio DHR). (1.5)
|‘d(0’) |‘d(<i7’)

Con &/ (Q') si denota la sottoalgebra C* di . generata da tutte le algebre
& (O01) con O D O; € K. 1l criterio DHR & valido per tutte le rappresen-
tazioni irriducibili ad energia positiva nella teoria dei campi conformi, ma
esclude “cariche topologiche”, che possono essere presenti anche in teorie
puramente massive (Cf. [BF]), e cariche che possono essere misurate a di-
stanze arbitrarie in virtl, per esempio, della legge di Gauss. Sotto ipotesi
piuttosto generali, i settori che soddisfano il criterio DHR sono automatica-
mente covarianti per Poincaré e ad energia positiva, per cui non ¢ necessario
assumere la covarianza come ipotesi. Nella trattazione generale assume cru-
ciale importanza un’ulteriore proprietd di massimalita delle algebre locali
nella rappresentazione del vuoto:

mo( (O)) = mo(# (O)) (dualita di Haag), (1.6)

soddisfatta dal campo libero (Araki) ma violata, per esempio, in caso di
rottura spontanea di simmetria (Roberts). Una proprieta piu debole, la
dualita essenziale, risulta essere valida sotto ipotesi meno restrittive (Biso-
gnano e Wichmann) e conduce, in uno spazio-tempo di dimensione superiore
ad (1+1), alla stessa struttura dei settori di superselezione DHR.

In generale, una rappresentazione DHR 7 non soddisfa alla dualitd di
Haag, ed una misura di questa violazione & costituita dalla dimensione sta-
tistica d; € [1,00], che & uguale ad 1 se e solo se m soddisfa alla dualita
di Haag. Inoltre, d,2 pud essere interpretato come lindice di Jones del-
linclusione w{&/(0")) D w(«7(0)), che non dipende da O € K (Longo).
La classe delle rappresentazioni DHR con dimensione statistica finita in
uno spazio-tempo (d-+1)-dimensionale, con d > 2, & completamente nota
(IDR90]). Esiste sempre un gruppo compatto G (il gruppo delle simmetrie
interne) e immersioni delle algebre locali &7 (Q) in algebre % (Q) C .#, sulle
quali G agisce tramite automorfismi, in modo tale che &/(0) & D'insieme
dei punti fissi in F#(Q). L’algebra .#(0O) ha un grading Zy connesso alla
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presenza di campi fermionici in modo tale che la rete {F(O)}oex soddi-
sfa gli assiomi di Haag-Kastler con una nuova versione di dualitd (twisted).
La restrizione ad & della rappresentazione del vuoto di # & una somma
diretta di rappresentazioni DHR irriducibili con molteplicita data dalle di-
mensioni statistiche che allo stesso tempo sono le dimensioni dei G—moduli
irriducibili in ., i cui elementi inducono transizioni al settore del vuoto. La
dimostrazione della congettura secondo cui, in uno spazio-tempo di dimen-
sione > (2+1), la struttura di superselezione deve essere sempre equivalente
alla teoria delle rappresentazioni di un unico gruppo compatto procede at-
traverso un’estensione della teoria della dualitd per i gruppi compatti di
Tannaka-Krein. Quest’ultima consente di ricostruire un gruppo compatto
dal suo “duale concreto”, ovvero dalla collezione degli spazi delle rappresen-
tazioni unitarie finito-dimensionali con gli intertwiners fra rappresentazioni.
Gli elementi del gruppo possono quindi essere identificati con certe funzioni
che associano ad ogni spazio delle rappresentazioni un operatore unitario sul
medesimo spazio. In [DR90], invece, vengono caratterizzati i duali “astratti”
di gruppi compatti: ogni categoria che possiede tutte le proprietad della cate-
goria degli endomorfismi localizzati (ovvero, una legge di composizione con
simmetria delle permutazioni, 'esistenza di sotto-oggetti, somme dirette e
coniugati) ¢ equivalente alla categoria di rappresentazioni unitarie continue
finito-dimensionali di un unico gruppo compatto. La costruzione dell’algebra
dei campi e del gruppo di gauge a partire dalle osservabili a dagli endomorfi-
smi localizzati si pud allora vedere come la costruzione di un duale concreto
di un gruppo da uno astratto. L’algebra dei campi puo essere ottenuta come
prodotto incrociato dell’algebra delle osservabili &7 con il semigruppo degli
endomorfismi localizzati. In tal modo si ottiene un’algebra C* che contiene
</ e, per ogni endomorfismo p, uno spazio di Hilbert di dimensione finita
H(p) che induce p, con certe relazioni fra le osservabili e gli elementi delle
algebre generate dagli H(p). Il gruppo di gauge puo essere identificato con il
gruppo compatto degli automorfismi dell’algebra dei campi che lasciano fisso
ogni elemento di /. In altri termini, in uno spazio di Minkowski di dimen-
sione superiore a due, 'algebra delle osservabili pud sempre essere immersa
in un’algebra dei campi sulla quale agisce un gruppo di gauge compatto, in
modo tale che le osservabili sono precisamente i campi invarianti per trasfor-
mazioni di gauge. I campi sono locali rispetto alle osservabili ed agiscono in
modo irriducibile su uno spazio di Hilbert che contiene ogni settore di super-
selezione p con molteplicita pari alla dimensione statistica del settore djp).
I numeri quantici che descrivono la carica sono in corrispondenza iniettiva
con le classi di equivalenza delle rappresentazioni irriducibili del gruppo di
gauge. La costruzione ¢ unica a meno di equivalenza unitaria sotto I'ipotesi
aggiuntiva che i campi obbediscano alle relazioni di commutazione “normali”
(a distanza di tipo spazio due campi commutano oppure anticommutano).
Naturalmente, questo procedimento di ricostruzione ¢ anche una conferma
dell’idea centrale che impronta la teoria quantistica dei campi locali: tutte le
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informazioni rilevanti fisicamente devono poter essere dedotte dalle posizioni
relative delle algebre delle osservabili locali.

L’idea di derivare le proprieta di localizzazione dalla condizione spettra-
le (Borchers) € il punto di partenza che fornisce la possibilita di dimostrare
che le rappresentazioni di una particella soddisfano automaticamente una
versione del criterio DHR, in cui il doppio cono O & sostituito da un cono di
tipo spazio infinitamente esteso (Buchholz e Fredenhagen), e 'analisi DHR,
pud cosi essere estesa anche a questa classe di rappresentazioni, portando
alla stessa struttura delle teorie (3+1)-dimensionali. E noto che in bassa
dimensione la struttura dei settori di superselezione ¢ piu complessa. Grazie
al progressi ottenuti nel campo della teoria delle rappresentazioni del grup-
po delle trecce (Jones) e la costruzione di nuovi modelli in teorie di campo
conforme in due dimensioni (Belavin, Polyakov e Zamolodchikov) che esibi-
scono una ricea struttura di superselezione, nuovi motivi di interesse hanno
dato impulso ad uno studio dettagliato dei settori di superselezione in bas-
sa dimensione (Buchholz, Mack e Todorov; Frélich, Gabbiani e Marchetti;
Longo; Fredenhagen, Rehren, Schroer).

1.1 Analisi DHR in (1+1) dimensioni

Sia mp una fissata rappresentazione del vuoto che soddisfi alla dualita di
Haag, e sia 7 una rappresentazione che verifichi il criterio di selezione DHR.
Se Oy € K, per la (1.5) esiste un unitario V : 55, — 5%, tale che

Vro(A) = n(A)V (1.7

per A € & ((0y"). Risulta cosi definita una rappresentazione my = Ady-107
in #;,, unitariamente equivalente a m, che coincide con g su &7 (0y’). Sia
ora (J; € K arbitrario e O un doppio cono che contenga sia Oy che ;. Per
Iisotonia e la localita,

7y (A (O1)) C ry (Z(0)) C wy(H(O) = mo(H(O)). (1.8)
Avendo assunto la dualita di Haag, possiamo concludere che
ﬂv(JJ(Ol)) C 71'0(,[47(0)), (19)

e quindi 7y (&) € una sottoalgebra di m(«/). Poiche, per la (1.5), i nuclei
di © e my coincidono, possiamo assumere che 7wy sia fedele e considerare
I'endomorfismo p = =, Yo 7y di o, Con riferimento al fatto che p agisce
banalmente su &7 ('), lautomorfismo p ¢ detto “localizzato” in Op. Inoltre,
possiamo identificarc &/ con la sua immagine nella rappresentazione del
vuoto ¢ considerare I'endomorfismo p come una rappresentazione.

Siano p ¢ p' duc cndomorfismi localizzati in O € K cd unitariamen-
te cquivalenti come rappresentazioni. Per la dualita di Haag 'operatore
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unitario che implementa questa equivalenza ¢ un elemento di &7(0), ¢ gli
endomorfismi sono legati da un automorfismo interno. Pertanto, il prodotto
di endomorfismi induce una legge di composizione di classi di equivalenza
di rappresentazioni. Inoltre, endomorfismi localizzati in regioni spazialmen-
te scparate commutano, per cui la legge di composizione & commutativa
per le classi di equivalenza. Questo costituisce la base per una definizione
intrinseca di statistica.

Siano p; = Ady, o p endomorfismi localizzati in regioni spazialmente
separate O;,¢ = 1,2. Allora

P = prps = papr = p° (1.10)
tramite unitario di allacciamento (operatore statistico)
e = p(U; U, 'U1p(Us) € #(Oy). (1.11)

L’operatore ¢ dipende solo dalle regioni 07 ¢ (O3, non dalla scelta degli
intertwiners Uy, Uy (equivalentemente, dei morfismi ausiliari gy, p2). Inoltre,
risulta essere localmente costante rispetto a trasformazioni di (O ¢ Oy purché
le regioni continuino ad avere una separazione relativa di tipo spazio. Di
conseguenza, in due dimensioni £ pud assumere al piu due valori. L’operatore
statistico soddisfa alle relazioni

ep’(A) = p*(A)e,

Acd (1.12)
che non ¢ altro che la proprieta di allacciamento di ¢, e
eple)e = ple) e ple). (1.13)
Infatti, ponendo U = 1 e Uy = U nella definizione di ¢, si ottiene
eple) = U 'p*(U) (1.14)

e quindi
eple)e = UL pA(U)e = U te p?(U) (1.15)

per la (1.12) e
ple)ep(e) = ple)U 12 (U) = U L Ady o ple)p?(U). (1.16)

A questo punto, la (1.13) segue dal fatto che Ady o p & localizzato in una
regione spazialmente separata rispetio ad Oy e quindi agisce in modo banale
su e € (A(Op)). Ponendo

e (ai) = " H(e) (1.17)

risulta definita, in virtu delle (1.12)-(1.13), una rappresentazione unitaria
del gruppo delle trecce B, cioe del gruppo generato dai simboli o;,2 € IN
con le relazioni

0i0; = 005, i — 4] >2 (1.18)
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0i0i110; = 0410011 (1.19)

(la prima relazione & conseguenza della (1.12) mentre la seconda discende
dalla (1.13)).

La presenza, in tale contesto, di una rappresentazione del gruppo delle
trecce € indicativa di una statistica anomala di particella, che pud essere
analizzata in termini di inverso a sinistra dell’endomorfismo p. Alcuni esem-
pi di statistiche non ordinarie sono forniti da modelli specifici in contesti
particolari. In generale, ¢ sempre possibile costruire una traccia di Markov
(nel senso di Jones) sul gruppo delle trecce e calcolare diversi generi di in-
varianti ad essa associati, ma non ¢ tuttora disponibile una classificazione
generale.

1.2 Statistica delle trecce in (2+1) dimensioni

I settori di superselezione DHR in uno spazio-tempo tridimensionale hanno
sempre statistica ordinaria, ovvero descritta dal gruppo delle permutazio-
ni. All'origine di questo fenomeno ¢ la topologia dello spazio di Minkowski
M3: Toperatore statistico & globalmente costante in quanto ogni coppia di
doppi coni spazialmente separati pud essere deformata con continuita, fino
a raggiungere la configurazione inversa, in modo tale che le due regioni si
mantengano sempre spazialmente separate. Pertanto €2 = 1, e quindi )
si riduce ad una rappresentazione del gruppo delle permutazioni. In realta,
statistiche descritte dal gruppo delle trecce possono essere ritrovate anche in
una teoria sullo spazio-tempo IM?, perché una rappresentazione ad energia
positiva non soddisfa necessariamente al criterio DHR.

Abbiamo a disposizione una proprieta di localizzazione generale per rap-
presentazioni irriducibili di singola particella (Cf. [BF]). Estendendo un
risultato di Swieca, si dimostra che esiste sempre un sottospazio denso nel-
lo spazio della rappresentazione w di singola particella, in modo tale che
per ogni vettore unitario ® in tale sottospazio le derivate dei valori di
aspettazione

Ou(®, ey (A)D) (1.20)

sono fortemente decrescenti per |x| — |2%] — oo per ogni osservabile locale
A. Ne segue che il valore di aspettazione di A ammette limite quando =z
tende all’infinito di tipo spazio. Tale limite ¢ indipendente da @ ¢, in uno
spazio-tempo di dimensione non inferiore a 3, non dipende nemmeno dalla
direzione con cui si tende all’infinito di tipo spazio. Quindi esiste uno stato
wo (nel senso di funzionale di aspettazione sull’algebra degli osservabili)

wo(A) = ligl(é[),fraw(A)i)), (1.21)
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che & invariante per traslazione. Per la costruzione GNS esiste uno spazio di
Hilbert 4, una rappresentazione 7y ed un vettore ciclico 2 € 4% tale che

Qp(A) = (Q,m(A)Q), (1.22)
insieme ad un implementazione unitaria delle traslazioni
Up{z)mo(A)Q = mpa, (A)SL. (1.23)

Si puo dimostrare che Uy & fortemente continuo e soddisfa alla condizione
spettrale, e quindi 7y & una rappresentazione del vuoto associata in modo
unico alla rappresentazione di singola particella .

In uno spazio-tempo bidimensionale I'infinito di tipo spazio non & con-
nesso, e quindi potrebbero manifestarsi limiti diversi in (1.21) per l'infi-
nito a destra e l'infinito a sinistra di tipo spazio, portando cosi a diverse
rappresentazioni del vuoto m; e w_ rispettivamente (solitoni).

Ritornando al caso (2-+1)-dimensionale, si pone il problema dell’esistenza
di campi locali che connettano wy e w. Per ogni cono di tipo spazio

S=a+ |20, (1.24)
A>0

dove O & un doppio cono generato da due vettori unitari di tipo spazio con
differenza di tipo tempo, vale il seguente criterio DHR modificato:

ﬂ-]ﬁi(s') ad ﬂ-olﬁi(s')‘ (125)

In virta di questo risultato si puod ripetere I'analisi DHR per le rappresen-
tazioni 7 che soddisfano alla (1.25) per una prefissata rappresentazione del
vuoto my. Denotiamo con S Iinsieme dei doppi coni. In stretta analogia
all’analisi DHR, si fissa un certo Sy € § e si utilizza I'equivalenza unitaria
di m e m su & (Sy’) per sostituire 7 con una rappresentazione equivalente
7y su ) in modo tale che 7 e 7y coincidono su &(S’). Allo stesso modo,
my definisce una rappresentazione fedele p di mp(&) in J%) ma, in generale,
I'immagine di p non ¢ contenuta in 7mp(%?). Assumendo la dualita di Haag
per i coni di tipo spazio,

mo( (")) = mo(#(S))", (1.26)
si ha, per Sy C §1 € S.
plmo( (1)) € mo( (51))", (1.27)

¢ quindi 'immagine di p puod contenere operatori non locali che appartengono
solamente alla chiusura debole dell’algebra dei coni di tipo spazio.

In (3+1) dimensioni questo ostacolo puo essere evitato, ottenendo cosi la
stessa struttura dei settori della teoria DHR. In (241) dimensioni il problema
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assume una forma diversa, essenzialmente identica alla situazione tipica della
teoria dei campi conformi chirali in due dimensioni.

L’approccio si fonda sull'idea di fissare innanzitutto una direzione di
tipo spazio “vietata”, che sostituisce l'infinito di tipo spazio nel caso di
regioni limitate. Denotiamo con §(r) l'insieme dei coni di tipo spazio che
contengono Ar per tuttii valori sufficientemente grandi di A, ed introduciamo
la seguente algebra C*:

a’ = ] mo(a(S))". (1.28)
SeS(r)

Per ogni r, la rappresentazione p ammette un’unica estensione p” ad &7
debolmente continua su ogni algebra w(&7(S"))", S € §(r). Inoltre, se p &
localizzato in un certo cono di tipo spazio S spacelike rispetto ad r (ovvero:
esiste un certo S; € §(r) tale che S C ;) allora p” & un endomorfismo di
" . In generale, le estensioni p” e ,07', per due diverse direzioni di tipo spa-
zio non coincidono sull’intersezione dei loro domini di definizione. Tuttavia,
coincidono sull’immagine di & tramite un endomorfismo, per cui il prodot-
to di rappresentazioni & ben definito come nella teoria DHR. Le differenze
diventano piu evidenti quando si studiano gli intertwiners.

Siano p; e po localizzati in S, e Ady, o ps sia localizzato in Sy C 5.
Per ogni direzione di tipo spazio r che sia spacelike rispetto ad S ed a S
I'operatore statistico

£ (p1,p2) = Uy 'p1(Ua) (1.29)

allaccia pip2 e php1. Ma £” potrebbe essere diverso da €™ se la configurazione

S, 7, 89 non pud essere deformata con continuita nella configurazione S, 7/, Ss.
. J . . . —

In caso contrario, € (p1, p2) coincide con €"(pg, p1) !, pertanto 1’operatore

di monodromia

en(p1, p2) = elp2, p1)e(p1, p2) = pf (Ua) ' p5(U2) (1.30)

la cui non banalitd & segnale della presenza di statistiche del gruppo delle
trecce, misura la differenza fra le due estensioni di p;.

1.3 Settori solitonici in due dimensioni

I risultati ottenuti in [BF] sulla localizzazione delle rappresentazioni di singo-
la particella costituiscono il punto di partenza per una discussione generale
dei settori solitonici in (1+1) dimensioni. L’analogo del cono di tipo spa-
zio (migliore localizzazione in IM3) per uno spazio-tempo bidimensionale & il
“wedge”, in funzione del quale la precedente nozione di localizzazione deve
essere adattata. Se 7 una rappresentazione di singola particella, esistono
rappresentazioni del vuoto 7y tali che

”l«ﬁ/(wﬁw) = Wilmwim)- (1.31)
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Con i simboli W. si sono denotati i wedge a destra, rispettivamente, a
sinistra

Wy = {z € R?, |29 < £z'}. (1.32)
In analogia al caso (2 + 1)-dimensionale si possono introdurre estensioni
dell’algebra &7, le quali dipendono non solo dalla direzione di tipo spazio
(che in due dimensioni ha solo due differenti possibilita) ma anche da una
rappresentazione del vuoto. Se 7g & una di queste, I'insieme degli operatori
di classe traccia T' in %, induce, tramite

|A]|2 = ltr T'mo(A)] (1.33)

una famiglia di seminorme su & (W4 + ). Il corrispondente completamento
A (Wi +1)r, € un’algebra di von Neumann astratta canonicamente isomor-
fa alla chiusura debole di mo{&/(Wy + z)), dove l'isomorfismo canonico &
Vestensione o—debole di wg. L'inclusione &/(W4 + z) C &/ W+ + y) per
Wi 4+ 2 C Wy + y si estende in modo unico ai completamenti, e quindi &
lecito definire algebra C™*

e = | A Wa + @) - (1.34)

Per la (1.31), 7 ammette estensioni uniche 7~ ad essz;(ii che sono o—debolmente

continue su & (Wy + )., per tutti gli z in R% Assumendo che tutte le
rappresentazioni del vuoto my soddisfino alla dualita di Haag per i wedge,
mo( (W + 2)) = mo(f W4 + 2))", (1.35)

si puo procedere come per la costruzione di endomorfismi DHR.
Sia x € R?. Per (1.31) esiste un unitario V : J#,_ — %, tale che

Vr_(A) = w(A)V, Aed(W_ +zx). (1.36)

La rappresentazione my = Ady—1 07 coincide, quindi, con n_ su & (W_ +z).
Se y € R? & arbitrario, esiste z € R? tale che

Wi+2DWi+az U W+ (1.37)
Ne segue che
T Wy + Y)ay) Cov(AWV- +y)) C v ((W- +2)) =
=1 (W _+2)) =1 (W, +2)" =715 (d (W + 2)z_),

da cui si deduce che possiamo definire un omomorfismo p : &ff;r“: - ot

p = (ﬂf)*lﬂ{}}, che risulta essere o—debolmente continuo su ogni algebra

A Wy + 1)y, . u € R? e soddisfa

at >~ 7t op, (1.38)
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| = id| . (1.39)
o/ (W_+1x) o (W_+1x)

Questi omomorfismi, localizzati in un wedge a destra, costituiscono la ge-
neralizzazione pitt appropriata degli endomorfismi DHR. La loro struttura
di semigruppo induce in modo naturale una legge di composizione per le
rappresentazioni. Siano w, 7’ due rappresentazioni che soddisfano alla con-
dizione (1.31) per opportune rappresentazioni del vuoto 7,7, , rispettiva-
mente. Allora, m e 7’ possono essere composti purché m, ~ «' . Siano p, p/
i corrispondenti omomorfismi localizzati a destra ¢ a sinistra. 11 prodotto &

quindi definito, a meno di equivalenza, da
ax7n ~nto pp’|ﬂ,. (1.40)

11 prodotto cosi definito non dipende dalla scelta degli omomorfismi. Infat-
ti, se p e p soddisfano alle (1.38)-(1.39), differiscono per un automorfismo
interno di ¢ indotto da un unitario U € &/ (W, + z),_. Tale prodotto ¢
indipendente dalla scelta del lato a destra anziché di quello a sinistra.

Se, invece, scegliamo di lavorare con endomorfismi localizzati a sinistra
A — - che soddisfano alle (1.38) e (1.39), con + e — interscambiati,
possiamo definire la composizione di 7 e 7' ponendo

mon a7l o NAl,. (1.41)

Le due leggi di composizione sono equivalenti. Per dimostrarlo, notiamo
innanzitutto che

X7 = atopy e (my o)t opg (1.42)
mon =7’ oXg = (nf op)” oA, (1.43)

dove my > 7y >~ 7', pf = p|, e Ao = A Quindi, cid che rimane da
dimostrare & essenzialmente la commutativita degli endomorfismi che sono
localizzati in regioni spazialmente separate. Sia A € &/(0), O € K. Esiste
un wedge a destra W, + 2, DO W, + z ed esiste un wedge a sinistra
W_+2z_DW_+z taliche OCW, +2, U W_+z_.Sia X localizzato
inW_+2_eU_ € &/(W_ + 2)r, un unitario tale che

A= Ady_ o A (1.44)
e sia g/ localizzato in Wy + ., con Uy € o/ (W, + )5, un unitario tale che
pl = Ady, op. (1.45)

Allora A(4) = A = g/(A). Poiché m; o Ag e my coincidono su &/ (W, + ),
coincidono anche sulla chiusura o—debole rispetto a my, quindi

(m5 0 30)* (Us) = f (Us) € mo(ed (W, + )"
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e, per lo stesso argomento,
(nf o) (U )=my (U ) € mo((W_ + )"
Infine, otteniamo:

(n5 0 Xo)" o ph(d) =  Admy (U (U, )(A) =
Ad 7 (Uy)mg (U-)(4) =
= (mf o ph)” o o(4)

e, pertanto, le leggi di composizione x e ¢ coincidono.

Vogliamo concludere questo capitolo riassumendo gli assiomi appropriati
a trattare teorie in cui le osservabili sono definite a partire dai campi grazie
ad un principio di invarianza di gauge.

1. L’algebra dei campi % ¢ 'algebra globale della rete di algebre di von
Neumann O — #(O) e la sua azione & irriducibile sullo spazio di
Hilbert 7.

2. Esiste una rappresentazione unitaria fortemente continua L — U(L)
del gruppo di Poincaré & su % che induce automorfismi oy dell’al-
gebra dei campi, la cui azione sulle singole algebre locali & geometrica,
ovvero ap(#(0)) = #(LO). Esiste un vettore unitario Q € 4, il
vettore del vuoto, invariante per U(L), L € &, che induce lo stato di
vuoto wy di #,

wo(F) = (Q, FQ).

3. (Proprieta di Reeh-Schlieder) € & un vettore ciclico e separante per
ogni algebra % (0).

4. Esiste una rappresentazione fedele ¢ — 3, di un gruppo compatto G,
il gruppo di gauge, che agisce come automorfismi di #. 3, commuta
con ar, e fy(F(0)) = F(0O). Inoltre, si suppone che, se F € #(0),la
corrispondenza g — (3,(F) sia debolmente continua.

5. Si assume che 'algebra dei campi abbia relazioni di commutazione di
Bose-Fermi. Si puo esprimere questo assioma supponendo che esiste
un k € @, con k? = e, in modo tale che, posto Fy = §(F + f;(F)), si

abbia:
F.F, —FF, = 0 (1.46)
F,Fl—F'FL =0 (1.47)
FF +FF =0 (1.48)

quando F € F#(O), F' € #(O,), O1 C O). L'elemento k & automa-
ticamente nel centro di (.
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Capitolo 2

Teoria degli operatori sullo
spazio di Fock fermionico

2.1 Algebra CAR e seconda quantizzazione

In questa sezione verranno fissate le notazioni e riassunte quelle nozioni fon-
damentali della teoria della seconda quantizzazione che verranno impiegate
nella presente trattazione. Sia S uno spazio di Hilbert complesso sepa-
rabile con prodotto scalare ( , ). Lo spazio di Fock fermionico F, () ¢ il
completamento dello spazio vettoriale

o0
Doy = P A" (2.1)
n=0

dei tensori algebrici antisimmetrici rispetto al prodotto scalare “naturale”

<€B€n| @%) = (&n ),

n>0 n>0 n>0

con il vettore unitad standard 2 := (1,0,0,...) definito come i vettore di
vuoto. B noto, infatti, che la potenza alternante n-esima A" ¢ dotata di
un prodotto scalare hermitiano canonico che sui tensori elementari & definito
da
<@L A Azplys A Ay >= detf(zi, y5)];

dove 21,91, ., Zn, yn € J. Il prodotto scalare cosi definito ¢ incompleto se
n > 1 ¢ J ¢ di dimensione infinita. Con la potenza alternante di ordine zero
si intende lo spazio di Hilbert dei complessi C dotato del prodotto interno
hermitiano standard. Lo spazio prehilbertiano definito dalla (2.1) non &
completo se 7 ha dimensione infinita ed ¢ finito-dimensionale altrimenti.
Per ogni f € 5 si definisce Voperatore di creazione c*(f) per induzione
sulla n-esima potenza tensoriale antisimmetrizzata:

" " . 1
() (fo) - (fa)l = Wi g;ﬂ(—l)‘s"fo(l) ® foi2) @+ B forny, (2:2)
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dove 5, € il gruppo delle permutazioni di n oggetti e 4, € la paritd della
permutazione o. Da essa discende che

n

I [ e (£ = det(f:, £)). (2.3)

=1

essendo det(f;, f;) il determinante della matrice il cui elemento in posizione
(ij) @ il prodotto scalare tra gli elementi f; ed f;. Per convenzione, in una pro-
duttoria di operatori i fattori sono disposti secondo Pordine naturale degli in-
dici. Chiaramente, ¢*( f) si estende ad un operatore limitato definito su tutto
lo spazio di Fock fermionico. Precisamente, si ha: ||c*(f)]| = ||f]|.} Gli ope-
ratori di distruzione c(f) sono definiti come gli aggiunti dei corrispondenti
operatori di creazione ¢*(f). Tali operatori verificano le relazioni:

{c(f):elg)} ={c"(f),c"(9)} =0
{c(f), ¢ (9)} = (f,9)1 (2.4)

per arbitrari f,g € 5% (nelle nostre notazioni, {-,-} denota 'anticommuta-
tore, [-,+] il commutatore). Questi operatori formano un’algebra C* (preci-
samente, un’algebra CAR) e questa rappresentazione (detta di Fock-Cook)
¢ I'unica rappresentazione irriducibile per la quale esiste un vettore } £ 0
tale che ¢(f)Q2 = 0, Vf € 4, ovvero esista un vettore non banale annullato
da tutti gli operatori di distruzione.

Se U € B(47), si puo definire su A"57, e quindi su tutto lo spazio di
Fock fermionico, I'operatore I'(U) tale che

L) (fr) -+ (fn)t = U Sf1) -+ (U )L (2.5)
Come si verifica immediatamente, risulta
LU)T(V) =T({UV). (2.6)

In particolare, se U € U(H) = {A : " — 5, A unitario}, si ha che
la corrispondenza definita da ¢*(f) — ¢*(U f) & un automorfismo dell’alge-
bra CAR, unitariamente implementabile da I'(U) (nella rappresentazione di
Fock):

D)UY = (Uf) (2.7)

come si puod vedere dalla (2.5). Un arbitrario A € B(4) induce su F,(H)
un operatore somma dI'(A) definito sugli spazi componenti A"5% come

dl'(A) =A®1® - ®1+13A4A1® -1+ - +1®---®1® A

Esplicitamente:

7

A () ()2 =Y () (Af) - (f)2 (28

i=1

1Cfr. Appendice
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Elenchiamo le proprieta principali dell’operatore somma, peraltro facilmente
dimostrabili:

dD(A)* = dD(A%), (2.9)
[dT'(A),dU(B)] = dI'([A, B]), (2.10)
eitd,l"(A) — F(eitA)? (2_11)
[dT(A), " ()] = <" (Af). (2.12)

Un ruolo fondamentale & svolto dall’operatore somma nel caso particolare
incui A= 1.

Definizione 1 L’operatore somma dU'(1) prende il nome di operatore nu-
mero (di particelle).

Sia P, il proiettore spettrale dell’operatore numero sull’intervallo [0, I]. Allora

l
PFl(#) = DN, (2.13)
n=0
valendo la maggiorazione:
lar(A) Bl < 1Al (2.14)

In generale, anche se A € #(), I'(A) e dI'(A) non sono limitati, ma sono
comunque ben definiti sul sottospazio % dei vettori ad un numero finito di
particelle:

D ={F € Fo(#): F =PF, [¢cN opportuno}. (2.15)

Tutte le precedenti identita sono sicuramente valide su Z. Sia A € J); con
questa definizione intendiamo dire (Cf. [PS]):

N
Af =Y Mgnlfnf)y N <o,

i=1

dove A} > A2 > -+ > 0 sono i valori singolari di A, {f,} ed {g,} due sistemi
ortonormali. Posto

N
Acte = Z)\nC*(QVL)C(fn)a (2.16)
n=1

si pud dimostrare che Ac*c & ben definito, in quanto il secondo membro
non dipende dalla scelta dei sistemi {f,} e {g,}. Inoltre, se N = o0, la
serie converge in norma, in quanto [[¢*(f)|| = ||f]l e 32, A = Tr|4] < cc.
Inoltre, si verifica facilmente che

dl'(A) = Ac*c. (2.17)
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Ne consegue che dI'(A) & ancora un elemento dell’algebra CAR, e quindi
anche I'(e*4), purché A € J;. Osserviamo che, in tal caso, dT'(A) & limitato
(come si vede immediatamente), e che vale anche il viceversa: A ¢ J; implica
dl'(A) non limitato.

Osscrviamo che, poiché A — dI'(A) ¢ lincare, anche la corrispondenza
A — Ac*c ¢ lineare. Per garantire che le mappe A — Acc*, Acc, Ac*c* da T
ncll’algebra CAR siano ben definite ¢ lincari (su €) ¢ necessario introdurre
una coniugazionc _Z su 4. Denoteremo con f.Ac AT gli oggetti Sf. FAZ
¢ JA*Z rispettivamente, in previsione del fatto che applicheremo questa
teoria ad un caso concreto in cui S ¢ uno spazio di funzioni e # ¢ la
coniugazione complessa. Per A € J; definiamo:

Acc*: = Z Aac(Gn)c* (fn) = —ATc e+ Tr A, (2.18)
Acc: = Z An€(@n)c(fn), (2.19)

aces = S A (ga)e (). (2.20)

Poiché il secondo membro della (2.19) ¢ una mappa lineare in A, la cor-
rispondenza A — Acc* € lineare. Per dimostrare la linearitd di A — Acc
notiamo innanzitutto che

[Ace, ¢ (f)] = (A — AN ), (2.21)

come segue facilmente dalle relazioni CAR. Quindi, se A, B € J,, I'operatore
D := (aA + B)cc — a(Ace) — B(Bee) commuta con tutti i ¢ (f) e quindi
D = 1. Poiché (2, DY) = 0, segue che ¢ = 0. Analogamente si dimostra la
linearita di A — Ac*c*. Notiamo che la (2.21) implica che gli operatori Acc e
Ac*c¢* sono identicamente zero nel caso A = AT, Le mappe A — Ace, Ac*c*
ammettono estensioni continue su ¥ alla classe J» degli operatori di Hilbert-
Schmidt. Precisamente, ogni A € Jy determina in modo unico due operatori
Acc e Ac*c* di @ in se tali che A, ™ f — AWM E YF € 9 quando
J1 3 A, = A in Jy. Tale affermazione discende immediatamente dalle
seguenti maggiorazioni:
| Acc Pyl < U] 4], (2.22)
JAc e Bl < (1 +2)]|Alls. (2.23)
In realta, la (2.23) segue dalla (2.22), in quanto ||Ac*c*P|| = || PsoAc*c*|| =
= ||A*ccP44]|. Infine, osserviamo che se A e B sono due operatori di rango
1 si ha:
[Acc,dT'(B)] = (A — AT)Bee, (2.24)

Q]
Q]
(&4
p—

[Acc, Bc*c*] = %TT(B — BTYy(A— AT) —dT'((B — BT)(4 — AT)). (2
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Per continuita e linearita le (2.24)-(2.25) valgono su % per ogni A € J5 ed
ogni B limitato.

Per continuare ad acquisire familiaritd con certa terminologia, identifi-
chiamo ## e _# con L?(R,dp) e la coniugazione complessa, rispettivamen-
te. Denotiamo con Z§° il sottospazio di ¥ costituito dai vettori F' le cui
componenti ad n particelle F(") siano in C§°(R"). Definiamo un operatore
c(p) : Z5° — Z§° ponendo

(C(p)F)(lfl) (1, 1) = 2t (P, p1,- -, P1)- (2.26)

Di conseguenza, (F,c(p)G) € C°(R), VF,G € 5°, ¢

/@mmmmmszﬂw Ve, (2.27)

Infatti, questo risulta ovvio per i tensori elementari in Z5°, cosi che il caso
generale segue per lincaritd ¢ continuitd. Analogamente, denotando con
¢*{p) la forma quadratica aggiunta di ¢(p) su Z§°, si ha:

/@mwwzmm Ve, (2.28)

dove si intende che l'integrale della forma al primo membro coincide con
la forma dell’operatore ¢*(f). Spesso, particolarmente nella letieratura fisi-
ca, lali oggetli non hanno un significalo matemalico rigoroso, ma vengono
tratlati solo da un punto di vista formale. In generale, quindi, prodotti e
funzioni di operatori di creazione e distruzione ¢(p) e ¢*(g) non hanno un vero
significato analitico. Per convincersi di questo, basti osservare che, mentre
¢(p) puo essere visto come un operatore densamente definito, il dominio del
suo operatore aggiunto consiste del solo vettore nullo, cosi che ¢*(p) deve
essere interpretato come una forma quadratica.

Procediamo considerando solo alcuni casi in cui ha senso il prodotto di
tali operatori, e a tal proposito sia A un operatore tracciabile. Allora A &
un operatore integrale con nucleo A(p,q) a quadrato integrabile e, come ¢
facile dimostrare,

/dp dqA(p, Q) (F,c(p)c(q)G) = (F, AccG), VF,G € Z5° (2.29)

(tale equazione & chiaramente vera per F' e G tensori elementari e A di

A

rango 1, e pertanto & vera sempre). La (2.29) permette di dimostrare la
maggiorazione (2.22). Infatti

|(FU2, AccGY)| =
(5(5—1))1/2‘/6{?@/1(?, Q)/dpi codp o P (py, L 0)GHgp P, P 2)
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< l/dpdq!A(p,q)!{/dpx---dpzQIF(”)(IJL,.--,sz)IQ'

_ 1/2
'/dQL---dQZQIGU)(‘LP:(JL:---,(H2)]2} <

< Al FE2Y e, (2.30)

dove abbiamo usato la disugualgianza di Schwarz. Siamo quindi autorizzati a
considerare operatori della forma Acc e Ac*c* per A € Jo; sono ben definiti
su 2, ma non sono limitati se A ¢ J;. Dalla (2.29) segue, tra l'altro, la
linearita della mappa A — Acc, cosi come quella di A — Ac*c® discende
dall’analoga

/dpqu(p,q)(c(q)c(p)F, G) = (F,Ac'c"G), VF,G e Z5°. (2.31)

Se A é limitato ¢ possibile dare una simile rappresentazione al generatore
dT'(A): lamappa S(R)xS(R) — €, <f,g>— (f, Ag) & bilineare ¢ continua,
e quindi, per il teorema del nucleo di Schwarz, A ammette un unico nucleo in-
tegrale A(p, q) € S'(R?). Allora, dI'(A) corrisponde a [ dpdgA(p,q)c*(p)clq)
nel senso che

(F,dr(4)G) = [ dpdqA(p,q)(c0)F,c()G), YF.G € Zr.  (2.32)

Al solito, con questa notazione integrale si intende la valutazione di una di-
stribuzione su una funzione e la dimostrazione della (2.32) segue per linearita
e continuitd dal caso in cui A ha rango 1.

2.2 Seconda quantizzazione per particelle relativi-
stiche

Nei casi concreti, come quello che ci riguarda, 4 = . @, dove H sono

copie di uno stesso spazio L? = L. Qui esiste una coniugazione naturale .J

data dalla classica coniugazione complessa Jf = f, definita separatamente

su e .

Siano 5 (6§ = 4, —) i proiettori su %4 . Ricorriamo alla notazione delle
mairici 2 X 2 a blocchi:
_ o Ay Ay
A= ( A, A
1 cul elementi sono le matrici
Agy := P(gAP(;/, 5? & = g —- (233)
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Ciascun elemento di A & dunque un endomorfismo di L. Si pud definire
un’altra coniugazione

Cf::((l) é)f fen, (2.34)

che ovviamente soddisfa
CPs =P 4C. (2.35)

Tale decomposizione di 5% corrisponde al fatto che hamiltoniana libera di
Dirac H,, ha spettro (—oo, —m] U [m, +00), dove m > 0 & la massa a ri-
poso della particella. Qui P sono i proiettori spettrali di H, su [m,+0o0)
e (—oo, —m] rispettivamente. La seconda quantizzazione A — dT'(A), no-
toriamente impiegata nel caso non relativistico, non & pero appropriata ad
una teoria che si proponga di estendere la trattazione alle particelle relati-
vistiche, dove emerge il problema delle energie negative (prive, tra 'altro,
di significato fisico). A tale scopo si ricorre ad un’altra rappresentazione
irriducibile dell’algebra CAR, definita da

&(f) = o Prf) + ' (P2D). (2.36)

Osserviamo preliminarmente che se U € U(H#) & tale che [U, P5] = 0,
allora Vautomorfismo &(f) ~— ¢(U f) € unitariamente implementato dall’ope-
ratore

TU) :=T(Us)T(0-2) (2.37)
come & immediato dimostrare. Per brevita si ¢ adottata la notazione I'(Uy 4 ) =
=T(Usy @1). Analogamente T(U_ ) =T(1a@ U__).

In particolare, automorfismo &(f) +» &(e*fm f) & implementato da

f\(ez’th) — F(ez’th ++)1—s(ez’th 77)‘

Fisicamente, ¢*(g)§? descrive uno stato di una particella se g € 4%, di
antiparticella se g € 4. Il fatto che S ed 57 sono copie dello stesso
spazio L riflette il principio che le antiparticelle possono essere distinte dalle
particelle solo dalla carica e non dalle funzioni d’onda.

Sia U € U(s); non & detto che esista un unitario T(U) sullo spazio di
Fock tale che, posto ¢(f) = é(f), si abbia

pUf) =T(W(HTWU) Ve H. (2.38)

E ben noto che condizione necessaria e sufficiente perché cio avvenga
& che le parti non diagonali di U, ovvero Us_gs, siano operatori di Hilbert-
Schmidt (per brevita, HS). Una volta asserita 'esistenza di un unitario che
implementi automorfismo di cui sopra, I'unicita a meno di un fattore di fa-
se & conseguenza immediata dell’irriducibilita della rappresentazione {¢{f)}.
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Inoltre, poiché (UV )55 = Us_sV_s_s5 + UssVs_s, gli unitari su S che indu-
cono un automorfismo dell’algebra CAR unitariamente implementabile su
Fu () costituiscono un gruppo, denotato con Go.

Definiamo gy := {A € B(J#) : Ay_e A, € HS}, come algebra di
Lie complessa di Go. Allora, se A = A* € go, €4 & un sottogruppo ad un
parametro di G continuo in norma (basta espandere 'esponenziale ed utiliz-
zare le seguenti stime: || BC|l2 < || B||||C|l2; ||BC|l2 < ||B||2]|C]]). Nou solo,
ma si pud dimostrare che, scegliendo oppurtunamente le fasi degli unitari
che implementano i corrispondenti automorfismi dell’algebra CAR, & sempre
possibile ottenere un gruppo ad un parametro fortemente continuo

[(efth) = M) A= A% e gy (2.39)

dove df(A) ¢ il generatore autoaggiunto. La costante additiva arbitraria
nella definizione di dI'(A) ¢ fissata imponendo che il suo valore di aspet-

tazione sul vuoto sia zero, ovvero (Q,dI(4)Q) = 0. E facile dimostra-
re che tale scelta pud essere sempre fatta quando A € J;. Infatti, ri-
cordiamo che dI'(A) = Ac*c e T'(e™) = e4¢°¢ appartengono all’algebra

CAR quando A € J,. Poiché e cc*(f) = c* (e f)ef'4¢¢, segue che
eit:’lé"&é* (f) =& (ez't:’lf')ez't:’lé"é~ dove

AG*E = (a* b) ( j*i ji ) ( : ) (2.40)

denota il rappresentante di Ac*c nella rappresentazione (2.36). Si sono indi-
cati con a™®, b*) gli operatori di creazione e di distruzione di una particella,
antiparticella rispettivamente. In virtu della precedente,

dT(A) =: A& ¢ := ATe—TrA__ (2.41)

ha valore di aspettazione sul vuoto nullo ed implementa 1’automorfismo
&(f) - & f). Notiamo che la (2.41) pud essere scritta

dU'(A) = dU(A4q) — dT(AT )+ Ay _a'b" + A ba. (2.42)

Come abbiamo stabilito in precedenza, il membro di destra ha senso per
ogni A € go, purché agisca su un vettore ad un numero finito di particelle.
Pertanto, la (2.42) fornisce un operatore ben definito su % per ogni A € go,
il quale lascia invariato % e preserva l'involuzione

dU(A)* = dT'(A*), VAE gy (2.43)
su 7. Citiamo anche il risultato seguente:

Proposizione 1 Sia A € gy autoaggiunto. Allora df(A), definito dalla
(2.42), é essenzialmente autoaggiunto su %. Denotando la sua chiusura con
lo stesso simbolo si ha:

A G(f)r = gt fy et e R, VS € A (2.44)
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Definizione 2 L’operatore di carica @ ¢ il generatore del gruppo ad un
parametro indotto dall’operatore identita:

Q := dl(1) = dU(P,) — dU'(P_). (2.45)

Consideriamo la decomposizione dello spazio di Fock fermionico negli
autospazi dell’operatore carica:

Fotl = P Fn (2.46)
ne
ovvero F' e F,, <= QF = nF.
Si dimostra facilmente che

f(U)f'n = f'n+q(U)a U € g?a

dove ¢(U) € Z ¢ determinato univocamente da U. Infatti, poiché HRT(U)
e ['(U)e*? implementano la stessa trasformazione, quella generata dall’ope-
ratore e/ = Ue", deve risultare necessariamente

MOT(U) = O (U)e. (2.47)

Per la proprieta di gruppo e la relazione €279 = 1 segue che ¢(t) = q(U)t,
con ¢(U) € Z, e quindi la tesi. Analogamente, segue che

g(U1U2) = q(Ur) + q(U). (2.48)

Quindi, se ¢(U) = 1, si pud connettere al settore del vuoto Fy il settore di
carica n applicando I'(U)". Un’altra proprietd importante per noi é

q(e') =0, VA= A* € go. (2.49)
Infatti, le proprieta enunciate sinora implicano
explig(e™™)] = (exp[itdl(A)]Q, e'? exp[itd[(A)]Q2), (2.50)

per cui ¢(e'*4) = ¢(1) = 0 per continuitd in . Da questa proprietd discende
che i settori carichi vengono lasciati invariati da I'(e®4). Infine, notiamo che
la (2.47) con ¢t = 7 pud essere scritta

T(—1)D(U) = ()T (U)(-1), (2.51)

come conscguenza del fatto che Tintero ¢(U) equaglia Vindice di Fredholm
diU__:
g(U) = dimker U__ — dimker U*__ (2.52)

(Cf. [CHB]). Abbiamo implicitamente usato il fatto che I'(—1) = I'(—1), co-
me dimostrato dalle seguenti ovvie identita: I'(—1) = T'(-1,.)T(-1__) =
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=I'(-P.,o)TIa®(—P.)) =T(—P; & (—P_)) = I'(—1). Come vedremo
nel capitolo successivo, considereremo solo portatori di carica pari (per ga-
rantire la localizzabilita di certi morfismi) e quindi, per la (2.51), avremo a
che fare con oggetti bosonici.

In vista dei calcoli successivi, & utile introdurre sin d’ora tre proposizioni
che forniscono le regole di commutazione fra implementatori unitari e fra i
loro generatori autoaggiunti.

Proposizione 2 Per ogni A, B € go, sul dominio D definito dalla (2.15)
vale

[dT'(A),dT(B)] = dI'([4, B]) + C(4, B)1 (2.53)
dove C(A,B):=Tr (A_4B,_ — B_, A, ) é il termine di Schwinger.

Dimostrazione. La verifica di questa identitd puo essere fatta diretta-
mente utilizzando le relazioni di commutazione (2.24) e (2.25), ma si puo for-
nire una dimostrazione alternativa che faccia uso di una maggiorazione che
enunciamo senza dimostrare: se A = A* € go, si ha ||[dT'(A)F|| < (I+2)] 4],
dove ||A|| = 4max(||A++], |A—_|, lA+_]2, |A—+]l2). In virta di quest’ul-
tima, & sufficiente dimostrare la (2.53) per A,B € Ji, in quanto il caso
generale segue per continuita. In tale ipotesi Ac*c e Be*c appartengono
all’algebra CAR, per cui

[A&*¢, B&*&] = [A, B)*E (2.54)
in virtd delle (2.17) e (2.11). Per la (2.41) la precedente puo essere scritta
[dT(A),T(B)] = dT'([4, B]) + Tr[A, B]__. (2.55)

D’altra parte, si ha anche
[A,B] _=(A .B, —B A, )+[A _ B ], (2.56)

da cui discende immediatamente che T'r[A, B]__ = C(A, B) per la ciclicita
della traccia, e quindi la tesi.
O

E importante considerare il caso particolare in cui A e B commutano.
In tale ipotesi, per la (2.56), si ottiene che [A__, B__] & di classe traccia.

Proposizione 3 Siano A,B € go, A= A", B= D" ¢[A,B] =0. Allora:

Dimostrazione. In virta della Proposizione 2, su 7 il commutatore di dl'(A)
e dI'(B) & uguale al termine di Schwinger C(A, B). Utilizzando argomenti
standard, segue:

eidf(zlA)eidf(ng) _ elezQC(A,B)/zez'df(z1A+ng)
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per |z1]+1z0] < [2max(JJAJl, |B])] *. Quindi, per n sufficientemente grande,
si ottiene la (2.57) con A/n,B/n in luogo di A,B e, di conseguenza, le
relazioni:

f(ezil/n)f(ezB/n) _ 67()(‘4,B)/n2f(eiB/n)f(eiA/n)’ (2.58)

f(ez‘(A+B)) _ f(ei(A+B)/n)n — eC(A,B)/Zn[f(eiA/n)f(eiB/n)]n' (2_59)
A questo punto, spostando i fattori f(em/ ™) verso destra nella {2.59), usando

la (2.58), si ottiene la (2.57).
O

Concludiamo questa presentazione delle relazioni di commutazione fra
operatori di seconda quantizzazione derivando una formula che risulters utile
quando uno degli unitari ¢ un portatore di carica.

Proposizione 4 Siano U € Ga, A = A* € go, [U, A] = 0. Allora
f\(eiA)f\(U) — evi(f(U)Q,df(A)f(U)Q)fw(U)fw(eiA). (260)

Dimostrazione. Poiché [A,U] = 0, T{e!Y)T(U) e T(U)T(e*) inducono lo
stesso automorfismo e dunque, per lirriducibilitd della rappresentazione di
Fock, csiste ¢ € R tale che

T(e™T(U) = T(O)T ().

Ci siamo dunque ricondotti al calcolo della fase ¢. Per questo osserviamo
che, per lo stesso argomento di cui sopra,

T(™T(U) = IT(U)T (™) VieR

che, per ¢ = 1, si riduce alla relazione da dimostrare. Ponendo ¢ = 0 si
ottiene ¢#(0) = 1. Facendo, invece, la derivata? rispetto a t e tenendo conto
della relazione T'(e"4) = e™'(4) i ottiene:

§dl(A) O T(U) D = i 90 (' (1) T(U) T 4 T(0) A dl(4))

da cui:

[dl'(4),T(U)] = ' ()T(U).
Segue che ¢'(f) = costante = ¢'(0), e quindi @(t) = ¢(0) + ¢'(0)t. Per
quanto visto sopra, risulta dunque et} = £#¢'(0),
Infine, determiniamo ¢’(0) :

(L(U)Q, [dI(4), TU)]Q) = (L)L, ¢ (OFU)Q) = ¢'(1),

2E lecito derivare rispetto a t in quanto, come stabilito in precedenza, la corrispondenza
£ eiz‘.df(A)

¢ fortemente continua.
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e poiché (T'(U)Q, T(U)dL'(A)Q) = 0, si ha:
¢'(0) = ¢'(t) = (DO, d(AT()9)

da cui la tesi.

2.3 Implementabilita di gruppi di gauge nella teo-
ria di Dirac
2.3.1 Teoria di Dirac per una particella in (1+1) dimensioni

Presentiamo una breve panoramica su alcuni operatori nel contesto della
teoria di Dirac per una particella di massa m > 0 in uno spazio tempo (141)-
dimensionale. L'Hamiltoniana di Dirac libera ¢ I'operatore differenziale

il
H,, ;:( Kz 73’) (2.61)

m K3 T

sullo spazio di Hilbert L?(R,dz)?. In termini di vy-algebra di Dirac tale
definizione corrisponde alla seguente scelta:

7~—(1 o)’ 7~—(1 o 1o vYEYY = ) (262)

11 dominio di H,, & lo spazio di Sobolev H;(R)?. Per diagonalizzare H,, si
introduce 'operatore unitario

W : # = L*(R,dp)? — # = L*(R,dx)?,

(9+(p); 9-(p)) = (Wy)(z) (2.63)
definito da .
(Wy)(z) := '\/T_ﬂdz; /dp e-idwpwd(p)gg(p), (2.64)

la cui trasformazione inversa ¢ data da
_ 1 s
W2 00) = <= [ dwe ) f(c). (2.65)

Nelle nostre notazioni, gli spinori di Dirac ws sono definiti da:

oy L (e p /B v L (1 p/E)2 .
v = 75 e )+ v = (T Eye) - @0

dove

B, = /p? +m2. (2.67)
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Notiamo che se m = 0 gli spinori si Dirac si riducono (con ovvio significato
delle notazioni) alle funzioni

wo) = (g0 ) wo-t)= (o)) @

dove © & la funzione di Heaviside. Adottiamo la notazione A := W 1AW
se A & un operatore su 7. In tal modo, si verifica facilmente che

(Hm f)s(p) = 6Ep f5(p), (2.69)
mentre ghi operatori momento, coniugazione di carica e paritd, cosi definiti:
Po)le) = ~i(10) () (2.10)
(Co)z) = ~gla), (2.71)
(Pg)(z) = ~’g(-x) (2.72)
st trasformano in
(P*fslp) = dpfslp), (2.73)
(Cflslp) = Fslp), (2.74)
(Pfslp) = dfs(—p). (2.75)

Denotiamo i proiettori spettrali di Hy, su [m,o0) e (—oo, —m] con P e P_
rispettivamente, per cui, in virtt della (2.69), si ha:

M = P50 =~ L*(R,dp), §=+,—. (2.76)
Notiamo che le (2.74)-(2.75) implicano:
(PP = 0, (2.77)
CFP;s = P ;C, (2.78)
[P,P;s] = 0. (2.79)
Notiamo anche che i proiettori P, sono dati dai moltiplicatori
Py = % (]l + %ﬁ))) , (2.80)

che non devono essere confusi con i proiettori chirali

w=(00) 7=(0 1) (281)

Questi ultimi soddisfano
[QS7P5] :0: § = +a_: m =0 (282)

ma non commutano con Py per m > 0.
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2.3.2 Implementabilita di U(1)

Nello teoria del campo libero di Dirac in (1+1)-dimensioni esposta in questa
sezione, le trasformazioni di gauge sono operatori di moltiplicazione per ma-
trici unitarie su 7. Tuttavia, poiché siamo interessati a “trasportare” questi
unitari sullo spazio di Fock, dobbiamo considerare quelle trasformazioni di
gauge che definiscono unitari nel gruppo Ga, ovvero il gruppo di unitari le
cui parti non diagonali sono in HS. Dato che Gy C go, algebra di Lie degli
operatori limitati con parti non diagonali in H S, considereremo dapprima
operatori di moltiplicazione limitati su 7.
Per ogni a € C§°(R), si definiscono due operatori di moltiplicazione

() A (b0)

su . I nuclei integrali di A, s = +, — sono dati da

1

12 2
Ay s (p1,p2) = (8_7r) &(0ps — 8'po) [(L+ pi/Ep)' 2, (2.84)
=1

1 1/2 2
A,:&;/ (pl,pg) = 66‘ (S_W) (5p1 + (5p2 H 1 —pq/E 1/2 (285)
i=1

dove
é(p) = (8%) v / dze P a(x). (2.86)

Nel caso m > 0, che & quello che ci interessa, si ha:

/dpldpzl-‘l(m)s,&5(2717292)]2 =

2
= gl dO,dO|&(§m[sinh © | + sinh @2])|2 01462
s
m?
= d¢pd®|6(20n sinh ¢ cosh O)| =
4r
= % de( ) |a(ok)|°, (2.87)

dove

1 de
I(y) := - / ——[2y + 2(cosh?0 + %)/ — cosh?® (cosh?6 + y2)7(1/2)]'
4/ cosh*®
(2.88)

Si verifica facilmente che, per una costante ¢ opportuna,

0<I{y) <C(yl+1), VyeR, (2.89)
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da cui si ricava la convergenza dell'integrale (2.87). Questo dimostra che le
parti non diagonali di A, sono in HS per m >0
Per quanto riguarda gli operatori di moltiplicazione della forma

(0°%6") « (air o)

s1 verifica facilmente che non sono elementi di go. PPer questo motivo restrin-
giamo la nostra attenzione agli operatori di moltiplicazione che commutano
con v°. Chiaramente, perché gli operatori A siano in go non & necessario
che o € C§°, ma & sufficiente richiedere che « sia in L>*(R) e che abbia
trasformata di Fourier distribuzionale tale che la (2.87) abbia senso e con-
verga. Comunque, per evitare inutili complicazioni tecniche, fissiamo una
classe piu ristretta di funzioni «, precisamente le scegliamo nello spazio di
Sobolev H,(R). Ricordiamo che H,(R) consiste delle funzioni assolutamente
continue in L? con derivata anch’essa in L?. Poiché tali funzioni si annul-
lano all’infinito, sono limitate e la condizione HS ¢ soddisfatta in quan-
to [dk(k? + 1)|a(k)]? < oo implica [ dk|k||a&(k)|> < oo. Denotiamo con
V lo spazio delle funzioni a valori reali in Hy(R). E chiaro che, per ogni
a € V, explia(z)] & un cammino continuo nel gruppo U(1), che converge
all’identita per |z| — oo; inoltre, tali cammini formano un gruppo rispetto
alla moltiplicazione punto per punto, in quanto V & uno spazio vettoriale. In
tal modo si ottiene un sottogruppo del gruppo dei cappi in U(1), denotato
con LU (1)y. Il pedice e sta a significare che i cappi partono dall’identita e,
mentre il pedice 0 denota l'indice di avvolgimento. Introduciamo adesso un
gruppo piu grande costituito da cappi intorno ad e di indice di avvolgimento
arbitrario. A tale scopo, poniamo

LU(1) := {u € Map(R,U(1)) |u(-) —1 € H(R)}. (2.90)

In effetti L U(1) & un gruppo rispetto alla moltiplicazione punto per punto
in virta del fatto che f € Hy e g — 1 € Hy implicano fg € H;. Definendo
n{x) := 7+ 2arctanx e o(x) = explin(x)] = (z —1)/(x + ¢) si verifica facil-
mente che ogni u{x) € L U(1) pud essere scritto in modo unico nella forma
explia(x)]o™(x) con o € V e n € Z. Quindi, L, U(1) & generato dalla sua
componente dell’identita L,U(1)¢ e dal cappio o di indice di avvolgimento
1.

Su # definiamo due rappresentazioni unitarie fodeli 74 di L.U(1) po-

nendo
i (u) = ( “(O'x) (1) ) (2.91)
i (u) = ( (1) U(Ex) ) (2.92)
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Per quanto visto in precedenza ¢ chiaro che my(u) € Go. Corrispondentemen-
te, si ottengono due rappresentazioni unitarie proiettive I'(my) su F (7).
Altre trasformazioni di gauge globali sono della forma

er+ 0
( 0 eicp_ ) , P4 € (0,271”).

Nel caso che ci interessa, m > 0, si deve richiedere ¢, = ¢_, altrimenti la
condizione HS sarebbe violata. La scelta del segno — per largomento di z
nella seconda delle (2.83) e nella (2.92) ¢ motivata dal fatto che in tal modo
valgono le seguenti relazioni:

PAP =A ;, Pi,(uw)P =7 _4(u), (2.93)

di dimostrazione immediata. Grazie ad esse si ottiene un’equivalenza uni-
taria delle corrispondenti rappresentazioni attraverso I'operatore paritd del-
lo spazio di Fock, permettendo cosi di considerare soltanto una delle due
rappresentazioni.

Chiudiamo questo paragrafo stabilendo una formula utile per il calcolo
dell’ indice di U__ nel caso di un moltiplicatore unitario. Gli operatori che
ci interessano hanno la forma

(Uf)z) =u@)f(=), wz)eU@), feH (2.94)

dove, al solito, u(x) denota una matrice 2 x 2 che, in questo caso, assumiamo
diagonale:
uy () 0
u(x) = ut(x) € C. 2.95

@=(" ) e (2.95)
Gli operatori di questa forma costituiscono un gruppo Gy. Consideriamo il
suo sottogruppo G costituito da quegli elementi U € G, le cui funzioni
ux(z) € U(1) sono continue su R e soddisfano

us(z) —1=0(1), |z| =00, s=+4,—.

Tali elementi ammettono un’ovvia interpretazione topologica: w4 possono
essere visti come mappe continue di $' che si riducono ad 1 sul polo N.
Lrutilita di questa interpretazione risulta piti evidente in casi di dimensione
superiore, dove ¢ particolarmente conveniente vedere R?V~! come ottenuto
da $2Y~! tramite proiezione stereografica. Per operatori di questo tipo &
possibile dare una formula per il calcolo dell’indice di U__. Vale, infatti, il
seguente

Teorema 1 Per ogni U di G,

IndU__ = w(us) —wlu_) (2.96)

38



(Cf. [Rui]). Ma possiamo specializzare ulteriormente queste formule per
renderle ancora pit adatte al tipo di operatori che incontreremo. In partico-
lare, nel caso (1+41)-dimensionale, possiamo considerare quei moltiplicatori
continui di Gy, per i quali esiste uy, € C(3°, U(1)) tali che

€Z
us(z) — uoo(ﬁ) =o(1), |z|—> o0, s=+,—.

Nel nostro caso ¢ ovviamente §° = {+1}. Si dimostra che tali moltiplicatori
costituiscono un gruppo, denotato con Gy, e che per essi si puo calcolare
I'indice di Fredholm grazie al seguente (Cf. [Rui])

Teorema 2 Sia U € Gy, Allora
Ind U~ = w(usut). (2.97)

Chiaramente, la mappa v, u_' & continua all’infinito, e quindi ha un indice
di avvolgimento ben definito w € Z.

Anticipando un calcolo che risulterd utile nel prossimo capitolo, conside-
riamo il caso uy (z) = 7 tN@) gy (2) = (=) Come & noto, Vindice
di avvolgimento di una curva v : t € [a,b] = 7(t) intorno al punto zy &
ﬁfb Zﬁzo. Ponendo t = ¢(z) € [~1,1], otteniamo la curva z(t) = €™ il
cui indice di avvolgimento intorno al punto 2y = 0 € proprio n. Pertanto,
il teorema 2 ci ha fornito un metodo per determinare facilmente 'indice di
U__ in un caso che tornera particolarmente utile quando dovremo stabilire
quali settori carichi sono connessi al settore del vuoto dai portatori di carica
di questa forma.

2.4 Operatori di campo “classici” e loro imple-
mentazione

Per completare lo studio degli operatori che utilizzeremo nel capitolo suc-
cessivo, vogliamo dimostrare che i nostri unitari che inducono automorfismi
dell’algebra CAR sullo spazio di Fock fermionico sono tutti unitariamente
implementabili. Seguiremo la linea espositiva di Ruijsenaars.

Sia a(z;) una funzione C'* dispari e a valori reali che valga 1 per z; > 1
e che sia monotona crescente su (—1,1). In questa sezione studieremo un
operatore “kink” definito da

Une =™/ Xe@, >0, (2.98)
ed i corrispondenti operatori di campo classici Uy, = T(z)U, T(—z) di

cutoff. Il primo risultato & una forma di localitd “approssimata” per gli
operatori classici di campo:
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Lemma 1 Dati z,y € R? con (z —y)? <0, si ha
[ )\E,D ]—O, VAN eC (2.99)
per € sufficientemente piccolo.

Dimostrazione. Innanzitutto notiamo che ¢ sufficiente dimostrare la tesi
per z € (a,a+68) ey € (—a,—a — §), dove @ > 0 ¢ § > 0. Inoltre, basta
dimostrare che i commutatori sono nulli sui sottospazi % e 4 di S per €
sufficientemente piccolo, dove o e A sono costituiti dalle funzioni in 57
1 cui supporti sono posti alla destra e sinistra dell’origine, rispettivamente.
Fissato € < 4, affermiamo che gli operatori ﬁ)‘iﬁ, Uy,.(_: (i) agiscono come
la moltiplicazione per il fattore e ™, ™ su 54, H., rispettivamente; (i)
lasciano invariati 4%, 4. In effetti, da queste due affermazioni la (2.99)
segue facilmente. La verifica di (i) e (ii) segue una procedura standard
(Cf. [Rui)).

O

Vogliamo dimostrare che Uy . ha parti non diagonali in HS per ogni
X € C, e che quindi genera trasformazioni di Bogoliubov unitariamente im-
plementabili per ogni A € R. Ricordiamo innanzitutto che TV],\,6 agisce come
la moltiplicazione per la funzione ¢7A*(1/6) che agsume i valori costanti

e per z) < +e. Introduciamo un operatore ausiliario

UY. = cosmA+ isin7A tanh g(— - -z'/\), AeC, (2.100)
’ €
che & unitario per A € R. La convenienza di introdurre questo operatore sta
nel fatto che Uoperatore differenza
Dye=Uxe—US, (2.101)

agisce come la moltiplicazione per una funzione in S(R), mentre la trasfor-
mata di Fourier della funzione tanh 7 /2(2 —i)), vista come una distribuzione
temperata, puo essere calcolata esplicitamente:

2 _ eV’

‘ ; 7
i ganh Tz —i)) = 2P—S—.
/d:c e "P¥ tanh 5 (. —1iA) PR

(2.102)

Per fi,fo € S(R)? ¢ |ReM| < 1 si otticne, utilizzando la trasformazione
unitaria W,

(1,0 f2) = Z / 40, 05T T11)5(01)U g (02, 82) (W fo)5 (6),

6,0/ =

dove i nuclei integrali sono dati da

U 55(01,02) = cos TAS(0; — B) +¢P Oy (8(sinh §; — sinh 6)) cosh (91 + 92),
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U§?€5*5(91, 0s) = ie6Cy(ed(sinh §; + sinh y)) sinh (91 —; 92),

¢ C) ¢ la funzione
Cx(p) = sinwAe™? /7w sinhp.
Analogamente, otteniamo i nuclei integrali per gli operatori differenza

@1—;92)

Dy 56(61,02) = eDy(ed(sinh §; — sinh ) cosh (

Dy e5-5(01,02) = ied Dy (eé(sinh 6; + sinh 65)) sinh (61 + 82),

dove Dy, & la funzione in S(R) data da

1 o
Dy(p) = - /dw e P [e”’\a(w) —cosmA —ésinwAtanh g(z — z/\)} .
T 2
Pertanto:
Ur,esir (01,02) = Uy o550 (01,02) + Dy co0 (61, 62).
Lemma 2 Gli operatori Uy 55 sono funzioni || - ||o-intere di A.

Dimostrazione.  Osserviamo che Uy = (Ux )" e che gli operatori Uy (45
sono intere (in norma) in A, in virta del fatto che Uy . possiedono queste
proprietd. Quindi, dobbiamo soltanto dimostrare che Uy 54 sono || - ||o-
analitiche per A nella striscia S = {XA € C||Re)A| < 1/2}. A questo punto
utilizziamo la stima

/dgp df| K (2 sinh ¢ cosh 8)[2sinh? p < Ce? /dp df) K\ (p)|?p?/ cosh® 6 < oo,

K, = C),D,, per alfermare che gli operatori Uy 55 sono di Hilbert- Sch-
midt per A € S. Se, per A, \g € S, vale la stima

pI|(EA(p) — Ea () (A = Xo) ' = K5 (p)] < COA ) (L +p%) 7, (2103)

K, = Oy, D), (abbiamo considerato la derivata rispetto a A), allora ’analiti-
citd in S & dimostrata. Pertanto, dimostriamo la (2.103). Chiaramente, tale
stima vale per K, = C}, per cui dobbiamno solo considerare il caso Ky = D).
Sostituendo ’espressione di Dy (p) si ottiene

P14+ ) [(Da(p) — Do (p))(A — Xo) ' — D (p)] =
1

= — [dze P*(1 - A [(F(\z) — F(ho,z))(A = Xo) ' — F'(Xo,2)]

T 2mi
dove

F(\z) = —7wAd/ (z) sinmha(z) +ir [/\oz’(x) cos TAa(z) Sin 7\ }

~ 2cosh? Sz —i))

Notando che o/ € C§°, la stima segue facilmente anche per il caso Ky = D,.
O
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Capitolo 3

Teoria algebrica dei campi
massivi liberi di Dirac in
(1+1) dimensioni

Applichiamo la teoria dei gruppi di gauge fermionici esposta nel capitolo
precedente per costruire un modello che esibisca statistiche anioniche. Lo
spazio di Hilbert da cui partiremo ¢ H = L*(R,C?). Per ogni unitario U su
H ¢ definito 'automorfismo py(¢(f)) = ¢(Uf). In particolare, adottando
come polarizzazione di H quella descritta dallo spettro dell’operatore di
Dirac libero H,,, si pud porre U = e'*im. Per brevita, indichiamo con p;
Fautomorfismo generato da tale unitario per ogni valore fissato di ¢. Lo
spazio di una particella & definito da

Wy =P, Ho P H

e lo spazio di Hilbert fisico ¢ H := F,H1.
Consideriamo la seguente rappresentazione irriducibile, fedele!, ad ener-
gia positiva 7 dell’algebra CAR su H

w($(f)) = e(Ps.f) + " (P_f).

Denotato con K 'insieme dei doppi coni nello spazio di Minkowski (1+1)-
dimensionale, indichiamo con By la sua base al tempo ¢. Si definiscono le
algebre di campo localizzate nel doppio cono O:

F(0) = {n(¢(e"'" f)) : supp(f) C Bo}".

L’algebra dei campi & quindi definita al solito modo

e
7=\ 70 .

oek

'cfr. Appendice
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Poiché i campi fermionici anticommutano, la nozione piu appropriata di
dualitd non & quella alla Haag ma & la dualitd twisted: per ogni F' € F si
definisce la sua parte bosonica e fermionica, rispettivamente

1
Fy = o(F & Adp_y(F)),

e si pone :
F(O) = {Fy +'(-1)F_: F € #(0)}.
La dualita twisted afferma dunque
F(O) = F(0.
L’algebre delle osservabili localizzate in O & costituita dagli elementi U(1)-
invarianti della corrispondente algebra di campo:

A(0) := F(O)N{T(e") : v € R}.

Applicando questa costruzione generale al nostro caso, O — &/ () & proprio
la rete delle osservabili del campo libero di Dirac in (141)-dimensioni. Pur-
troppo &{O) non soddisfa alla dualith di Haag, ovvero &/ (0) C &/ (0').
Per provare questa affermazione & sufficiente esibire un 4 € &/(O) tale
che A ¢ (O = (O, Si pud scegliere A = w(¢(f1))*7($(f2)), con
supp(fi) C Bp,, essendo O; ed Oy due doppi coni contenuti nella compo-
nente di sinistra, rispettivamente, di destra del complemento causale di O.
Poiche (f;, f) = 0, segue subito dalle relazioni dell’algebra CAR che

[w(@(f1)) m(@(f2)), m($(f))] =0,

e quindi, posto B(O) = {w(¢(f)) : supp(f) C Bop}, si ha A € B(O)".
Poiché Z(0O)" = F(0O), segue che A € F(0)', e quindi A € &(0O)". Tale
A ¢ invariante per trasformazioni di gauge (come subito si verifica), ma
non apparticne all’algebra &(Q') in quanto quest’ultima, corrispondendo
ad una regione non conncssa, ¢ per definizione gencrata dalle algebre delle
osscrvabili associate alla componente di destra ¢ di sinistra del complemento
causale di 0. Quest’algebra, perd, non conticne operatori gauge-invarianti
costruiti usando campi localizzati in entrambe le componenti.

Non ¢ certamente questo il solo caso in cui la dualita di Haag ¢ vio-
lata. E noto, ad esempio, che sebbene sia valida nelle teorie dei campi
quantistici conformi per i campi osservabili sul raggio luce compattificato
$! e sullo spazio di Minkowski $' x $!, la dualita alla Haag non & piti vera
per la restrizione dei campi conformi agli spazi non compatti R, R x R
rispettivamente (Cf. [BM]). In generale, in condizioni di rottura spontanea
di simmetria, la rete delle osservabili O — &/(0) ammette un’estensione
non banale O — #(0) che continua ad essere locale. Pertanto (ricordando
il significato di dualita alla Haag come condizione di massimalitd rispetto
alla localita) I'algebra delle osservabili non soddisfa alla dualitd nella rap-
presentazione del vuoto mg, ossia mo(#(0)) & mo(#(0'))" (almeno per O
sufficientemente grande).
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3.1 Awutomorfismi localizzati e trasportabili

Riportiamo alcuni risultati noti da cui partire per la nostra analisi. Se
definiamo, per U € Ga, pp(A) := T{U)AT(U)*, A € o/, Pautomorfismo pyr
& sicuramente unitariamente implementabile nella rappresentazione di Fock
7 nel caso in cui U venga scelto fra uno dei seguenti unitari di L?(R, C?):

eiwns(a:) 0 em/\n(a:) 0
vw=( 7 V) o= e )

dove n € Z, A € R. Qui ¢(z) e n(z) sono due funzioni di classe C*°, a valori
reali, antisimmetriche, monotone, che assumono definitivamente il valore 1 a
destra dell’intervallo (—¢, €}, e quindi il valore —1 a sinistra di tale intervallo
(il motivo di tale scelta apparira chiaro fra breve). Precisiamo che tale
risultato & valido nel caso massivo (Cf. [PS]). Per studiare la localizzabilita
supporremo sempre che n sia pari, ma tale convenzione non e determinante
in questa trattazione (in caso contrario, basterebbe considerare 2n in luogo
di n).

Piu semplicemente, V(\) = 7MY, Poiché Gy & un gruppo, anche
il prodotto tra U(n) e V(A) & unitariamente implementabile. Posso dun-
que considerare 'operatore W = W{n, A) := U(n)V(A). Scegliendo n = &,
ottengo un operatore unitario che, sulla generica f € L?(R,C?), agisce
esplicitamente nel modo seguente:

im{n+A)e(x)
i@ = (T e ) S0

E evidente che U(n) = W(n,0) e V(\) = W(0, ). Per quanto visto nel capi-
tolo precedente, per determinare la carica trasportata dall’automorfismo py-
occorre calcolare il valore di g(W). E chiaro che, per determinare Dindice di
Fredholm dell’operatore W__ cosi definito sara sufficiente calcolare, in virth
dell’additivita di U > ¢(U), gli indici degli operatori U{n) e V() separata-
mente. Tali calcoli sono pressoché immediati. Infatti, I'indice di Fredholm
dell’operatore U__ & uguale all’indice di avvolgimento della funzione ¢/™(),
per cui, poiché ¢(U) = Ind(U__), disponiamo gia di una formula per ¢(U).
In effetti, poiché la funzione £ & monotona e lim; 4 e{x) = +1, si ha fa-
cilmente ¢(U) = n. Infine, per determinare I'indice dell’operatore V() &
sufficiente notare che, per la continuitd in A, V(\)__ appartiene alla com-
ponente connessa dell’dentitd (si intendono qui le componenti rispetto al
valore dell'indice di Fredholm) e, poiché Ind(1) = 0, segue immediatamente
che IndV(X) = 0, VA € R. Dunque, W ha indice n.

Proposizione 5 Gli automorfismi pw di & inducono, per restrizione, au-
tomorfismi dell’algebra delle osservabili & .
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. . Sy il .
Dimostrazione. Poiché & := Up,ex#(O1) , e poiché uno *omomorfismo
unitale tra C* algebre con identitd & continuo in norma, la tesi discende
immediatamente dall’inclusione

pw((O1) C Z(01), YO, € K.

Per dimostrarla, consideriamo la trasformazione

eiﬂ(n+)\)£(1:) 0

W@ = (0 e )@

dove la funzione ¢ ¢ centrata in O € K.

(i) Dimostriamo innanzitutto che pw (F(01)) C F(O01). Infatti, sia
supp(f) C Be,; allora, se z ¢ supp(f), ¢ certamente = ¢ supp(W f) = 0,
ovvero supp(W f) C supp(f) C Bo,, ¢ quindi:

pw (m(#(f))) = =(¢(W f)) € F(O1).

Allora, essendo F#(Q,) := {n(¢(f) : supp(f) C Bo,}’, Vaffermazione segue
dalla continuita forte di py.

(ii) Vale: pp (& (0))) C &(O,), VO, € K. In effetti, per la (i),
pw ((O)) C pw(F(0) C F(O)), in quanto «(0}) = F(O)VV, Ri-
mane da dimostrare che, VA € «/(0)) e Vy € R, [ow(A),T(e")] = 0,
ovvero che

T(W)AT(W)'T () = T(e")T(W)AT (W)*.
Osserviamo dapprima che ogni azione aggiunta Adf(ei*f) commuta con ogni

azione aggiunta della forma Ad- ... in quanto, come discende dalla Propo-

> ” (V)
sizione 4, ['(e") e T'(V) commutano a meno di una fattore di fase. Allora,
poiché A & un’osservabile, [4,T'(e'7)] = 0, da cui la tesi.

O

Evidentemente, le inclusioni dimostrate nella proposizione precedente
sono in realtd delle ugnaglianze, in quanto pyy ¢ invertibile.

In vista della prossima proposizione, ¢ utile introdurre sin d’ora due
lemmi:

Lemma 3 Gli automorfismi pw sono fortemente continut, nel senso che
pw(An) ER pw(A) quando Ay ENYY

Dimostrazione. Sia {Ap}npenw C F una successione fortemente convergente
ad un elemento A € #. Poiché |(A, — A)z|]| > O0pern — oo VreH,si
ha:

”(pW'(An) - pw(A))(E” = ”f(W)(An - A)f(W)*T” — 0 pern — oo.

O
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Lemma 4 Posto #(0) := {w(¢(f)) : supp(f) C Bo} si ha:
(#(0)")" = (#(0)"V)"
Dimostrazione. Cf. [DHR69a, Lemma 3.1].

Siamo ora in grado di dimostrare la seguente

Proposizione 6 Gli automorfismi dell’algebra o7 definiti nella Proposizio-
ne 4 sono localizzati in doppi cons.

Dimostrazione. Verificheremo che, detto O il doppio cono nella cui base
¢ “centrato” I'unitario W,

ewlw(on = 1d] e o),

ovvero che per ogni doppio cono O C ' si ha:

pw(A) = A, VA € o/ (Or). (3.1)
Sia A := w(¢(f)), supp(f) C Bo,. Se denotiamo f(z) = (f+(z), f-(z)),

si avra

(W f)(z) = (TN £y (), ™) f (),

Si vede subito che se x ¢ supp(f), allora (W f){z) = 0. Nel caso in cui,
invece, © € supp(f) C Bo,, allora © ¢ Bg, e quindi £(z) = +1; in questo
caso
(Wf)(z) = ™ f(2) (3-2)
e quindi pw(A4) = Adf(e:tw~iA)(A)~. VA € %#(0;). Passando alla chiusura
forte si ha:
pw(A) = Adg ininy(4). V€ F(O1).

A questo punto & evidente che, se A € &(01) = F(0;)YY), allora risulta
pw{A) = A e, quindi, la (3.1).
O

Ricordiamo che la teoria del campo libero massivo di Fermi in (1+1)-
dimensioni soddisfa alla dualita twisted #(0)" = .#(0') (la dimostrazione
non dipende dalla dimensione dello spazio-tempo, pertanto si puo assumerc
come cscmplificativa la dimostrazione piti recente fornita in [BJL]). Inoltre,
¢ noto che, data una rapprescntazione irriducibile, localmente normale 7 di
& su uno spazio di Hilbert 7,

ma(F) = /g tg (F)dpi(g) (3.3)

definisce una mappa lineare positiva normale di Z(#;) su U,(¥4) tale che
ma (&) = L NU(Z) per ogni *-algebra & su H#; con m,(¥) C ¥. Sie
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denotato con ¥ il gruppo di gauge, ¢ con U, la rappresentazione unitaria
fortemente continua di ¢ che implementa l'azione «. Nella (3.3) p denota
la misura di Haar normalizzata su & e l'integrale ¢ inteso nella topologia
debole degli operatori. In tale ipotesi, per la normalita di mg, m.(Z)" =
ma (L") = L' NU(Z). Si ottiene:

A (0) = my (F(O)) = m(F(O))

che, unitamente alla dualitd twisted, stabilisce che un operatore di F#(O')’
che sia gauge invariante € un elemento dell’algebra delle osservabili locali

#(0).

Teorema 3 Con le notazioni introdotte, py := Adf(W) definisce un auto-
morfismo localizzato e trasportabile dell’algebra delle osservabili guasi locali

o

Dimostrazione La localizzabilita e stata gia dimostrata:

- id‘ .
o Lﬂ’(@') SO

dove O e il doppio cono nella qui base e “centrato” l'unitario W, e
pw (#(0)) € (#4(0))

per ogni doppio cono @ O . Per la trasportabilitd, osserviamo innan-
zitutto che, detto W, = T'(z)WT(—z), Pautomorfismo pyy, risulta essere
localizzato in O + z. Per provarlo, verifichiamo dapprima che anche nel
nostro modello 'azione del gruppo delle traslazioni & geometrica, ovvero
(2 (0)) = (O + z). In efletti, si ha subito:

() el F(O) C F(O + ). fatti, Ad ) 7(B()) = T(T()])) o,
ovviamente, si ha supp(T(z)f) = supp(f) + z. Ne segue che, quando
supp(f) C Bp, allora supp(T'(z)f) C Bo + 2 = Bp4,. 1l risultato

segue dalla continuita forte di I'(T'(z)).

(i) a (#(0)) C (O + z). Questo & vero perché se A € &/(O) allora
Ad: )A =A Vvy€ER,edunque

C

%))
Abbiamo quindi verificato che I'azione del gruppo delle traslazioni sulle al-
gebre degli osservabili locali & di tipo geometrico. Sia ora A € &7(0)). Per

quanto appena visto Adf\(T(iw))(A) € &/ (0') e poiché py & localizzato in O
si ha:

pw.(4) = Adf(T(;v)W’T(f;v))(A) = Adf(T(;v))Adf(W')Adf(T(f;v))(A) =4
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Inoltre, essendo pw = Adf(W) e py, = Adf(Ww)v si nota subito che
I'unitario f(WJW*) interlaccia pw con pw,. Perché tale unitario indu-
ca un’equivalenza tra gli automorfismi suddetti occorre che sia contenuto
nell’algebra locale e per questo dimostreremo che T(W,W*) € «/(O), dove
O > OUO,. Come al solito si tratta di dimostrare che Punitario in questione
commuta con tutte le trasformazioni di gauge e che & contenuto nell’algebra,
F (0. Per quanto riguarda la prima affermazione, utilizziamo le relazioni
di commutazione di cui alla Proposizione (4) tra operatori del tipo I'(V) e
T'(eX), notando che il prodotto scalare nella (2.60) & nullo. Infatti, poiché
q(W,W*) = q(Wy) + q(W*) = q(W) — q(W) = 0, segue che l'intertwiner
W,W™) conserva la carica e quindi I'(W,W* )} € CQ. Pertanto, risulta
W,W*)Q = A2, per un opportuno A € $!, da cui:

(T(W, W), dU (vB)T (W, W) = (9,dT(v1)9) = 0.

it

I(
(

Ricordiamo che si e adottata la convenzione di scegliere il generatore autoag-
giunto con valore di aspettazione sul vuoto nullo. Per inciso, la precedente
stabilisce che ogni rappresentante del gruppo di gauge U(1) commuta con
ogni unitario della forma T'(W) per il quale sia g(W) = 0. Rimane da dimo-
strare che T(W,W*) € Z(O")'. Sia Oy C @ e supp(f) C Bo,. Per quanto
visto precedentermente,

T(W W) (¢())T (W W) = pw, © pw- (r($(f)))- (3.4)
Osserviamo che py+ = pw ! & ancora localizzato in O e quindi, poiché

W(n,A\)* = W(—n,—A),
pw+(w($(f))) = m(ple ™ f)).

Analogamente, essendo pyw, localizzato in O, C O, risulta

pw. (w($(£))) = m($(e™f)).
In definitiva, il secondo membro della (3.4) si riduce a 7(¢(f)) ¢ quindi
T(W,W*) € Z(0,),V0; C @, da cui T(W,W*) € Z(O'). Alternativa-
mente, volendo fornire una dimostrazione diretta di quest’ultima affermazio-
ne, notiamo che la (3.4) ¢ anche uguale a 7(¢(W,W*f)) e che, in notazione

estesa,

W W* = W(n,\;1ze — ). (3.5)
Per fissare le idee, suppomiamo che @) > O, ossia () sia contenuta nella
componente di destra di @'. Se y ¢ supp(f) non ¢’ nulla da dimostrare,
in quanto si ha: f(y) =0 = (W, W*f)(y). Se, invece, y € supp(f) C Bo,,
necessariamente y ¢ Bs ey —z > 0 in quanto = € O. Chiaramente,
e(y) = 1 per essere y alla destra dell'intervallo By dove & centrata la e. Dalla
(3.5) si ottiene quindi che (W, W*f)(y) = f(y), y ¢ supp(f). In definitiva,

risulta W, W*f = f, Vf : supp(f) C Oy, YO, C &'
O
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3.2 Statistiche dei settori

Per calcolare I'operatore statistico g, , oltre alle Proposizioni 1, 2, 3 servira
anche il lemma seguente che, per semplicitd, enunciamo nel caso in cui sia
stato scelto t = 0 come tempo al quale riferire la base dei doppi coni presi
in considerazione:

Lemma 5 Sia O € K con base (—e¢,€) e denotiamo Oy :=T(2)0 = O+ z.
Se O, ¢ Oy sono spazialmente separati valgono le proprietd sequenti:

(i) TU () )T (U (0) ) = ()" T(U (n)2)T(U (n)2);
(ii) posto V(X) = &N i ha: C(X(N) g, X( X)) = 0;
(i) (f(U(n)w)Q, df(X(A)w:)f(U(n)w)Q> — anisgn(z — 2).

Grazie a questo lemma, le regole di commutazione di cui alla Proposizio-
ne 3 sono completamente note. Calcoliamo adesso 'operatore statistico di
un automorfismo py localizzato dapprima (per semplicitd) in un doppio co-
no O centrato nell’origine. Successivamente, faremo il calcolo per un doppio
cono di centro arbitrario. Come ¢ previsto dalla AQFT in (1+41)-dimensioni,
dobbiamo considerare separatamente le due componenti connesse del com-
plemento causale di O per il calcolo dei relativi operatori statistici, che
potrebbero non coincidere.

Proposizione 7 Se Vautomorfismo pw ¢ localizzato in un doppio cono di
centro lorigine, il suo operatore statistico é

Epy = (_1)n627ri71)\sgn(x)]l.

Dimostrazione Sia Oy := O+x spazialmente separato da O. Come gia
visto, 'automorfismo py, € localizzato in O, ed ¢ unitariamente equivalente
a py tramite Uintertwiner I'(W, W*). Dunque,

Epw = DWW ™) pw (D(W,W™)) = T(W)L (W) "T(W)T (W)L (W*)?

Per alleggerire le notazioni, scriviamo W = UV, e quindi W, = U,V,.
La precedente diventa (a meno di un cociclo che si eliderad nei passaggi
successivi)

LW T BO) (V)W) E(Va) (V) L) T (W)
D’altra parte, per la Proposizione 4 ed il Lemma 5,

BT, = T(eXO)F(Uy(n) = eEUIREEONTCINT(17,)F( XNy =
_ eiwn)\sgn(w)f(Uw)f(V)
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e quindi, poiché, sempre per il Lemma 5, f(V) e f(Vw) commutano, la
precedente si scrive:

emn,\ bgﬂ(&t)f(Wf)f(V;)f(Ux)*f(U)f(Ux)f(Vx)f(U)xf(”f)x

che si semplifica ulteriormente tenendo conto che f(Ux)* e f(U) commutano
o anticommutano a seconda del segno di n:

(—1)re AT (N T (VA T(U)T (V) T(U) T (W)™

Di nuovo, per i1 due termini centrali di questa espressione si ottiene, con
identico procedimento,
T(U)T(V,) = e ssn@ D (V,)T(U)

e quindi
- _ n  2minAisgn(x
Epw = (—1)"€ @1,

[

Passiamo al calcolo dell’operatore statistico di un automorfismo loca-
lizzato in un doppio cono Oy per z arbitrario. Sappiamo che un tale
automorfismo € della forma py,, con W localizzato intorno all’origine.

Proposizione 8 Per ogni z € R,

_ (_ 1)n62mn)\ sgn{x—y) 1

Epw,

dove Oy ¢ il doppio cono ausiliario, spazialmente separato da Oy, utilizzato
nella costruzione dell’operatore statistico.

Dimostrazione Gli automorfismi py, e pw, sono localizzati, rispettiva-
mente, in Oy e O, ¢ sono unitariamente equivalenti al morfismo “di riferi-
mento” py tramite gli interwiners I'(W,W*) e F(WyNI/V*), rispettivamente.
Un intertwiner unitario tra pw, e py;, & dato da V := I'(W)I'(W,)* e quindi

Eow, = V' pw, (V) = T(Wy) T (W,)T(W,) " T(W,)" =

= T(U) T (V)T (Ua)D(Va) D (V) T(U) T(Va) T (Ua)"
D’altra parte,

F(Vy)f‘(LT.E) = ei(f’(Um)Qadf(X()\)-y)) "(Ux)ﬂ)f‘(Ux)f(Vy) -
_ emnx\sgn(fﬂfy)f(Ux)f(Vy)

mentre T'(V;) e T(V,) commutano in quanto O, e O, sono spazialmente
separati. Analogamente,

T(Vy)T(U,) = ™58 0T(U, \T(V,).
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Grazie a queste regole di commutazione I’espressione dell’operatore statistico
si semplifica:

eQz‘rm}\sgn(xfy)f(Uy)f(Ux)f(Vz)f(Vz)*F(Uy)*F(Um)*
ed infine, poiché f(Uy)f(Uﬁ) = (—1)"2f(Uz)f(Uy), si ottiene:
Epw, = (_1)n627r-in)\sgn(a:fy)ﬂ. (36)
O

Come era prevedibile, 'operatore statistico presenta una dipendenza fun-
zionale dalla posizione solo tramite la differenza x — y, precisamente tramite
il termine sgn({z — y), in quanto cid che conta ¢ la posizione relativa dei due
doppi coni spazialmente separati che entrano nella costruzione dell’operato-
re statistico. Tale funzione non & ovviamente definita per z = y, ma questo
caso ¢ escluso a priori dallla richiesta che Oy ¢ O, siano spazialmente se-
parati, ed assume solo due valori distinti, a secondo se consideriamo regioni
di localizzazione ausiliarie contenute nella componente connessa di destra
oppure di sinistra di 0.

Per verificare 'esattezza di €,,, possiamo effettuare il calcolo in modo
diverso, notando che la relazione pyw = pypy offre la possibilita di calcolare
Ioperatore statistico di py partendo dal calcolo degli operatori statistici
di py e py, indubbiamente pit semplici da valutare. Infatti (Cf. [FRS92,
formule(2.3)])

Epypy = /)U(S(/)Ua /)V))S,OU /)UZ(SPV )/)U(S(/)Va /)U))- (37)

e CALCOLO DI €.

Se O é spazialmente separato da O e I'automorfismo pyy, € localizzato
in Og, si ha:

epy = L(ULU™) " pu (T(ULU)) = TO)T () T(U)T(U,) T (U) T(U)”
Per il Lemma 5, applicato ai due termini centrali con n’ = n, si ottiene:

€py = (—1)"1. (3.8)

e CALCOLO DI &g, .

Si procede in maniera analoga al caso precedente. Poiché operatori
della forma f‘(Vw) commutano fra loro se spazialmente separati, si ha
subito: B B

€ = D(VEV* ) or (T(VEVT)) =1 (3.9)
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e CALCOLO DI &(py, pv ).

Gli automorfismi pyr e py sono localizzati nella medesima regione O.
In accordo alle convenzioni stabilite, il calcolo di questo unitario deve
essere condotto trasportando py alla destra di py. Pil precisamente,
sia py, localizzato in Oy e py, localizzato in Oy, con O, > O,. Per
definizione

elpu, pv) = pr (LU LV, V) T(UU") pu (D(V, V7))
D’altra parte, per le solite relazioni di commutazione con cociclo si ha:
T(URT(Vy) = e ™A@ T (V) T(U)

da cui si ottiene:

e(pu, py) = ARG T VT T(V) T(U)* (3.10)

e CALCOLO DI E(pv,p([)

I1 procedimento & del tutto analogo al caso precedente, ma con py
trasportato alla destra di py. Quindi py, € ora localizzato a sinistra
rispetto a py,, e pertanto

elpv,pu) = pu(L(VaV )T (U, U T (VaV*)pv (T(U,UY)) =

= T(U)T(V)T(V2) T(U,) T (Va) T (U, ) T(U)* T(V)". (3.11)

Poiché O, C O;, & possibile permutare i termini adiacenti localizzati
in queste regioni spazialmente separate, ottenendo:

T(V,)T(U,) = ™ senly=2IT(U, )T (V). (3.12)
Grazie alla (3.12) D'espressione (3.11) assume la forma definitiva:

(py. py) = €AY AT T(V)T(U) T(V)* . (3.13)
Inserendo nella (3.7) le espressioni (3.8)-(3.12) si otticne:

Eow = (—1)"pulen(pu,pv))
dove Poperatore di monodromia ¢ dato da:
— e27rvin)\sgn(yfw)];L

EAJ(pU: pV)

da cui la tesi.
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Un’ulteriore verifica puo essere fatia, sempre utilizzando la teoria quan-
tistica locale in bassa dimensione stabilita in [FRS92], questa volta per l'o-
peratore di monodromia, che noi abbiamo calcolato esplicitamente in base
alla sua stessa definizione, ma che puo anche essere determinato conoscendo
le fasi statistiche dei morfismi coinvolti. In effetti, ¢ noto che, se {T.} ¢ una
prefissata base ortonormale per lo spazio degli interwiners p., — papg, con
Po € |a] endomorfismi irriducibili con statistiche finite, scelti uno per ogni
settore di superselezione (qui il simbolo e ¢ un multi-indice che tiene con-
to delle cariche trasportate dall’intertwiner 7" e dai settori che interlaccia),
allora vale il seguente [FRS92, Lemma 3.3):

Lemma 6 Gli intertwiners di base T, : p, — papg diagonalizzano opera-
tore di monodromia:

Ry

£(pg, pa)e(paps)Te = Te. (3.14)

Questo lemma si applica facilmente alla teoria qui trattata, in quanto
Vintertwiner T'(W,W*)* : pw, — pw € unitario e pyy = pypyv. Pertanto,
dovra risultare:

KW .
elpv, pu)elpu, pv) = HUHV]l (3.15)

essendo kyy la fase statistica dell’automorfismo py (e analoghe definizioni
per Ky € ky). Per la Proposizione 8, si ha immediatamente che
Ky = (_1)1@62771771/\ sgn(y—a)
mentre, in virtl delle (3.8) e (3.9), si ha anche: ky = (—1)", ky = 1. In
conclusione, la (3.15) fornisce
6"\/[([)‘/’[)17) — e27rz‘nAsgn(y7w)]l

che conferma l'esattezza dei nostri calcoli. Dunque, i risultati sinora ottenuti
continuano ad essere compatibili con la teoria generale dei campi quantistici
in bassa dimensione.

I1 calcolo dell’operatore statistico di py a partire dagi operatori statistici
di prr e py tramite la (3.7) ci permette di osservare che, in una teoria dei
campi quantistici locali in (141)-dimensioni la statistica del prodotto non ¢
data necessariamente dal prodotto delle statistiche, ovvero la composizione
di due automorfismi con statistiche ordinarie pud dare luogo ad un automor-
fismo con statistica delle trecce. Tale possibilita € preclusa in una teoria det
campi (3+1)-dimensionale che soddisfi alla dualita di Haag (Cf. [DHR69D,
pag. 179]): se & denota il generico settore di superselezione, ovvero una clas-
se di equivalenza unitaria di automorfismi localizzati e covarianti rispetto al
gruppo di Poincaré, vale:

€668y = €169 (3.16)
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che, in quel contesto, forniva un omomorfismo fra la famiglia dei settori ed
il gruppo {#£1}, il cui nucleo si identifica con il sottogruppo dei settori di
Bose (il complementare di questo kernel, costituito dagli elementi mappati
in —1, & 'insieme dei settori di Fermi). Questa proprietd moltiplicativa non
& piu vera laddove emergano statistiche non ordinarie. Con riferimento al
nostro modello, valendo la fattorizzazione py = pypy, possiamo ricorrere
alla (3.7) che, in virtu delle:
Eou = (=1)"L, Epy =1

fornisce:

epw = (—1)"pulelpr, pv)elpy, pur)).
E evidente che nella teoria qui esposta non pud valere la (3.16), in quanto
cid comporterebbe py(ep(pr, pv)) = 1 e quindi, per invertibilita di py, si
dovrebbe avere un operatore di monodromia banale, il che ¢ assurdo perché,
come gia calcolato, e3/(prr, pv) # 1. Come & noto, il fatto che si abbia un
operatore di monodromia non banale & segno della presenza di statistiche
non ordinarie, di cui si ha una manifestazione nel nostro modello. Non deve
quindi stupire se la proprieta (3.16) & violata.

Concludiamo questo paragrafo discutendo i motivi per cui nella teoria
del campo massivo libero di Fermi in (141)-dimensioni la statistica di un
automorfismo non possiede pil la proprietd moltiplicativa nota in dimensio-
ne > (2 + 1). Le ragioni di questa violazione appaiono chiare osservando la
dimostrazione della seguente affermazione:

In una teoria di campo locale in uno spazio-tempo (d+1)-dimensionale,
d > 1, che soddisfi alla dualitc di Haag, vale la proprieta moltiplicativa
Epo = EpEq per ogni coppia di morfismi localizzati e trasportabili con supporti
spazialmente separati.

Dimostrazione. La geometria di uno spazio-tempo almeno tridimensio-
nale permette di scegliere in modo conveniente le posizioni relative delle
regioni di localizzazione dei due morfismi p e o e dei loro trasportati. Detti
O, ¢ O, i doppi coni dove sono localizzati i due morfismi, ciascuno di essi
viene trasportato ad un morfismo g € & localizzato in (ﬁp CcO,e O, C O,
rispettivamente. Come € facile verificare, posso scegliere (ﬁp e @, in modo
tale che esista un doppio cono @ D @p uo,, OcC (9;), ed esista un doppio
cono Oy5 O O, U0;, Ops C Op'. Siano U : p = peV : 0 — & due
intertwiner unitari. Per costruzione, g& x po e quindi, posto W :=U x V, &
€po = W¥pa (W) (ricordiamo che quando due morfismi sono separati dal sim-
bolo x si intendono causalmente indipendenti, ovvero localizzati in regioni
spazialmente separate). Si trova facilmente: €, = €,¢,.

O

Nella dimostrazione ha importanza cruciale la possibilita di scegliere op-
portunamente le regioni di localizzazione di tutti i morfismi coinvolti, per
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poter sfruttare la commutativitd tra operatori localizzati in regioni spazial-
mente separate. Per quest’ultima affermazione si fa largo uso della dualita
alla Haag, che nella teoria del campo libero massivo di Dirac in (1+1)-
dimensioni & violata. Tuttavia, in questa dimostrazione, come in molte altre
della AQFT, si ricorre alla dualita delle osservabili solo per gli unitari di
allacciamento, che nel nostro modello sono effettivamente locali. Pertanto,
se questa dimostrazione non continua ad essere valida in (1+1)-dimensioni,
cid non ¢ imputabile alla violazione della dualilta ma alla geomeiria dello
spazio-tempo, in particolare al ben noto fatlo che il complemento causale
di una regione limilala non & connesso. La precedente si esiende immedia-
tamente ad una coppia di automorfismi non necessariamente indipendenti,
ma anche per questa dimostrazione si fa uso della dualita alla Haag. In
particolare, una delle proprietd pit conosciute dell’operatore statistico ¢ la
seguente:

In (d+1)-dimensioni, con d > 1 se o = Ady o p, allorta e, = Adp(e,),
dove T = Vp(V).

Tale proprieta continua a valere anche nella teoria qui esposta, in quan-
to non dipende dalla dimensione dello spazio-tempo ¢, al solito, sfrutta la
dualitad alla Haag solo per gli intertwiner unitari. Grazie a questa pro-
prieta, la statistica di un settore continua ad avere senso anche qui, ovvero
Ap = Ap, se p = p. Ma vediamo i motivi “geometrici” che rendono impossibi-
le la dimostrazione della proprietd moltiplicativa dell’operatore statistico in
(1+1)-dimensioni, e per questo consideriamo, per semplicita, il caso di due
morfismi causalmente indipendenti p € 0. Per poter esprimere I'operatore
statistico di po in funzione di quelli di p e di o separatamente dobbiamo
ricorrere ad un morfismo trasportato po che sia il prodotto dei due morfismi
trasportati p e & utilizzati nella costruzione dei rispettivi operatori statistici
€p € €g. L'unica possibilita di disporre le regioni di localizzazione per avere
po x po prevede p e & localizzate entrambe a destra (o sinistra) del doppio
cono O := 0,V O, dove ¢ localizzato il prodotto po. Scegliendo la prima
ipotesi, si ha lalternativa: p < &, p > 6. In entrambi i casi, non & possibile
disporre di una configurazione che permetta di separare ¢, da &, nell’e-
spressione di €,,. Nel caso particolare di automorfismi, essendo I'operatore
statistico uno scalare, la proprieta moltiplicativa continua ad essere vera,
ma solo per automorfismi causalmente indipendenti, come si pud verificare
con la (3.7).

Proveremo anche che, per due unitari Wy = Wi(ny, A1) e Wo = Wano, Av),
si ottiene:

i ; o )
£y, pwa) = (1)l sl )y,

Come vedremo, 'operatore statistico €,,, cosi ottenuto dipende solo dalla
classe di equivalenza unitaria dell’automorfismo py. In effetti, & noto dalla
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teoria DHR che, dati due morfismi localizzati e trasportabili unitariamente
equivalenti p;, (i = 1,2), con pg = Ady o py, si ha: ¢,, = We, W*, dove
W := Vp1(V). Questo risultato continua a valere anche in (1+41)-dimensioni
e dunque, poiché Voperatore statistico della nostra teoria ¢ uno scalare,
dovremo ottenere I'identita e,, = €, . Infatti, vale il seguente:

Lemma 7 Se 0 >~ py, allora ¢, = ¢, .

Dimostrazione. Ricordiamo che i “morfismi localizzati e trasportabili”
sono endomorfismi py di & che agiscono come lidentita sull’algebra &7 (O')
per un certo doppio cono O e sono equivalenti ai loro traslati

PW, = Oy O P © Gy

Qui, posto pw, = Ad"'rﬁv o pw, si ha evidentemente

Ve =T{T{(z))pw(T(T{—x)))

1414

ovvero, a meno di cocicli, Vi = f‘(WJW*) come gia sapevamo. Sia
o ~ pw, con W localizzato in un doppio cono che al solito, per sempli-
cita, supponiamo abbia base (—¢,¢) in t = 0, e sia O; € K il doppio cono
ove ¢ localizzato o. Come abbiamo gia visto nella dimostrazione del prece-
dente teorema, deve essere ¢ = py,, dove @ E‘VIR2 é tale che O = O+ z,
nel qual caso l'unitario di interlacciamento & I'(W,W*). Qui si & denota-
to al solito W, = T(x)WT(—=z). Come si puo verificare immediatamente,
Wiln, A;e) = W{n, \; 7,€) ovvero, l'unitario W, ha gli stessi valori din e
di A di W, ma con una funzione che & la traslata di quella di W. A que-
sto punto & sufficiente notare che tutti i passaggi delle dimostrazioni delle
relazioni di cociclo impiegate nel calcolo dell’operatore statistico €,, non
dipendono dallintervallo dove & centrata la funzione e. E un risultato che
dovevamo aspettarci, in quanto l'espressione dell’operatore statistico otte-
nuta in precedenza non dipende dalla scelta della funzione € ma solo da n e
da A

O

Come gia visto, la rete delle osservabili di questa teoria non verifica la
dualita di Haag e pertanto una gran parte delle dimostrazioni abitualmen-
te utilizzate in AQFT non sono appropriate al nostro caso. Per esempio,
per costruzione ¢,, € pi (%) sempre, anche in (1+1)-dimensioni e senza
dualita alla Haag, in quanto € una proprieta che discende unicamente dalle
relazioni di allacciamento. Ma non possiamo piu asserire che ,,, € &/(0),
con O € K la regione dove € localizzato pyw, se la dualita € violata. Piu in
generale, se la dualita alla Haag ¢ violata, non ¢ detto che un operatore di
allacciamento fra due morfismi localizzati in doppi coni Op, 09 sia anch’esso
localizzato in un doppio cono che contenga O;UQO;. Tuttavia, nel nostro caso
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¢ possibile dimostrare ugualmente il carattere locale dell’operatore statistico
in quanto, come gia visto nella dimostrazione del Teorema 3 gli intertwiners
unitari sono contenuti in algebre di osservabili locali. Infatti, se x € R? &
tale che O + x C ¢, si ha py, ~ py tramite I'unitario f‘(VV W) e & (0),
dove @ D O U (O + z). Ne discende che

Epw = LW W) pw (T(Wo W) € #(0).

Occorre anche verificare che la definizione di operatore statistico continua
ad avere senso anche nella teoria algebrica bidimensionale del campo libero
massivo di Dirac ovvero, piui in generale, in una teoria {1+1)-dimensionale
dove non vale la dualitd alla Haag ma dove gli intertwiners unitari sono
locali.

Proposizione 9 L’operatore statistico e, = U*p(U) non dipende dall’in-
tertwiner U : p — p, purché p x p.

Dimosirazione. Consideriamo un’altro automorfismo p' >~ p, tramite
V:ip - g, con g x p Perché risulti V*p(V) = U*p(U) & necessario e
sufficiente che UV* = p(UV™), ma questo & sicuramente vero in quanto
UV*: p - p e quindi, essendo p' e p disgiunti da p, ¢ sempre possibile
scegliere un intertwiner localizzato in un doppio cono che contenga le loro
regioni di localizzazione e su cui p agisca in modo banale.

O

Facciamo alcune precisazioni relative alla dimostrazione della proposi-
zione precedente. Nelle notazioni da noi introdotte, sia py localizzato nel
doppio cono O, e siano pw, , pw, due automorfismi ad esso equivalenti, loca-
lizzati in due doppi coni O+z e O +y rispettivamente, spazialmente separati
da O. Detti U := T'(W, W),V := I'(W,W*) gli intertwiner unitari che rea-
lizzano tali equivalenze, sappiamo che U € &/(0;), dove O; D QU (O + )
e V € #(0z), dove Oy D OU (O + y) e quindi, al momento, possiamo
affermare soltanto che VU* € &/ (0), dove @ D O U (O + z) U (O + y).
Pero, possiamo ripetere la dimostrazione del Teorema 3 questa volta par-
tendo da py, (in questo caso la funzione ¢ sara centrata nel punto x anziché
nell’origine) e quindi, posto z = y — z, si ha che

T((W,), W) € (O + )V (O +1))

¢ Pintertwiner unitario tra pyw, e pw,. Si & denotato con 2, V %, il doppio
cono generato dalle regioni dello spazio-tempo %, e %». ovvero il piu piccolo
doppio cono che li contiene entrambi. Per completezza, verifichiamo che

Adf‘((Wx);W;) = Adyy+, ma questo ¢ evidente in quanto anche 'unitario

f(WyW*)f(WxW*)* & in (pw, . pw, ), € quindi esiste un fattore di fase A € 5!
(dipendente da W, z,y) tale che
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In realta, possiamo dimostrare di pitl, e cio¢ che I'operatore statistico g,,, ¢
localizzato nella stessa regione (doppio cono) dove & localizzato Pautomor-
fismo pw, ritrovando anche qui una classica proprieta della teoria algebrica
dei campi quantistici che soddisfi alla dualita alla Haag.

Proposizione 10 Per ogni automorfismo pyw dell’algebra delle osservabili

o s ha: €,, € A (O).
Dimostrazione. Dimostreremo che
() €py € F(O);

(i) &pp € TU)Y,

in quanto cid comporta che ¢,,, € #(0).2
(i) Sia supp(f) C Bo,, 01 C O'. Vogliamo dimostrare che

[epw» w((f))] = 0. (3.17)

Infatti, se & verificata I'equazione (3.17), risulta £,,, € #(0,),VO; C O e
quindi ’
o € [NF() =( \/ £(0n) = #(0).

O1ek 01l

O co O o
Dimostriamo dunque la (3.17), e perché questa sia una verifica ulteriore
di quanto abbiamo gid calcolato, non ricorriamo alla forma esplicita gia
ottenuta per ,, nel teorema 3 (sappiamo che & uno scalare e che quindi le
(i) e (ii) sono banalmente vere!), ma facciamo una dimostrazione pit generale
utilizzando solo le proprieta viste nei lemmi precedenti, tipiche di una teoria
senza dualita alla Haag ma con gli intertwiner unitari localizzabili in doppi
coni. Osserviamo preliminarmente che, per definizione,

TW)n($(f)) = n(p(W )T (W)

da cui, iterando,

(W) - TWa)m(¢(f)) = m(¢(Wh - W f)T(W1) -+ T(Wy).
Allora, tenuto conto che [W, W3] =0, si ha:

epwT(P(f)) = ) pue (T(W, W)m(¢(f) =
DWW, T(W)T (W, W) T (W) ($(f) =
WWEWWaW W™ ) =
f))sﬂﬂv’

*Cf. [DHR69a]
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da cui la 3.17.

(ii) E immediato, in quanto, come gia visto nella dimostrazione della
(i), €pyy si pud esprimere come prodotto di operatori del tipo I'(-), ovvero
di operatori che commutano a meno del cociclo con gli unitari della forma
T(e'7). La tesi & conseguenza del fatto che i termini di cociclo si elidono a
due a due.

O

Corollario 1 L’operatore statistico €,,, induce una rappresentazione uni-
taria del gruppo delle trecce.

Dimostrazione. Che 'operatore statistico €,,, induca una rappresentazione
del gruppo delle trecce € qui evidente, in quanto € uno scalare ¢ dunque,
ponendo b; = p'~Y(e,, ), per ¢ = 1,..,n — 1, gli operatori b; (anch’essi
scalari) verificano banalmente le relazioni di treccia. Il fatto che €2 # 1
assicura che il gruppo rappresentato dai b; non sia quello delle permutazioni
ma il piti generale gruppo delle trecce.

O

Come & noto, fra le condizioni “iniziali” che definiscono univocamente
Poperatore statistico vi & quella che stabilisce che g(p,0) = 1 quando p &
causalmente separato da o. Verifichiamolo anche per il nostro modello, e
per questo ricorriamo alla decomposizione di e(py, pyy) fornita in [FRS92].
Pertanto, siano W = UV e W' = U'V’ i due unitari localizzati in O € K
corrispondenti alle coppie (n, A), (n/, X') € Z x R. Vale:

elpw, pw) = elpupv, pupyvr) =

= pu(elpu, pv))elpu, pur)pu (pu (lpv . pvi))elpy . pur)). (3.18)
I calcoli sono simili a quelli effettuati in precedenza per la verifica dell’ope-
ratore statistico pyy, ma occorre tener conto di valori differenti per gli n e
per i A dei due autormorfismi considerati.

e CALCOLO DI e{py, py).

Trasportiamo py in Op € pyr in Oy, con Op C (’);. Al solito, gli

intertwiner unitari sono T(U,U*) : pr — pu, € f(Vy’V’*) Py Yy

Si ha pertanto:

elpu,pv) = f(Vy’V’*)*PVy’(f(UwU*)*)f(UwU*)PU(f(Vy’V’*)) =
= T(V)T(U)T(U,) T(V,) ' T(U) T (V) T(V') T(U)".
D’altra parte,

L(Ua)T(Vy) = e~ ™ eI NVAT(Un),
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da cui si ottiene:
e(pu, pvr) = ™ BTV TU)T (V) T(U)". (3.19)

e CALCOLO DI e(pv, pr).

In questo caso, a differenza del precedente, & py ad essere trasportato
alla destra di pr». Qui, la disposizione delle regioni di localizzazione
¢ la seguente (sempre restando unica la regione O dove sono loca-
lizzati entrambi i morfismi di partenza, ovvero degli unitari U e V):
T(ULU™) : pyr — pu f(%V*) pv = pv,, Oy < Oy. Ne segue:

elpv.pw) = T(OU") puy TV, V)TV V) ey (TWU™)) =
AT T(V)T(U') T(V)*. (3.20)

e CALCOLO DI {prr, prr ).

Sia Oy > Oy, e consideriamo i morfismi trasportati py, = Adf(Ux) e
puy, = Adf(U;)' Si ha:
S(PU,[)U’) — N(Dﬂbﬂ*)*plﬂ (N(DT br*)*)f(brzbﬁr)pli(f(brébﬂ*)) —
= (-)"TUHTW)TW)TE)", (3.21)

avendo utilizzato il fatto che T'(U) e f(UzlJ) commutano a meno del
fattore (—1)™"

e CALCOLO DI g{py, py1).

Con procedimento analogo, notando che operatori della forma f(VE)
e I'(V}y) commutano se causalmente indipendenti, si ottiene subito:

E(PV:PV’) = 1. (322)
Inserendo le (3.19)-(3.22) nella (3.18), si ottiene:
E(PVV:PVV’) — (_1)77.77.’ ei?r(n)\’—n’)\) sgn{y—x)

LUHT(VHTOT (V) T(V)DU) TV ) T(U)*. (3.23)

Supponendo che W e W' siano centrati in regioni spazialmente separate,
lo stesso vale per U e U’ e per V e per V', ai quali possono dunque essere
applicate le ormai note relazioni di commutazione con cociclo, ottenendo:

(VI) (U-) _ mn)\'sgn(a y) (U-) (VI)

BT = e dsema—nT(mn T ().
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Con queste ultime inserite nella (3.23) si ottiene infine:

E(pW': pVV’) =1,

come previsto dalla teoria generale.

Vogliamo concludere questa sezione riportando in dettaglio il calcolo
dell'operatore statistico e(pw, pw+) nel caso in cui i due unitari W e W’
siano centrati nello stesso intervallo (e quindi descritti dalla stessa funzione
e(z). In effetti, insieme al caso in cui le regioni di localizzazione dei due
automorfismi siano spazialmente separate, ¢ questa 'unica situazione in cui
e possibile dare un’espressione semplice e di reale utilitd per 'operatore
statistico di una coppia di morfismi, in virtl del fatto che il fattore di cociclo
non dipende dalla forma esplicita della funzione ¢ prescelta. A tale scopo
occorre dimostrare un risultato intermedio, di cui tratteremo solo il caso
A = 0, che corrisponde a W(n,0) = U(n), rimandando a [Rui] per i dettagli
relativi al caso n = 0, ovvero quando W = V. Per quest’ultima eventualita
ci limitiamo solo a precisare che continua a valere lo stesso risultato che ci
accingiamo a dimostrare per U(n).

Lemma 8 Se gli unitari U = U(n) e U' = U(n') hanno base nello stesso
intervallo, gli implementatori T'(U) e T(U') commutano.

Dimostrazione. Utilizzando la formula

[dT(Ay), dT'(By)] = ‘;W /dkka(—k)/é(k), Voo f € Hy(R).  (3.24)

Le relazioni di commutazione per la rappresentazione proiettiva I' ed 1 ge-
neratori dI'(-) implicano che, prendendo « e 3 reali, si ha:

I, (eI, (") = e~/ (o8 Va,B eV (3.25)

dove

pl0,) = 5 /daa o (2)(z). (3.26)

Pertanto, ci siamo ricondotti al calcolo dell’integrale (3.26) dove, nel caso
qui trattato, al{z) = wne(z), f(z) = mn'e(z). Tale integrale & nullo, e quindi
gli implementatori unitari di cui sopra commutano.

O

Per quanto riguarda le relazioni di commutazione fra gli unitari I'(U) ed
i loro traslati di tipo spazio, possiamo fornire una semplice dimostrazione
della seguente proprieta, alla quale si & fatto spesso ricorso:

Lemma 9 Se O, C ', vale:

L(U)T(U) = (-1)" T(U,)T (V).
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Dimostrozione. Anche per questa proprieta ¢ sufficiente calcolare 'integra-
le in (3.26) nel caso in cui a(z) = mne(z), f{z) = wn'e(z — y). Chiaramente,
se y > 0 risulta e(x —y) = —1 per ogni z € (—1,1) mentre, se y < 0, &
e(x —y) =1 nello stesso intervallo, in quanto (—1,1) e (y — 1,y + 1) sono
disgiunti. Poiché

/dxa 1Blx) == rm/ dre' (x)e(z —y) = 2n’nn'sgn(z — y)

si ha

(U) (U’) = el=i/2)mnn’ sgn(a—y) T (UU’) e(—i/2)mnn’ sgn(z—y) T (U’ o).
in quanto gli unitari U e UT’! commutano. Infine,

™ ™ (¢/2 !sgn(z—y)T _
DUNT(U) = WP s gIT) =
e'mnn sgn(w Yy F(U)F(U:!) —

= ()" TOTUy).

O

Siamo ora in grado di calcolare l'operatore statistico e(pw, py) per una
generica coppia di unitari W, W' centrati nello stesso intervallo. Se gli au-
tomorfismi sono localizzati in O, consideriamo z,y € R? tali che O, e Oy
siano nella componente a destra del complemento causale ' e con sepa-
razione relativa di tipo spazio. Per convenzione, nel calcolo di £(pw, pw')
occorre traslare pyy alla destra del traslato di pyw:. Scegliamo, pertanto, un
automorfismo pyy, localizzato in O, ed unitariamente equivalente a py, ed
un automorfismo P localizzato in Oy ed unitariamente equivalente a pyy:.
Usando il fatto che I'azione di pyy, sull’unitario di allacciamento f(WT;W’*)
¢ banale, e notando che tutti i cocicli si elidono (in quanto per ogni cociclo
si ha anche il suo complesso coniugato), si ha:

elow, pwr) = TW'W,") x TWW;) o T(W,W*) x T(W,W")
= DWW, \T(W,)TWW," \T(W,) T(W, W) o (T(Wy W)
(W) T(W W' T (W, W)
Ty

= TW'W," T W) TWW,")T
— e—m(n)\ -+n’ )\) (W )F(W)f(W’)
e—ﬂi(n)\’—kn’)\)ﬂ‘
dove abbiamo utilizzato il Lemma 8. Se, invece, O, < Oy, nel risultato
precedente cambia solo il segno dell’esponente. Pertanto
el pyy) = EmON T,
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Come abbiamo gia notato, i portatori di carica f(W) non appartengono
all’algebra delle osservabili. In questa sezione vogliamo dimostrare che tali
implementatori unitari non sono neanche nell’algebra dei campi %, alme-
no per A # (0. Pertanto, l'interpretazione dei risultati ottenuti per questo
modello non pud essere affidata soltanto agli strumenti noti della Teoria Al-
gebrica dei Campi Quantistici “ortodossa” cosi come formulata in [DHR69a],
[DHR69b], [DHR71], [DHR74], [DR86], [DRY0] ma si dovra fare ricorso ad
un pil recente concetto di braiding, studiando il comportamento asintotico
degli unitari di allacciamento.

Come primo passo, osserviamo che, se F(W) e %, allora anche i suoi tra-
slati T(W), = T(T(z))T(W)T(T(— )) € Z. Ricordiamo, infatti, che tra gli
assiomi di una AQFT vi & anche la possibilita di rappresentare le traslazioni
T(x) come automorfismi di % unitariamente implementabili sullo spazio di
Fock. Nel presente contesto, detta z +— a5 € Aut.# la rappresentazione di
cui sopra, si ha:

az(m(¢(£)) = DT (@))n(¢(f))D(T(~2)) = ({72 ),

dove (7, f)(£) := f(€ — z). Ne segue che o (F(0)) = F(O + z) e quindi
ax(F) = F. Pertanto, se (W) € #, anche a,(T(W)) € £#. Poiché si ha
Qp = Adf(T(a:))v possiamo dire che F(W ) € #, in quanto i due, essendo r

una rappresentazione proiettiva, differiscono solo per un fattore (il cociclo):
o (T(W)) = T(T(2))T(W)T(T(—=z)) = (cocicli) T(W,) € £.

Come risulta evidente dalla forma dell’operatore statistico, se A = 0 si ritor-
na alla statistica ordinaria. Consideriamo allora il caso A # 0, e dimostriamo
che per tali A I'unitario f(W) non & un elemento dell’algebra % . Procediamo
per assurdo.

Sia dunque f(W) € #. Per quanto appena visto, risultera f(Ww) € Z.
Scegliendo = € R? in modo tale che O, C @', avremo

T(W)T(W,) = (—1)"e2 i se2@ T (W, \T(W). (3.27)

Poniamo B := 7(¢(f))IT(W), B* := w(¢(g))T (W), dove q = ¢(W) =
= q(Wy) e la carica portata dagli automorfismi py e py, e supp(f) C Bop,
supp(g) C Bo,. Inoltre,

L(W)m($(9))? = e Pn(¢(g))T(W), (3.28)
avendo scelto, per fissare le idee, z > 0. In virta delle (3.27)-(3.28),
BB® = W(éb(f))qf(W)W(éb(g))qf(Wz) =

= ¢ (@) Tn(9(9)) T(W)L(W,) =
)i (4

. a
= e " Pr(¢(g))In($(f)) TP EETW)TW).  (3.29)

I

63



Osservando che

T ($(F)T (W) = e PT(Wo)m($( )%,

il secondo membro della (3.29) si scrive

™" (¢(9) T (Wa)m($( )T (W),

e quindi si ottiene una regola di commutazione per B ed i suoi traslati di
tipo spazio:
BB* = ¢ " B*B, (3.30)

A questo punto usiamo l'ipotesi (W) € &#. Poiché & = Uoex ﬂ(@)”lu,
I'unitario di allacciamento ed il suo traslato possono essere visti come limite
in norma di successioni di elementi locali

(W)= lim Fy, F€F(O)
k—»00
(W)= lim FF,  FFe F(Oq)

J—ro0

da cui segue

B = lim 7(¢(f))?F, = lim By
k00 k00
B* = lim n(¢(g))?F; = lim B}.

J—ro0 J—ro0

Sia € > 0, e sia k. € N tale che, Yk > k.,
1By — BIl < ¢/3M, ,||Bf — BYI| < ¢/3M, ||B{Bx — B*BI| < /3,

dove M ¢ una costante tale che ||By|| + ||Bf|| < M per ogni k (infatti, le
successioni By, ¢ Bf convergono, quindi sono limitate). L’espressione

|BB* — B*B|| < ||B*||||B — Byl| + 1Bl ||1B* — Bgl| + || B By, — B*B||

pud essere resa arbitrariamente piccola approssimando B ¢ B¥ con clementi
che commutano asintoticamente, in contraddizione con la (3.30).

Questa linea di dimostrazione, che ha il pregio di essere intuitiva, non
prova nulla nel caso gA € Z, in quanto ¢ basata sulla contraddizione tra la
(3.30) ¢ la commutativitd asintotica degli operatori B, B sopra introdotti,
contraddizione che viene evidentemente a mancare se gA € Z. In particola-
re, non si ha alcuna informazione relativa al caso g = 0. Intendiamo fornire,
pertanto, una dimostrazione alternativa che aggiri questo ostacolo. Que-
sta nuova dimostrazione & basata sulla “localitd twisted” dei camnpi, la cui
validitd nel nostro modello € stata stabilita in precedenza.

Lemma 10 La corrispondenza f — wp(¢(f)) & isometrica.
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Dimaostrazione. Poiché la rappresentazione di Fock np & fedele, & isometri-
ca

e (N = lle(HI];
e quindi rimane da valutare ||¢(f)||. Poiché {¢(f),é(9)*} = (f,9)1, si ha:

He(F)BDII + 16" (Fd@1*=(6"(F)d(£)d(g), #(9)) + (B(F)d™ (f)d(9), ¢(g))
={¢" (1), (£)}é(9), 6(9) = || FI*Id(a)]?

da cui ||¢(f)]] < ||f]]. D’altra parte, se nella precedente uguaglianza g = f

otteniamo ||¢(£)*|| < lI£111ig(g)ll; e quindi [|6(£)]] = If1]
D

Siamo ora in grado di dimostrare il seguente

Teorema 4 Per ogni A # 0 gli implementatori unitari f‘(W) non $Ono
elementi dell’algebra dei campi & .

Dimostrazione. L’operazione di “twisting” & definita, per ogni F' € #, da
F7:= Adyz(F), dove

Z:]l-i—z'V

—, V'=vi=V
141

Nel nostro caso V = I'(—1) (I'implementatore dell’automorfismo di % che
lascia invariati i campi bosonici e cambia segno a quelli fermionici). Se
fosse D(W) € &, si avrebbeh_f‘(W)T = T'(W) (come subito si verifica), ma
questo e assurdo, in quanto F(W) avrebbe carattere bosonico, e quindi, se
fosse locale, dovrebbe commutare con i suoi traslati per separazioni di tipo
spazio, mentre invece (per x > 0)

T(W)T(W,,) = ™ T(W, )T(W).

Se, invece, non fosse locale ma pur sempre in %, varrebbe I’argomento pre-
cedente. Quindi, se gA ¢ Z, T(W) ¢ %. Ma a noi interessa discutere il caso
gA € Z, e per questo consideriamo una successione {Fj,},en di elementi
locali di & convergente (in norma) a T'(W) :

(W)= lim F,, F,ec%(0,).

n~00
Evidentemente, F7 € #(0,)" = #(0,"), e quindi

[FT,Al=0 AeZ(0,)) (nel).
In particolare, VO, C O/,

[Fn,m(¢(f)] =0, supp(f) C By (neN).
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Con tali notazioni si ha:

IDW)r(¢(f)) = w(¢(HHTW)T]] <

< W) = EDm(@UN + [1F7m($() — 7(@(H)Fr |1+
+Hm(¢(f)(E] =TT <
T(SUNINT )T = Frll + IETw(e() —n(¢(UNFLIL (3.31)

Consideriamo solo funzioni normalizzate. Pertanto, per il lemma 10, si ha
[|m(¢(f))]| = 1. Fissato € > 0 arbitrario, sia n, € IN tale che

)
<2 )

IDW)™ — Fyl| < /2

per ogni n > n.. Scegliendo n = n, e supp(f) C By, , dove (5 c O/,
I'ultimo membro della (3.31) risulta maggiorato da €. Pertanto per ogni
prefissato valore di ¢ e A, la norma |[T(W)"n(¢(f)) — 7(¢(f))T(W)7]| pud
essere Tesa arbitrariamente piccola.

D’altra parte, essendo I'(W)7 = (W), il primo membro della (3.31) &
anche uguale a

e (@ NTW) - (@HTE)I = ™ — 1], (3.32)

avendo usato il lemma 10 e 'unitarietd di T(W). La (3.32) & in contraddi-
zione con la (3.31), in quanto stabilisce che, per A # 0 (mod 2), la norma di
cui sopra non pud essere resa piccola a piacere.

O

Infine, nel caso A = 0 gli implementatori unitari sono elementi locali di
F . Infatti, se W & centrato in O, risulta

per ogni f con supporto spazialmente separato da O. Pertanto, in virt della
dualita twisted, risulta

T(W) e Z(0) = #(O).

D’altra parte, poiché il twisting ¢ involutivo sulle algebre dei campi locali,
ovvero #(0)™" = F(0) (come discende immediatamente dalla definizione
di “twisting” Adyz, Z% = V ) e poiché I‘(I/V)T = I'(W), segue F(W) F(0O).

Nel lemma successivo verra dimostrata anche la dualitd essenziale (per
i doppi coni), in vista di una successiva applicazione della stessa. Utiliz-
zando le notazioni in [Mue98], per ogni doppio cono @ € K denotiamo
con VVEL e VV}?R la, componente di sinistra e di destra, rispettivamente, del
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complemento causale 0/, e poniamo VV}? = VVgR,, V\/}(g = )/VfL,. Tutte le
regioni coinvolte in questa analisi sono di tipo wedge, nel senso che sono
ottenute per traslazione dai wedge standard Wy = {z € R?|z! < —|2°|}
e Wg = {z € R?|2! > |2°}. Con queste definizioni, O = WP N WY e
O = W](?L U WgR. Sebbene la dualitd di Haag per i doppi coni sia violata
per lalgebra &7/ dei punti fissi di %, si pud comunque ottenere una forma
piu debole di dualita.

Lemma 11 La rete dei punti fissi &7 soddisfa alla dualita per i wedge
AW = (W)

e la dualita essenziale nei settori semplici
dHO) = 790).

Infatti, la prima affermazione segue da [DHR69a], in quanto anche il com-
plemento spacelike di una regione wedge & ancora un wedge, e quindi &
connesso. La seconda affermazione discende dalla dualitd per i wedge grazie
a

AU0) = (O = (A (WE)V (W) = #(WE) Aot (W),

in quanto la localita della rete duale & equivalente alla dualita essenziale
della rete originaria .

3.3 Struttura di intrecciamento e abelianita asin-
totica

Vogliamo adesso stabilire se il braiding emerso in questo modello sia effetti-
vamente una simmetria, utilizzando il metodo proposto in [BDMRSb] per
costruire categorie tensoriali simmetriche C™* nel contesto dell’elettrodinami-
ca quantistica. Nell’ambito della teoria del campo libero massivo di Dirac
in (141)-dimensioni, infatti, non & possibile limitarsi alle tecniche esposte in
[DHR71] e [DHR74], in cui si passa dalle rappresentazioni selezionate e dai
loro intertwiners agli endomorfismi ed ai loro interwiners, in quanto si fa uso
della dualita di Haag, qui violata. Una volta stabilito che gli endomorfismi
di una C*-algebra ed i loro operatori di allacciamento formano una catego-
ria tensoriale, la simmetria poteva essere dedotta analizzando le proprieta di
commutazione degli intertwiners. Nel caso di localizzazione in coni di tipo
spazio, sebbene gli operatori di allacciamento non appartengano all’algebra
delle osservabili, si pud costruire comunque una categoria tensoriale simme-
trica C* (Cf. [DR90]). Il metodo proposto in [BDMRSD] si estende anche
al caso in cui gli intertwiners non appartengano all’algebra dove agiscono gli
endomorfismi, ed a questi ultimi non si richiede necessariamente di essere
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localmente interni 2

, ma solo asintoticamente interni.

Ovviamente, il nostro modello rientra pienamente in queste ipotesi, in quan-
to, come gia visto, gli intertwiners sono osservabili localizzate in un doppio
cono. Cio che, invece, rende adatto il metodo dell’abelianita asintotica al
presente caso ¢ la possibilita di costruire una categoria tensoriale C* parten-
do direttamente dalle rappresentazioni senza ricorrere alla dualita di Haag.
Ricordiamo qui solo alcune definizioni ed i teoremi che giustificano i calcoli
successivi.

Introduciamo due insiemi di reti py — U,, e pw = V,, per ogni
ogeetto pw. Ogni rete & costituita da operatori di allacciamento unitari
Un € (pw,pw,,, ), dove py, tende puntualmente in norma all’automor-
fismo identitd su &/. Si richiede anche la seguente nozione di abelianita
asintotica per gli intertwiners:

Definizione 3 (Abelianitad asintotica) Dati gli intertwiners R € (pw, pw

e S € (p, p), € le reti Uy € Upy,, ' EeU,

m! V;l € VP
allora

i)
W W ‘l’n’ c Vpﬁ,/;

L RUL X VLSV — VLSV x U, RUZ, — 0 (3.33)

in norma per m,m’,n,n’ — oco.

Infine, Pinsieme delle reti deve essere compatibile con i prodotti, nel senso
che, Vpyw, pwr € A, Uy, € Uy, € Upy € MPW/ tali che Uy X Upy € Z'{prW,
e analogamente per V. La validita simultanea di tutti questi dati, che indi-
chiamo con il termine braidology, & di cruciale importanza in quanto fornisce
un braiding ¢ per la sottocategoria piena di End(s/) generata da A. Vale,
infatti, il seguente

Teorema 5 Dati pw, pyy; € A, allora:

5(.0%"7 pﬁ?) = 'mlgrj—)loo V;: X U';L U x Vp

esiste, e indipendente dalla scelta di Uy, € Uy, eV, € pr ed ¢ un elemento
di (pw pyy: Pyypw)- Inoltre, se R € (pw, pw) € S € (py, py), 56 ha:

e(ow, p) o R X 8 = 8§ x Roe(pw, ;)
e, se py, € A,
E(PW'pﬁapﬁ/) = 5(pW’7pﬁ/) x ]1,0{17 © ]lPW' x 5(pﬁ77pﬁ,f)7

elpw, PPy ) = Loy X elpw, pyi) 0 €(pw, pip) X Ly, -

3Notare che D(W) ¢ o
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Applichiamo la costruzione teorizzata in [BDMRSD] al caso del campo
libero massivo di Dirac in (141)-dimensioni. In virtl dei calcoli precedenti,
rimane da verificare la condizione di abelianitd asintotica per poter asserire
Pesistenza di una braidology e quindi di un braiding per la nostra catego-
ria. Sulla falsa riga di modelli (2+1)-dimensionali, dove, come regioni di
localizzazioni “asintotiche” che compaiono nella definizione delle famiglie U
e V possono essere scelti un cono di tipo spazio C ed il suo opposto —C,
scegliamo i due wedges W.. Poiché in (1+1)-dimensioni vi ¢ una naturale
nozione di destra e sinistra, e quindi di +00 € —oo, possiamo porre, con
ovvio significato dei simboli:

upw = {(Ua)a - (IOW':/OWf,L)a a— +OO)}

Vow = {(Vo)o C (pw,pw3), b— —o0)}

dove le due successioni, denotate con gli indici @ e b, sono contenute nei
wedges W, W_ rispettivamente (cosi le due successioni sono definitivamen-
te contenute nel complemento causale di una qualunque regione limitata).
Siano R : pw — pwr e St py = pyyr, € siano z, ¢ € € tali che

R=:T(W'W*), S=¢(TWW.

LD’esistenza di z e ¢ con tali proprieta ¢ conseguenza dell’ irriducibilita degli
endomorfismi coinvolti (infatti, sono automorfismi!), del fatto che I'(WoW;™)
¢ un intertwiner unitario in (pw,, pw,) €, infine, del ben noto

Lemma 12 Sia & una C*-algebra, e siano w1, mo € Irr(&). Allora, per
ogni T € (w1, m2)\{0}, esistonor >0 ed U € U (54, 5#3) tali che T = rU.

Si & denotato con #; lo spazio di Hilbert della rappresentazione 7,
Jj = 1.2. In base a quanto visto sin’ora, dovendo scegliere opportuni intert-
winers Un, € Uy, Ufy € Uy, Vi € Vi, Vi) € Vp,» POsSsiamo porre:

Un = AD(We,W*), 2 -5 400

™ * Wi
.Tlnl = /\'m,P(I/V;;m’I/ ! ), .’E;n: — +0
=TS T Ww_
= pnl (W, W), Yp — —00
V;:l = H%:f(Wé:l’ WI*), y,:,Ll E) —0Q

dove Ay Al i, ity € € hanno lo stesso significato dello scalare z di cui

sopra, per ogni m,m’.n,n'. Per definizione di asymptopia, infatti, si de-

vono avere: Up, € (pw,pw,,, ), S € (pw,py 7, ), Vo € (pW’pW%)’ V) €
m

(o5 P )-

’I'L’
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Per alleggerire le notazioni scriviamo semplicemente ], in luogo di =/ ,
Quale sia esattamente il termine della successione a cui ci si riferisce apparira
chiaro dal contesto. Analoghe semplificazioni vengono adottate per y/,, Al ,
e ;. Dimostriamo dunque I'abelianitd asintotica degli intertwiners per il
nostro modello, e per questo calcoliamo il primo membro della (3.33), che
adesso assume la forma:

X D(Wh, W)2D(WW*) AT (W, W*)*
X D(Wgy W) DWW *) T (W, W) —
—p D (W), W DWW ) T (W, W) %
XX, D(Wh W)l (W'W ) AT (W, W*)* =

= Nz C(Wh, W™ WW*)C(WL, W WW; YD(WL, W7 )%

X finC C(Wh W WW*)C(W), W, WW, YT (W), Wy ) — (+), (3.34)

dove () denota il prodotto incrociato degli stessi termini che precedono,
ma nell’ordine invertito. Si¢ adottata la notazione C(A, B) per il cociclo del-
la rappresentazione proiettiva I', ossia: T(W,)T(Wa) = C(Wy, Wo)T' (W, Wa).

Raccogliendo tutti i gli scalari (tra i quali gli stessi cocicli) a fattor comune,
e denotato quest’ultimo con ¢, la (3.34) si riduce alla

q (f(vvgg,nq W) x DWWy ) — D(W, W) x T(W, W;m)) (3.35)

e pertanto, per studiare il comportamento asintotico della (3.33), & sufficien-
te calcolare il limite dell’espressione fra parentesi. Infatti, sebbene anche il
termine ¢ dipenda dagli indici m,m’,n,n’, si possono sempre scegliere le
successioni numeriche coinvolte in modo tale che ¢ rimanga limitato. A ta-
le scopo, risulta particolarmente conveniente porre U, come I'insieme delle
successioni di unitari U, € (p, p,) per a che tende bdeC]lkC all’infinito ri-
manendo in W, (e analoga definizione per V,, con W_ in luogo di W,).
Pertanto, tale scelta ci permette di dire che [Ap| = |AL| = |un] = |ul]. ©
quindi non occorre controllare il comportamento al limite di ¢g. Con tali defi-
nizioni, tra I'altro, ¢ cvidente che la condizione di compatibilitd, U,U, = Uy,
¢ automaticamente soddisfatta. A questo punto, per semplificare la (3.35),
osserviamo che

f(W;,m W)t pwe,— Pw!, . f(ﬁ?;;q WJ,Q) O, T P
Lm, Yn y;'l
e quindi la (3.35) si scrive:
a(TW, W, T (W, S (W, Wy T (W, ) —
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—D(Wy, Wy JE(Wy, JE (W, Wy JE(Wy, ) ) =
= ¢ (T(Wy, Oy, \E(W, )T (W, )* = D(Wy, SE(W, ST (W, ) T(W,,)).

dove

¢ =g O(W}, . W;,)O(W, . W;,).

D’altra parte, si ha definitivamente: y), < z,.. y, < Z;, e quindi gli uni-
tari I/V;,m e T/V;;q sono definitivamente centrati in intervalli disgiunti, ovvero
i corrispondenti unitari di implementazione f(VVq’:,m ) € f(ﬁ/"y;ﬁ) sono defi-
nitivamente localizzati in regioni causalmente indipendenti. Siamo quindi
autorizzati ad usare le relazioni di commutazione (con cociclo) fra opera-
tori di seconda quantizzazione che, come sappiamo, valgono per coppie di
operatori con localizzazioni spazialmente separate. Quindi

L(Wy, T(Wy, ) = (=) e XN (W, )T(W,, )

ed analogamente per i termini con W in luogo di W’ e z;,, in luogo di z,,. La
precedente vale, evidentemente, da un certo valore degli indici m ed n in poi.
Infine, sostituendo queste ultime relazioni, si vede che il primo membro della
(3.33) ¢ definitivamente nullo e quindi, a fortiori, ha limite zero. Abbiamo
dimostrato:

Teorema 6 Lua sottocategoria di End(&f) generata da A ammette una strut-
tura di braiding ¢.

L’operatore ¢ definito nel Teorema 5 ¢ precisamente 'operatore statistico
e(pw, pw)- Infatti, scegliendo le successioni {z;} € {yn}n in modo tale
che Oy, » Oy, definitivamente, da un certo valore (finito) degli indici m ed
7 1n poi si ha:

Vo x Uy U x V=

= finl (WW ) X MnL(WW ) 0 AL (Wa,, W*) X (W, W)

che, tenuto conto del fatto che i coefficienti numerici sono delle fasi, e
scindendo i prodotti (i cocicli si elidono). diventa:

C(WW, YT(W,, ) DWW, D(W; \T(W,, W)L (W)T(W,, WIT(W)* =

= D(W)T (W)L (We,,) T(Wy,) T (W, ) T (W, )EWHD(W™). (3.36)
Ma la (3.36) & esattamente l'espressione di e(pw, ) ottenuta trasportan-
do pw e py In pw,,, € pyy;,  rispettivamente (tale espressione non dipende
da z,, o da y,). Quindi. la struttura di intrecciamento stabilita con 1'au-

silio della teoria dell’abelianita asintotica coincide con 'operatore statistico
e(pw, pW,) costruito in precedenza a partire dalla sua stessa definizione cosi
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come viene data nella teoria algebrica dei campi quantistici (in bassa dimen-
sione). E evidente che anche nella presente costruzione possiamo ottenere
entrambi gli operatori statistici e(p, o) e (o, p)*. purché si scambino il ruo-
lo delle due successioni {Z;}m € {yn}n al fine di traslare verso +oo (—o0)
Pautomorfismo che nel caso precedente era stato traslato verso —oo (+00).

Osservazione. f(I/V) ¢ o/, in quanto non & gauge invariante. Pertanto.
gli automorfismi pyy dell’algebra delle osservabili &/ non sono interni. Cid
giustifica il ricorso alla teoria dell’abelianita asintotica (condizione che, come
dimostrato. qui e verificata) per stabilire se gli oggetti costruiti con i metodi
“classici” dell’AQFT possano configurare una vera e propria struttura di
braiding e dare un autentico significato di statistica alla rappresentazione
I-dimensionale del gruppo delle trecce qui costruita.

Un altro motivo per cui I'(W) non puo essere un elemento di &7 & data
dalla seguente osservazione. Sia W = W {n, A). con n € Z, A € R arbitrari.
Ovviamente,

pw(A) = TW)AT(W)* = T(W)ps (A)T(W)",
Supponiamo che T(W) € &. Allora pw =~ py e quindi dovrebbe risultare
Epw = Epy = €ig = 1, VneZ, VAeR,

il che & assurdo. Pertanto, I(W) ¢ & (ad eccezione, ovviamente, del caso
banale W =1).

A questo punto facciamo un’ulteriore precisazione. Sebbene ogni cop-
pia di automorfismi della forma py sia legata da una relazione di “si-
militudine” (ovvero, pw, = Adf(Wgwl*) © pw,) cid non significa che es-
si sono unitariamente equivalenti tramite un elemento locale dell’algebra
delle osservabili, perché l'intertwiner unitario non € necessariamente un
elemento dell’algebra </. Pili precisamente, se (ni, A1) # (ng,A2), allora
f(VVl W) ¢ & Questa ¢ un’ovvia conseguenza dell’osservazione precedente,
non appena si noti che gli unitari della forma W (-, -; ¢) sono chiusi rispet-
to al prodotto ed al passaggio all’aggiunto (ovvero, costituisco un gruppo):
W{n, VW{n',N) = Win+n,A+X), W(n,A) = W(—n,—\). Invece, come
dobbiamo attenderci, W, W™ non rientra in questi casi. Infatti,

W(n, A e)eWin, A e)" = Wi{n, A\; 1z —¢€)
e, come ¢ stato dimostrato,
T(W,W*) € &(0), dove © D O U O,. (3.37)

In effetti, se provassimo a ripetere per f(VV) la dimostrazione che ha portato
alla (3.37) ben presto ci accorgeremmo che questa non funziona per un
qualunque W, perché si otterrebbe

(W)(@) = 4 (™0 f (2), ()
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per qualunque funzione f tale che supp(f) C Bp,, O1 C O'.

L’intrecciamento determinato da questa “braidology” non € una sim-
metria. Infatti, perché la condizione di abelianita asintotica sia verificata,
occorre che le due successioni di doppi coni O% e O) usate in U, e V,,
appartengano a componenti distinte di (', perché solo cosi si pud realizzare
la condizione che O — O} tenda spazialmente all’infinito per m,n — oo. In
effetti, si nota immediatamente che in (14+1) dimensioni non c¢’¢ alternativa.
Le due “braidologie” {U,V} e {V,U}, perd, non possono appartenere alla
stessa componente connessa per cammini {equivalentemente, le due brai-
dologie non possono essere mutuamente cofinali). In (3+1) dimensioni il
problema non sussiste, in quanto possiamo porre, nel caso di morfismi stret-
tamente localizzati, (9}{ = —(9% , e quindi e possibile passare con continuita
da {U,V} a {V,U} attraverso un cammino costituito da una catena di dop-
pi coni adiacenti intersecantesi a due a due. In (2+1) dimensioni, dove la
migliore nozione di localizzazione & fornita dai coni, si pud scegliere p, in
modo tale che a tenda all’infinito di tipo spazio rimanendo entro un cono
spacelike C, per U, e —C per V,. E chiaro che, sostituendo nella definizione
di braidology il cono C con un cono spacelike pit piccolo €y, rimaniamo nel-
la stessa componente connessa per cammini. Analogamente se C N Cy # §.
Pertanto, si pud scambiare C con —C attraverso una successione di coni di
tipo spazio che si intersecano a due a due. Cid non & pill possibile in (1+1)
dimensioni, perché (¥ non & connesso e quindi non & connesso per cammini.
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Conclusioni

Nel contesto della Teoria Algebrica dei Campi Quantistici abbiamo costruito
una famiglia di automorfismi di & localizzati e trasportabili che esibiscono
statistiche delle trecce. All'interno di ogni settore si ha, per ogni valore del
parametro A, una struttura di braiding differente, indotta da operatori kink
che non portano carica ma che alterano la statistica degli automorfismi con
cui vengono composti. La non localita dei portatori di carica & all’origine
del fatto che la statistica non e pili un invariante del settore, fenomeno gia
manifestatosi in teorie di particelle (1+1)-dimensionali o in ambito solitoni-
co. Alla sottostante struttura ordinaria, gli operatori kink sovrappongono
una famiglia continua di categorie tensoriali intrecciate, nel senso pili ampio
che tale termine assume nell’ambito della teoria delle “braidologie”. Tali
risultati non sono in contrasto con quanto ampiamente acquisito in AQFT,
in virtt della non localita degli implementatori unitari del nostro modello
e della violazione della dualitd di Haag, unitamente alla particolarita to-
pologica dello spazio-tempo bidimensionale, che pone un limite all’utilizzo
di alcuni risultati della teoria quantistica locale, aprendo la possibilita ad
una, pitt vasta gamma di situazioni intermedie. Si ha quindi un modello
concreto di statistiche anioniche, in cui trova conferma, tra le altre, 'idea
che in (1+1)-dimensioni la statistica non &, a priori, una caratteristica in-
trinseca dei settori. L’interpretazione della struttura di braiding di questo
modello fermionico estende alle algebre CAR il metodo di costruzione di
categorie tensoriali intrecciate [BDMRSa| precedentemente impiegato nella
trattazione dell’algebra di Weyl in ambito CCR. Implicitamente, ’analisi di
una teoria che viola la dualita di Haag porta inevitabilmente a riconsiderare
alcuni argomenti fondamentali che stanno alla base della teoria algebrica dei
campi quantistici, spesso legati in modo inscindibile alla dualitd di Haag (al-
la cui mancanza talvolta si pud supplire con I'ausilio di argomenti specifici
inerenti al modello in esame), precisandone il campo di applicabilitd (quali,
per esempio, la chiusura della statistica rispetto alla composizione di cariche
e la dipendenza del parametro statistico dai rappresentanti del settore).

T4



RINGRAZIAMENTI. Desidero ringraziare il Prof. Sergio Doplicher
per i preziosi consigli e per la pazienza con cui ha seguito e partecipato allo
sviluppo di questo lavoro. 1 suoi continui incoraggiamenti, specialmente nei
momenti pit difficili, sono risultati oltremodo graditi. Ringrazio il coordi-
natore del Dottorato, Prof. Alessandro Silva, per la fiducia accordatami e
per avermi consentito di portare a termine questo lavoro di tesi presso il
Dipartimento di Matematica.

75



Appendice A

Proprieta degli operatori di
creazione e di distruzione

Dimostriamo alcune proprietd utilizzate nelle dimostrazioni dei teoremi.
Lemma 13 Le corrispondenze f — ¢*(f) e f = ¢(f) sono isometriche.

Dimostrazione. Essendo I'una 'aggiunta dell’altra, & sufficiente dimostrare
la tesi per ¢*(f).
Partendo dalle ovvie identita:

le(H)gll? + Il (Hgll? =< (flelf)g, g > + < (f)c*(fg, g >=

=< {c(f).¢" () }g:9 >= I F N9l (A1)
si ricava [[c* (f)|| < [[f]l.
D’altra parte, ¢*(f)Q) = f, da cui ||[¢*()Q = |I£]l = I/, e quindi
lle* (AN = 1I£1-

O

| = I, os-
(£ ()N

Osservazione. Volendo dimostrare direttamente che ||¢(f)]
servo che dalla (A.1) si ricava |[c(f)|| < ||f||; inoltre, ¢(f)f = ¢
1711792, e quindi [le(f) fIl = || /]I, da cui la tesi.

Forniamo una dimostrazione alternativa e pit diretta del lemmma prece-
dente:

Dimostrazione diretta. Valutando operatore di creazione ¢*(f) sul ge-
nerico spazio componente A", e ricorrendo alle relazioni di anticommuta-
zione, si ha:

le* (£)e* (f1) - " (F) QU = (" (f1) -+~ " (fa) 2 e(F)e" ()" (1) - " (fa) ) =
71l (f1) - e (fa)QF = (€ (f2) -+ < ()2 (He(F)e* (1) -+ < (fa) D)
S IAPler () - e (fa) 21, (A.2)
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e quindi ||¢*(f)]| < ||f]l- Per esibire un vettore che renda quest’ultima una
uguaglianza, basta scegliere una famiglia {f;}7., di vettori linearmente in-
dipendenti ed ortogonali ad f. Se H ha dimensione infinita, questo lo si puo
fare per qualsiasi n, altrimenti si pone n = dim.##” — 1. Con tali scelte, il
prodotto scalare al secondo membro della (A.2) & nullo, in quanto

n

(et (f)- ) =D (U f) () - e (fi) - € (fa) = 0,
i=1
Notiamo che nel caso NV = 1 non c’e nulla da dimostrare, in quanto

lle* (YU = 11F17 = N7 12N,

a

Proposizione 11 La rappresentazione di Fock wn(¢(f)) = c(Py f)+c(P_f)*
¢ fedele.

Dimostrazione. Sia w(¢(f)) = 0. Poiché w(¢(f))Q = (P f)Q+c*(P_f)Q) =
c(P_f)Q = P_f, si ha P_f = 0. Dunque 7{¢(f)) = ¢(P;f) e poiché la
corrispondenza g + ¢(g) € iniettiva (in quanto isometrica), risulta anche
P, f = 0. Pertanto, f =0, ovvero ¢(f) = 0.

a

Lemma 14 La corrispondenza U(H) — U(Fo ) che associa ad U ['o-
peratore T(U) conserva Vinvoluzione, ovvero: T(U)* =T(U™).

Dimostrazione Con le notazioni Usy = PsUPy, 8,0' = +,—, e U =
JUJ, si calcolano immediatamente gli aggiunti:

(U")ss = (Uss)™, (U")s—6 = (Us5)", (U)" = T™.
Poiché I'(A*) =T'(A)", si ha:
T(U*) =T )T(U* ) =T(UL e YT (le T ) =

=TUr ) TAlaU_ ) =T1aoU_)T(U.y 1)) (A.3)

Infine, poiché I & ovviamente moltiplicativo (ossia, ['(AB) = I'(A)['(B)) e
poiché 1@ U__ e Uiy @1 commutano, la (A.3) & anche uguale, nella
notazione abbreviata, a

(DU D(O-2))" = D)™,
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Appendice B

Dualita twisted per i campi
liberi di Fermi

La localita & uno dei principi fondamentali della teoria dei campi quanti-
stici e stabilisce che osservabili localizzate in regioni spazialmente separate
devono commutare. La dualitd rafforza questo principio, richiedendo che os-
servabili che commutano con tutte le osservabili localizzate nel complemento
space-like @' di @ devono essere a loro volta localizzate in @. In termini di
algebre di von Neumann locali &7(0) generate dalle osservabili localizzate in
O, tale principio si esprime identificando le due algebre: &/ (0) = &/ (0').
La dualita gioca un ruolo cruciale nella teoria dei settori di superselezio-
ne (Cf. [DHR69a], [DHR69D]), per cui diventa importante sapere per quali
modelli vale la dualita. Il primo passo consiste nello studiare questa pro-
prietd per le teorie di campo libero. In effetti, per le teorie con interazione
i risultati sono limitati ad uno spazio-tempo bidimensionale e si basano sui
corrispondenti risultati per i campi liberi (Cf. [Sum]). La dimostrazione del-
la dualita per i campi liberi di Bose, cosi come venne data inizialmente da
Araki (Cf. [Ara63)), si suddivide in due parti. Come primo passo, si dimo-
stra che il commutante dell’algebra di von Neumann R(M ) generata dagli
operatori di Weyl basati su un sottospazio reale chiuso M dello spazio di Hil-
bert di una particella & R(M'), dove M’ denota il complemento simplettico
di M. Tale dimostrazione venne successivamente semplificata da Eckmann e
Osterwalder (Cf. [EQ]), grazie alla teoria di Tomita-Takesaki, identificando
linvoluzione antiunitaria J associata allo stato del vuoto di R(M) con la
seconda quantizzazione di un’ involuzione antiunitaria j sullo spazio di una
particella. Un’ulteriore semplificazione (Cf. [LRT]) consiste nell’ identificare
I’ involuzione antilineare S con la seconda quantizzazione di un’ involuzione
antilineare s sullo spazio di una particella. Altre versioni di questa prima
parte di dimostrazione vennero fornite in (Cf. [Del}), usando prodotti tenso-
riali infiniti, ed in (Cf. [Rie]), usando un teorema di commutazione astratto.
La seconda parte della dimostrazione di Araki (Cf. [Ara64]) caratterizza i
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sottospazi reali chiusi M(QO) associati alla regione O dello spazio-tempo per
il campo scalare libero di Bose e stabilisce che, per una vasta classe di regio-
ni, M(O) = M(0O"). Nel nostro caso, naturalmente, il concetto di dualitd
deve essere modificato e adattato alla caratteristica anticommutativita dei
campi fermionici. Il concetto appropriato, la dualitd twisted, venne introdot-
to in [DHR69a] dove, tra laltro, venne dimostrato che implica la dualita per
le algebre delle osservabili. In questa appendice utilizzeremo le idee esposte
in [LRT] per dimostrare che se R(M) & I'algebra di von Neumann generata
dai campi di Fermi con base su un sottospazio reale chiuso M dello spazio
di una particella allora
R(M)™ = R(iM")

dove R{M)7 si ottiene da R(M) applicando una trasformazione di Weyl.

B.1 Sottospazi reali di uno spazio di Hilbert com-
plesso

Riportiamo qui alcune definizioni e proposizioni utilizzate in seguito.

Definizione 4 Sia H uno spazio di Hilbert complesso, con prodotto scalare
h,k = (h,k), M un sottoinsieme di H.

M ={keH:Imhk) =0,heM}

¢ il complemento simplettico di M.

Proposizione 12 Sia M un sottoinsieme di H. Allora:

(i) M’ ¢ un sottospazio reale chiuso di H.

(ii) Se M C N, allora N' C M.

(iii) M" ¢ il sottospazio reale chiuso generato da M.
(iv) (M +iM) = M'NiM' = M+

(v) M'={0} se M ¢ denso in H.

(vi) Se M ¢ un sottospazio reale chiuso di M e P un proiettore ortogonale
in H, le seguenti affermazions sono equivalenti:

PMcCcM,
(L-P)M C M,
PM' Cc M,
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(L-P)M' C M.
Se una di gqueste ¢ vera, allora
PM' = (PM) N PH.
Definizione 5 Un sottospazio reale chiuso M in H ¢ detto standard se
MniM ={0} e M +:M =H. Se M ¢ standard, la mappa
sth+k)=h—1ik, hkelM

¢ detta involuzione canonica di M.

La proposizione seguente fornisce una prima relazione tra le proprieta

dell’operatore s e la struttura di sottospazio reale, che risulta utile nella
dimostrazione della dualitd twisted.

Proposizione 13 Sia M standard. Allora:

i) L’involuzione canonica s di M ¢ un’ involuzione antilineare densamente

definita e chiusa.
ify M’ ¢ standard e l’involuzione canonica di M’ ¢ s*.

iii) Se s = j6Y/2 ¢ la decomposizione polare di s, allora j2> = 1, j&'/? =
=0"Y2 e j(M) =M.

iv) Se P un proiettore ortogonale in H tale che PM C M, allora PM
((L — P)M) ¢ standard in PH ((1 — P)H).

La proposizione seguente dimostra che & sufficiente studiare sottospazi
reali standard.

Proposizione 14 Sia M un sottospazio reale chiuso di H. Siano Py (ri-
spettivamente P, ) i proiettori ortogonali sui sottospazi complessi ortogonali
ad M (rispettivamente ad M'). Allora:

i) PPy =0 e quindi Py =1 — P, — P, ¢ un proiettore ortogonale in H.
i) PM = {0}, P M =PH.

iii) M = {0}, M= DPH.

iv) P3M ¢ standard in P3H.

V) PgM’ = (PgM)! N Pg%
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B.2 Algebre di von Neumann associate a sottospa-
zi reali

Definizione 6 Sia M C H un sottospazio reale chiuso di H. Denotiamo
con P{h) il generico campo di Fermi sullo spazio di Fock Fo(H). R(M) ¢
Ualgebra di von Neumann generata da ¥(h).

I generatori ¥(h) di R(M) soddisfano relazioni di anticommutazione,
al contrario dei campi di Bose. Quindi, occorre modificare la nozione di
dualita per l'algebra dei campi. A tale scopo si considera dappprima un
automorfismo su R(M) che separi la struttura fermionica da quella bosonica.
La trasformazione ¢(h) — —1(h) si estende ad un unico automorfismo v su
R(M) :
YWF)=F seF &R (M),

Y(F) = — se FF'e R_(M).

R (M) ¢ generato dai prodotti di un numero pari (dispari) di 9(h). Poiché
lo stato di Fock & y—invariante, esiste un operatore unitario U su F,(#H)
con le seguenti proprieta:

UQ=Q,
¥y(F)=UFU*, FeRM), U*=U'=U.

Per i campi liberi qui considerati possiamo scegliere U = e, dove N
¢ Doperatore numero di particelle. Pertanto, ogni F € R(M) puo essere
decomposto nella forma

F=F +F_,

dove 1
Fi = 5(F £ (F)).

Definizione 7 L’algebra twisted ¢

R(M)" = {F; +iF_U : F € R(M)}.

Proposizione 15 Con le definizione date,

i) La corrispondenza F — F +1F_U definisce un isomorfismo di R(M) su
R(M)™ implementato dall’operatore unitario V = %(IL —U).

il) R(M)™ = R(M).

iii) R(M)'™ = R(M)"".

iv) R(iM'y C R(M)™ (localita twisted).
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Dimostrazione.

i) si dimostra con un semplice calcolo.
ii) segue dall’equazione V2FV*2 = F, — F_.
iii) & una conseguenza dell’unitarietd di V.

iv) Sia F=F, +F_¢c R(M) ¢ F' = F, + F' ¢ R(:M'). 1 termini della
somma, soddisfano alle seguenti relazioni:

[F+7F:il:]:07 {Fvai}:Ov

OvVvero

[F,ZVFV*] =0,

e quindi si ha:
R(iM'y C R(M)T'.

Teorema 7 Siano M, C H, a € I, sottospazi reali chiusi di H, e R(M,) le
algebre di von Neumann ad essi associate. R(M) fornisce un isomorfismo tra
il reticolo dei sottospazi reali ed il sottoreticolo delle algebre di von Newmann:

i) R(M;) C R(My) se e solo se M7 C Ms.
i) R(M1) = R(M3) se e solo se My = Mo.

iii) Sia My = ) o My la chiusura dell’insieme di tutte le combinazioni
lineri reali finite. Allora si ha:

R(VoMy) = \[ R(M,).

iv) R(N, Ma) = N\, R(M,).
v) R(M)" = R(iM'") (dualita twisted).

Per dimostrare 'ultimo punto, che é poi il risultato principale, si ricorre
ad alcune proposizioni di carattere tecnico. Enunciamole brevemente:

Proposizione 16 Sia H uno spazio di Hilbert complesso, M un sottospazio
reale chiuso di H.

i) Q € Fo(H) é un vettore ciclico per R(M) se e solo se M + iM ¢ denso

ii) Q ¢ un vettore separante per R(M) se e solo se M NiM = {0}.
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Quindi, se M & standard in H, € & un vettore ciclico e¢ separante di
R(M), e pertanto si pud applicare la teoria di Tomita-Takasaki. Dunque, si
consideri il seguente operatore antilineare, densamente definito e chiuso

So: R(M)Q — R(M)Q, SoAQ = A"Q, A€ R(M).

La decomposizione polare della chiusura Sg = S = JAY2 fornisce I'operato-
re di Tomita-Takesaki J con la proprieta JR{M)J = R(M)'. Per studiare le
relazioni che legano § e J coun gli operatori s e j, introduciamo la seguente

Definizione 8 Denotiamo con D(s) il dominio dell’operatore s, € con A, D (s)
Uinsieme di tutte le combinazioni lineari di vettori della forma hy A - A
hu, hj € 9(s). Indichiamo con T'y(is), per n = 1,2,---, la chiusura dell’o-
peratore @"(is) su A, Y(s). Definiamo:

S = e TV (is), T(is) 1= &%, T,y (is).

Proposizione 17 Se s = §842 ¢ la decomposizone polare di s, allora T'(s) =
T'(j)I'(6Y?) ¢ la decomposizione polare di T'(s).

Dimostrazione. Cf. [LRT].

La seguente proposizione, infine, permette di completare la dimostrazione
del teorema.

Proposizione 18 Sia Ry(M) Ualgebra involutiva generata dai polinomi di
W(h), h € M, con M standard in H.

i) Ro(M)Q & un core per S e 8.

ii) SIRO(M)Q = glRo(M)ﬂ'
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Appendice C

Statistiche ordinarie e
statistiche delle trecce

Come & noto, la simmetria di una funzione d’onda ad una componente
P(x1,...,2y) € descritta da una rappresentazione 1-dimensionale del grup-
po &, delle permutazioni, dando luogo alle statistiche di Bose o di Fermi.
Funzioni d’onda a pili componenti, corrispondenti a particelle con nume-
ri quantici interni, si possono trasformare in accordo a rappresentazioni di
dimensione superiore che corrispondono alle parastatistiche. Se si conside-
rano funzioni d’onda a pit valori, lo scambio di due argomenti z e y puo
dipendere dalla classe di omotopia del carnmino lungo il quale x e y vengono
scambiati, dando cosi luogo ad una rappresentazione del gruppo delle trecce
B,, ad n stringhe.

B,, venne definito da Artin nel 1925 come il gruppo con n — 1 generatori
bi,...,bp_1 (b; intreccia la stringa ¢ con la stringa ¢ 4+ 1) che soddisfano alle
relazioni:

bibj = bjbj, i — 7] > 2,
b; big1b; = big1bi by, i=1,...,n—2.
Sia o : B, = 8, 'omomorfismo di gruppi definito da
o(b) = oy, ol = 1{(e Sy), i=1,...,n—1, (C.1)

dove o; sono le trasposizioni (i i+1) che generano §,. Il nucleo P, di que-
sto omomorfismo & detto gruppo di monodromia o gruppo puro delle trecce.
Notiamo che I'elemento

Cp 1= (ble e bnfl)n (CQ)

genera il centro di B,.
I1 gruppo delle trecce B, ed il sottogruppo invariante P, ammettono
un’interpretazione topologica. Consideriamo la varietd n—dimensionale

Y, =C"\Diag = {Z = (21,...,2) €C": i # ] = 2z # zj} (C.3)
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(in un contesto diverso dal nostro quale & rappresentato dalla teoria del
campo conforme chirale, Y, & il dominio di analiticitad dei blocchi conformi
ad n punti). Il gruppo simmetrico &, agisce su Y, permutando le coordinate.
Lo spazio quoziente X, =Y, /S8, & lo spazio delle configurazioni di n punti
in €™, ovvero lo spazio delle configurazioni di n particelle identiche. Vale la
seguente

Proposizione 19 Il gruppo delle trecce By, é isomorfo al gruppo fondamen-
tale m(Xn,2p) dello spazio delle configurazioni (dove, per esempio, Z) =
(n,...,1)). Analagamente, P, ~ w1 (Y, Z).

Chiaramente, sostituendo il piano complesso € con uno spazio s— di-
mensionale R per s > 3, il gruppo fondamentale 7, ({(R*)®" \Diag , %)
potrebbe essere banale, e da esso potrebbe non essere possibile ricavare re-
lazioni interessanti con il gruppo delle trecce. Questa semplice osservazione
topologica & alla base del motivo per cui, in bassa dimensione, vi & maggiore
possibilita di statistiche generalizzate.
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Appendice D

Categorie monoidali
simmetriche

Siano U C B algebre C* con unitd I tali che il commutante relativo sia
triviale:

WnNB=C- I (D.1)

Se p ¢ un endomorfismo unitale di 4 definiamo
H = {y € B|pA = p(A)p, A€l}. (D.2)

Allora H ¢ uno spazio di Hilbert in B: infatti, ¢ un sottospazio vettoriale
chiuso in norma e

v e NB=C-I; 4,9 €¢H (D.3)
per cui ¥*¢’ = (¢p,4') - I definisce un prodotto scalare su H la cui norma
coincide con la norma su 4 in virtl dell’ identitd C*. Se un sottogruppo
G di AutB lascia fissi gli elementi di 4, lascia H globalmente stabile per la
(D.2) e, per la (D.3), H induce una rappresentazione unitaria u, di G:

L’endomorfismo p & detto interno in B se lo spazio di Hilbert associato H
ha annichilatore a sinistra zero. Se H ha dimensione finita (o se i ¢ algebra
di von Neumann) i proiettori finali degli elementi 4 € H hanno un lLu.b.
Iy € A, 1l supporto di H, e p interno in B equivale a Iy = I. Sia 4 V'insieme
dei punti fissi di B rispetto all’azione di G:

U= BY, (D.5)
la corrispondenza p — u, pud essere vista come un isomorfismo di cate-

gorie se ristretta agli endomorfismi unitali il cui spazio di Hilbert H, ha
dimensione finita con supporto I. Ricordiamo la definizione della categoria
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monoidale End4f. Gli oggetti sono gli endomorfismi unitali di 4. Le frecce
fra due oggetti p, o sono

(p,0) = {T € 4| Tp(A) = o(A)T, A€} (D.6)

Le operazioni monoidali sono, per gli oggetti, la composizione di mappe,
mentre per le frecce, se R € (p, p'), S € (o,0'), si definisce

Rx 8¢ (po,pa), RxS=Rp(S). (D.7)

Queste operazioni sono strettamente associative e compatibili con la com-
posizione di mappe, la norma e 'aggiunto *, per cui End i & una categoria
monoidale stretta C*, in cui I'unitd monoidale ¢ automorfismo identita.

Denotiamo con §(B) la sottocategoria piena ' di Endif che ha come
oggetti gli endomorfismi p per i quali H, ha dimensione finita con supporto
I. SeT € (p,0), si ha

TH, C Hy: g(T'4) = Tg(h), (D.8)

come si ricava dalle (D.1), (D.5), (D.6), ¢ quindi T" € (up,u,). Inoltre,
p = up, T — T & un funtore di §(B) sulla sottocategoria di RepG. Gli
operatori lincari (H,, H,) da H, in H, si identificano in modo naturale
con il sottospazio vettoriale generato da H,H i cui punti fissi rispetto a G
sono, per (D.4) ¢ (D.6), in (p, 0); ne consegue che esiste un funtore fedele su
una sottocategoria piena di RepG. Il sottospazio lincare generato da H,H,
fornisce una realizzazione strettamente associativa del prodotto tensoriale; ¢
ancora uno spazio di Hilbert con supporto I che, per la (D.4), coincide con
H,,. Siverifica facilmente che questo funtore associa a T'x S I’ intertwiner
T®S € (up ®ug,up ®Ug), se T € (p,p), S € (0,0"). Pertanto, si ha un
funtore strettamente monoidale.

Introduciamo la struttura di simmetria. Poiché HK genera un prodotto
tensoriale di H e K, per ogni spazio di Hilbert di dimensione finita con
supporto I in B, esiste un unitario ¥ x € (HK, KH) C B, tale che

Yk e =vp, peH ek (D.9)
Se p,o sono oggetti di S(B), Iu, u, allaccia u, ® uy € us ® uy,, € quindi &
in ik
Npso) =0n,.n, € (po,op). (D.10)
Allora (§(B), ?) & una categoria C* monoidale strettamente simmetrica, nel
senso che ¢ assegna alla coppia di oggetti p,o un unitario come in (D.10)
con le proprieta seguenti:

dp',d')oRx S =8 x Rod(p,c), Re(pp),Selod); (D.11)

Vale a dire: se p, o sono oggetti della sottocategoria, le frecce (p, o) sono tutte le frecce
nella categoria ambiente
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P po,7) =Hp,7) x I, 01, x ¥(0,T); (D.12)
Hp,0) oo, p) = 1. (D.13)

Si & denotato con I lelemento identita visto come intertwiner dell’oggetto
T con se stesso. Se T & una sottocategoria monoidale piena di Endi, una
stmmetria € per ¥ assegna ad ogni coppia di oggetti un unitario e(p, o) che
soddisfa le (D.10 - D.13).
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