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INTRODUZIONE

Questa tesi concerne lo studio di alcuni problemi ellittici non lineari del secondo
ordine. In particolare sono state studiate esistenza, non esistenza e alcune proprieta
qualitative, come il comportamento vicino al bordo, di soluzioni positive di alcune
equazioni in domini limitati e non, con diverse condizioni al bordo. Il lavoro ¢ strut-
turato in 3 capitoli in cui ci siamo occupati di problemi di diversa natura.

Nel primo capitolo mostriamo alcune proprieta di simmetria, da cui discende la
non esistenza di soluzioni deboli di un problema ellittico nel semispazio con condizioni
miste ( di tipo Neumann-Dirichlet) sulla frontiera. Tali risultati estendono al caso del
problema misto alcuni risultati noti per tutto lo spazio RY e per il semispazio con
condizione di Dirichlet. Il metodo usato, benché si basi su tecniche gia esistenti in
letteratura ¢ nuovo e consente di trattare in maniera unificata anche i casi gia noti. I
risultati sono contenuti nell’articolo [DG].

Nel secondo capitolo c¢i occupiamo di un problema singolare nella nonlinearita,
per un operatore ellittico, eventualmente degenere, in un dominio limitato. Si trova
una stima del comportamento della soluzione vicino al bordo che non dipende dal
particolare dominio considerato, nemmeno dalla dimensione N, ma solo dalla distanza
dalla frontiera. Tale stima estende al secondo ordine alcuni risultati precedenti per
il primo ordine. Inoltre e studiata la concavita delle soluzioni in domini convessi ed
alcuni risultati ottimali sono mostrati. I risultati di questo capitolo sono contenuti nei
due articoli [ BGP] e [G].

Nel terzo capitolo ci occupiamo di mostrare 1’esistenza di soluzioni positive per un
operatore ellittico degenere in domini approssimanti un dominio fissato. Piu precisa-
mente se () ¢ un aperto (eventualmente non connesso) e 2,, € una successione di domini

che approssima (2, dall’esistenza di una soluzione positiva in ) ricaviamo 1’esistenza
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in ©,. Come applicazione questo fornisce un risultato di molteplicita di soluzioni in

alcuni domini, eventualmente stellati.

Passiamo a spiegare in dettaglio il contenuto dei singoli capitoli.

CAPITOLO I - In un celebre articolo [GS] Gidas e Spruck hanno dimostrato,
insieme con altri risultati, un Teorema di Liouville per equazioni ellittiche sottocritiche.
Hanno mostrato cio¢ che non esistono soluzioni di classe C? ( senza ipotesi di decadi-

mento all’infinito) per il problema

—Au =uP in RN
u>0 in RY

SeN2361<p<%.

I Teoremi di tipo Liouville sono importanti in molte situazioni, per esempio per
trovare stime a priori per soluzioni dello stesso problema in domini limitati (vedi per
esempio [GS2]).

In seguito Chen e Li [CLi] hanno semplificato la dimostrazione di Gidas e Spruck

utilizzando la trasformata di Kelvin e il metodo dello spostamento di iperpiani (moving

N+2

s le

plane ) di Alexandrov-Serrin. La stessa dimostrazione mostra anche che se p =
N—-2
uniche soluzioni di (0.1) sono le ben note funzioni u(z) = INN=2N] T er qualche
(W Hz—a0?) 2

A>0e 2% cRY. Quest’ultimo risultato ¢ stato dimostrato da Gidas, Ni e Nirenberg
[GININ2]| per soluzioni con un certo decadimento all'infinito e da Caffarelli, Gidas e
Spruck [CGS] senza ipotesi di decadimento.

La trasformata di Kelvin e il metodo dello spostamento di iperpiani sono stati
utilizzati da Gidas e Spruck anche in un secondo articolo [GS2] per provare che non

esistono soluzioni non banali del problema di Dirichlet nel semispazio, cioe soluzioni di

—Au = uP in RY = {o=(z',....2") 2" > 0}
u>0 in RY (0.2)
u=0 su ORY
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se N >3el <p< % Utilizzando entrambi i Teoremi di Liouville gli autori
ottengono una stima a priori per soluzioni di equazioni ellittiche semilineari ( con dato
al bordo di Dirichlet), con esponente sottocritico in domini limitati.

Per quanto riguarda il problema analogo nel semispazio con condizioni miste

( Neumann-Dirichlet) Berestycki, Grossi e Pacella [BGPa] hanno provato che non

esistono soluzioni non banali nello spazio D*?(RY) del problema

—Au = uP in RY
u >0 in RY
_ * 1 N N 1 (0.3)
u=0 sul'g={z=(a',...;2") 2" =0,2' >0}
Qu =0 suly ={x=(z',...;2Y): 2V =0,2' <0}
dove N > 3, p = % Anche tale risultato e stato ottenuto mediante una tecnica

basata sulla trasformata di Kelvin e sullo spostamento di iperpiani. In [BGPa] si
utilizza inoltre l'ipotesi che la soluzione stia nello spazio di Sobolev DM*(RY) e quindi

che abbia un certo decadimento all’infinito. Anche nel recente articolo [CP], &€ mostrata

la non esistenza di soluzioni deboli per il problema (0.3) tali che 1 < p < %—f% e
0 <wu(x) <1=u(0,...,0,1) che abbiano un punto di massimo sull’iperpiano x! = 0.

Da tale risultato di non esistenza gli autori ricavano inoltre una stima L°° per soluzioni
dello stesso problema in un dominio limitato.

La tecnica basata sulla trasformata di Kelvin e il metodo del moving plane e stata
usata da diversi autori anche per provare risultati di tipo Liouville per soluzioni non
negative di equazioni ellittiche con un termine non lineare pitl generale, in RY e nel
semispazio con condizione di Dirichlet o Neumann ( vedi per esempio [B], [CLn], [LZ],
], [T2)).

In particolare Chen e Lin [CLn| hanno dimostrato che se f : [0,00) — R verifica

le seguenti ipotesi

L f(s)=0
2. f € non decrescente

3. f & localmente Lipschitziana

4. U & non crescente in (0, 4+00).

tN-2
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allora non esistono soluzioni non banali del problema

—Au = : RN
u=f()  mRY 04)
u>0 in R
a meno che non esista una costante [ > 0 tale che f abbia la forma f(t) = lt%.

L’ipotesi 2 ¢ stata poi eliminata da Bianchi [B] che ha trattato anche le nonlinearita
dipendenti da |z| e altri problemi.

Chiamiamo sottocritica o critica una funzione che verifica la proprieta 4.

Sempre utilizzando la stessa tecnica, Lou e Zhu [LZ] hanno studiato il problema nel
semispazio con condizione di Neumann non lineare e hanno anche considerato il prob-
lema (0.4) quando la non linearita ha il segno opposto, cioe f(u) = —u? dimostrando
che non ci sono soluzioni per ogni p > 1.

In tutti questi articoli e stato usato il metodo dello spostamento di iperpiani e la
trasformata di Kelvin. Una delle difficolta consiste nel trattare il punto singolare della
funzione trasformata. Per questo si applica il moving plane non a tutto lo spazio RY,
ma a RY \ B, dove B ¢ una palla, per esempio di raggio unitario, centrata nel punto
di singolarita. Tale punto viene trattato con degli opportuni principi di massimo per
soluzioni singolari di disequazioni differenziali in una palla privata del centro, ( vedi
[PW]). Si trova cioe che la funzione trasformata che chiamiamo v & strettamente pos-
itiva sul bordo della palla B e, tramite il principio di massimo, tale stima si riesce ad
estendere a tutta la palla privata del centro. Questo permette di applicare il moving
plane solo a RY \ B. Per questo motivo la condizione 1 appare in alcuni degli articoli
precedentemente citati. Sempre per questo in [LZ] diverse forme del principio di mas-
simo sono necessarie nel trattare nonlinearita negative e sopralineari. Questo ¢ anche il
motivo per cui il metodo non si puo ripetere nel caso del problema nel semispazio con
condizioni di Dirichlet al bordo. Infatti la singolarita va a finire sulla frontiera, dove
la v si annulla, e quindi non e possibile trovare una stima dal basso per la v in modo
che sia strettamente positiva in un intorno di tale singolarita. Sempre per questo, in
[GS2], per trattare tale problema hanno usato una diversa trasformata di Kelvin che

trasformava il semispazio ]Rﬂf in una palla.
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Un’altra tecnica usata insieme al metodo del moving plane per ottenere simmetria
delle soluzioni e basata su diseguaglianze integrali, e stata usata da Terracini in due
articoli [T], [T2] dove ha considerato problemi singolari in R" o nel semispazio con
condizione di Neumann non lineare sulla frontiera ( vedi anche [ADG] e [DaR| dove
questa tecnica ¢ stata usata per studiare la simmetria di soluzioni positive di equazioni
ellittiche su varieta o riguardanti il p-laplaciano.)

Anche in [DG] utilizziamo il moving plane e la trasformata di Kelvin per provare

simmetria e poi non esistenza per il problema

—Au = f(u) in RY

u>0 ian (0.5)
u=0 sulg={z=(2',....2"): 2V =0,2' > 0} '
2w =0 suly ={x=(2',...,2N): 2V =0,2! <0}.

Per trattare il punto singolare della funzione trasformata usiamo, anziché un principio
di massimo, una funzione cut-off, come in [T2]. Questo ci permette di trattare con
la stessa tecnica sia il problema in tutto lo spazio RY, sia quello nel semispazio con
condizione di Dirichlet e, in modo parziale, anche il semispazio con condizioni miste.
Tale tecnica inoltre mostra che solo I'ipotesi 4 € necessaria per provare la non esistenza
in RV, migliorando leggermente i risultati noti.

Per quanto riguarda il semispazio con condizioni miste questa tecnica permette di
mostrare, sempre supponendo f sottocritica o critica, che la soluzione dipende solo da
due variabili z1, x, ma non e sufficiente a provare la non esistenza. Infatti ci permette
di provare la monotonia della soluzione nella direzione ; solo fino all’iperpiano z! = 0.

Per ottenere la monotonia rispetto alla direzione x; per ogni x ¢ stato necessario
utilizzare altre tecniche. Forniamo due dimostrazioni differenti di tale risultato di
monotonia, perché e il punto chiave che rende il problema misto differente da quello
di Dirichlet in Rf o da quello su RV, e che permette di arrivare alla non esistenza.
Osserviamo esplicitamente che il nostro risultato di non esistenza per il problema misto
non richiede alcuna ipotesi di decadimento all’infinito della soluzione. E questo e, a
nostra conoscenza, completamente nuovo e permette di ottenere una stima L°° per il

problema misto in dominio limitato, come in [GS2] o [CP].
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Inoltre la non esistenza di soluzioni positive nel semispazio per il problema misto
permette di conoscere i livelli critici dei funzionali legati allo stesso problema in domini

limitati ( vedi [BGPa] e [GPa]).

CAPITOLO II - Sia N > 1 e sia {2 un dominio regolare e limitato. In questo

capitolo ci occupiamo del seguente problema singolare

“Au=u" i
o 00
dove 7 > 0. Questo problema ¢ stato studiato precedentemente in [CRT], [LM] e [K1]
dove & mostrata 'esistenza e 'unicita della soluzione positiva u(x). Tale soluzione &
di classe C° (ﬁ) N C?t* (Q). Una regolarith maggiore non & possibile, anche se € &
regolare, poiché, se x — 052, |Vu| — oo come ¢ mostrato in [CRT]| e [LM] se v > 1.
Lo stesso risultato vale anche per v = 1, come mostriamo in [BGP]. Inoltre in tutti e

tre questi articoli ¢ trovata una stima della soluzione vicino al bordo. In particolare in

[K1] si mostra che se v > 1 esistono costanti positive A e A tali che
AT (2) < u(z) < ASTH (2).

In questo capitolo miglioriamo i risultati di [CRT], [LM] e [K1] estendendo questa

stima fino al secondo ordine e mostriamo che se v > 1 esiste g > 0 tale che

)y < gt () (0.7)

57 ()

in 2, dove by € una costante che dipende solo da ~. Osserviamo in particolare che
la costante by in (0.7) ¢ indipendente dalla geometria del dominio €2 e persino dalla
dimensione N. Troviamo una stima vicino alla frontiera anche per v = 1. Mostriamo
cost che per v = 1 la soluzione non sta in C*! (ﬁ), completando i risultati di [CRT] e
[LM].

Stime di questo tipo si possono trovare per esempio in [BM], [BM2], [BP] dove
sono trattati problemi del tipo

Au = u? in Q
u(z) = oo per xz — 0L,
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oppure con un termine non lineare piu generale, anche per 'operatore degenere p-
laplaciano in [GP]. Tali soluzioni sono singolari sulla frontiera del dominio Q. In
virtd della singolarita della funzione v~ sulla frontiera comunque il problema (0.6)

puo essere trattato con tecniche simili a quelle per esempio di [BP].

La concavita o convessita delle soluzioni di problemi non lineari e stata studiata da
diversi autori vedi per esempio in [K1], [K2], [K3], [Ko], [KoL]| ed altri. In particolare
in [K2] e [K3] ¢ stato studiato il problema

—Au=uP in
u >0 in
u=0 su 0f)

con p > 0. E facile vedere che la soluzione u(z) non & concava nemmeno nel caso
radiale se {2 = B. Pero se il dominio §2 ¢ convesso e 0 < p < 1 allora la funzione
v = u2" & concava in Q. Tale risultato & mostrato utilizzando la funzione concavita
C introdotta per esempio in [Ko]. Essa misura di quanto una funzione non ¢ concava.

La funzione v e concava se e solo se C € non negativa in €2 x 2.

In [K2] & detto che se u(x) ¢ una soluzione di (0.6) in un dominio convesso {2 allora

w@)
v(x) :/ s 2 ds

e un buon candidato per essere concava. Uno dei contributi di questo capitolo e

la funzione

mostrare che questo risultato ¢ vero anche per v > 0. Mostriamo inoltre che tale
risultato e ottimale. Anche noi utilizziamo la funzione concavita C. Per mostrare la
sua stretta positivitd in Q x Q utilizziamo dei principi di massimo per funzioni che
verificano delle diseguaglianze differenziali. In particolare il principio di massimo di
concavita di [Ko], e altri principi di massimo di [KoL] e [PP].

Mostriamo inoltre i seguenti risultati

€ non ¢ concava in un dominio convesso,

. 1
1. se v =0 la funzione v = u2
2. se v = —1 la funzione ¥ = u° non e concava in un dominio convesso,

3. se v > 1 la funzione v = u 2 *° non ¢ concava nemmeno nel caso radiale.
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Otteniamo cosi che per v = 0 nel caso del problema agli autovalori, il fatto che la
prima autofunzione positiva sia log-concava ¢ in qualche senso ottimale. Se v = —1
la concavita della u ¢ ottimale e se v > 1 la concavita appena mostrata ¢ anch’essa

ottimale.

Infine consideriamo il problema degenere
—Apu=u"" in ()
u>0 in 2 (0.10)
u=20 su 02

dove A, indica il p-laplaciano. Per questo problema proviamo esistenza e unicita
della soluzione positiva u € W,5(Q) N L>®(£2). Per soluzione (debole) intendiamo una

funzione u che verifica

/ |VulP2Vu - Vi) = / u Y Vi e C5°(Q).
Q Q

Osserviamo infatti che se p = 2 e v > 3 allora la soluzione non sta in W1%(Q)
vedi [LM]. Quindi non si puo ottenere un risultato di regolarita migliore. Le soluzioni
di (0.10) sono quindi intese in senso debole e da risultati di regolarita si ottiene che
stanno almeno in C*(£2) e sono soluzioni classiche nei punti in cui Vu # 0, vedi per
esempio [diBe].

Otteniamo una stima del tipo precedente, ovvero che esiste una costante 8 > 0 tale

che

u(z) = @ (6(x)) | < Bo(x)
dove ® e una funzione indipendente dalla geometria del dominio €2 e dalla dimensione
N. & dipende solo da p e da 7. Questo risultato e esteso nel Capitolo 2 a non linearita

piu generali, ma sempre con lo stesso tipo di degenerazione sul bordo.

CAPITOLO III - In un celebre articolo del 1988, vedi [D1], Dancer mostra fra

gli altri risultati che I'equazione
—Au=u" in
u>0 in (0.11)
u=>0 su 0f),
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con 1l <p< % se N >3;1<p<oose N =2 in particolari domini {2 possiede
anche un elevato numero di soluzioni. Fra gli esempi ci sono domini contraibili ed
eventualmente stellati. Questo mostra che il numero delle soluzioni dipende dalla
geometria del dominio e non dalla sua topologia. Si pensava infatti che il problema

della non unicita fosse legato a quello della non esistenza nel caso dell’esponente critico

P=353

Dancer considera il caso di domini €2,, che approssimano un’unione finita di palle
disgiunte e riesce a calcolare il numero esatto delle soluzioni non negative dell’equazione
(0.11) in tali domini. Tale numero dipende solo dal numero delle palle da cui si parte. In
particolare se consideriamo un dominio formato da 2 palle disgiunte unite da un sottile
tubicino, ricava l'esistenza di 3 soluzioni positive. Tale numero ¢ anche massimale fra
le soluzioni che stanno in L.

In questo capitolo ci proponiamo di estendere alcuni di questi risultati al caso
dell’operatore degenere p-laplaciano. La dimostrazione si basa su un teorema astratto

di approssimazione. Se €2,, ¢ una successione di domini che approssima in qualche senso

Q) e ug € una soluzione del problema

—Apu=u? inQ

u>0 in (0.12)
u=20 su 0f2
Conp>1,p—1<q<M]\?—i\;_psep<N,ep—1<q<oosepZN,eseuoveriﬁcauna

particolare ipotesi sull’indice in un convesso, allora esiste una soluzione non negativa
che risolve lo stesso problema in €2, per n grande. Dancer mostra anche 'unicita di
tale soluzione in un particolare intorno della ug, ma per fare questo utilizza la non
degenerazione della ug. Per 'operatore degenere p-laplaciano la linearizzata non e ben
definita quindi non si riesce con questo metodo a riottenere 'unicita locale.

Come applicazione consideriamo il problema (0.12) dove p € in un intorno di 2
e ¢ ¢ un esponente opportuno. Per tale equazione otteniamo la molteplicita delle
soluzioni in particolari domini €2,,. Per ottenere la molteplicita si parte da un aperto
non connesso {2, in cui abbiamo molteplicita e la si estende applicando il teorema
astratto al dominio €2,,. Cosi se 2, e ottenuto unendo due palle disgiunte con un

sottile tubicino abbiamo 4 soluzioni non negative, di cui una e la soluzione nulla e le
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altre 3 sono strettamente positive. La difficolta nell’applicare il teorema astratto a
ciascuna delle soluzioni in €2 consiste nel verificare I'ipotesi sull’indice. Per fare cio
ci siamo serviti di un’idea utilizzata in un articolo, vedi [DEM], nel caso di N = 1.
Otteniamo 'ipotesi sull’indice facendo un’omotopia su p. Infatti per p = 2 'operatore
—A, & derivabile e il calcolo dell’indice e reso piu semplice dallo studio dell’operatore
linearizzato. Questo procedimento fornisce dei limiti nella scelta dell’esponente ¢ e di

p che speriamo comunque di migliorare ulteriormente.



CAPITOLO 1

RISULTATI DI NON ESISTENZA PER SOLUZIONI
POSITIVE IN DOMINI ILLIMITATI

1.1. Introduzione

In questo capitolo proviamo alcuni risultati di simmetria e non esistenza per soluzioni
positive di alcune equazioni ellittiche in domini illimitati. Per dimostrare proprieta di
simmetria utilizziamo il metodo dello spostamento di iperpiani. Questa tecnica ¢ stata
introdotta da Alexandrov e poi ripresa da Serrin in [S] che lo ha applicato per la prima
volta allo studio di equazioni differenziali. In particolare e stato impiegato da Gidas,
Ni e Niremberg in [GNN] e poi semplificato da Berestycki e Niremberg in [BN] per
mostrare simmetria e monotonia di soluzioni classiche di equazioni differenziali semi-
lineari in domini limitati. Nel 1981 in [GINN2] la tecnica ¢ stata estesa al caso dei
domini illimitati, in particolare a tutto lo spazio RY. Fra gli altri risultati essi provano
che le soluzioni di classe C? del problema

—Au= f(u) inRN
u>0 in RV (1.1)
u(z) =0 per x — 0o

sono radiali se f € CY?[0,+0), f(0) = 0 e f'(0) < 0. Ottengono anche la radialita
delle soluzioni del problema (1.1) quando f’(0) = 0 sotto opportune ipotesi di crescita
per la f in 0 e di decadimento della u all’infinito.

Questi risultati di simmetria sono stati estesi da Li in [Li] per soluzioni classiche di
equazioni differenziali completamente non-lineari, usando una tecnica basata solo sul
principio del massimo. Li mostra che le soluzioni di (1.1) sono radiali se e verificata
'ipotesi ()

) - 0) _

(%) P

lu| + [v])®, per u e v piccoli,

1

PR per |z| — oo e ma > 2.

(x)  u(z)=0 (

11
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L’ipotesi di decadimento all’infinito di Li & equivalente a richiedere u € Lo (RN )
Chiameremo quindi regolare all’infinito una soluzione che verifica tale ipotesi, ed essa
e radiale attorno ad un punto per i risultati appena esposti.

Inoltre Li e Ni in [LiN] mostrano la radialita delle soluzioni nel caso
(x,%)  f'(s) <0 se s piccolo.

In seguito il metodo dello spostamento di iperpiani ¢ stato utilizzato da moltissimi
autori per provare risultati di simmetria in domini non limitati sia nell’ambito di
soluzioni classiche che di soluzioni deboli. Citiamo fra gli altri [SeZ], [DPaR] e [DaR]
che hanno esteso alcuni risultati di simmetria ad un operatore degenere, sotto parti-
colari ipotesi sui punti critici della soluzione u. In [DaR] in particolare si richiede
solo che la soluzione (debole) del problema sia in C1(R¥) e si ottiene la radialita della
soluzione sotto l'ipotesi (**), e sotto un’ipotesi equivalente alla (*) se la soluzione sta
in L°%. La dimostrazione si basa su diseguaglianze integrali, rimandiamo anche a
[ADG] per una spiegazione dettagliata del metodo per il problema su RY.

A questo punto conviene introdurre brevemente il metodo dello spostamento di
iperpiani e per fare cid occorrono alcune notazioni. Consideriamo una direzione, che

per semplicita supporremo sempre come x1; per ogni A € R, definiamo

Yy =1{z=(z',...,2") 2t > N},

e per x € X, indichiamo con
zy = Ry(z) = 2A -2t 2% ... 2Y)
I'immagine di x rispetto alla riflessione R) relativamente all’iperpiano T} e con
ux(x) = u(xy)
la funzione riflessa. Inoltre con
Wy = U — Uy
indichiamo la differenza fra u e la riflessa. Infine sia

A:={re (0,400)t. c. u<wu,inX,, Yue (A +o0)}.
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Se il problema & posto su RY ( analogamente per il semispazio) per provare che u
e simmetrica rispetto a qualche iperpiano T) e sufficiente provare che:
Passo 1: AN # 0, ovvero wy, < 0 per qualche A vicino a +o00; ovvero il metodo pud
iniziare;
Passo 2: detto A\g = infA, 0 Ay > 0 e v = vy, in X), ( u ¢ simmetrica rispetto a
T\,) oppure Ao = 0. Infatti se \g = 0 allora per continuita u < uy in Xg. Ripetendo
lo stesso procedimento rispetto alla direzione opposta (—z!) ¢ facile concludere che o
u = uy, in Xy, per qualche Ay < 0 oppure u = ug in Xy e quindi la simmetria della u

rispetto a qualche iperpiano T).

L’ipotesi di decadimento all’infinito per la soluzione u ( cioe u € Lo per qualche

valore a > 0) ¢ stata eliminata da Gidas e Spruck in [GS], in un articolo molto famoso

ma anche molto complicato per f(u) = u? con p < %, N > 3 e successivamente da

[CLi| che utilizzano parallelamente al moving plane anche la trasformata di Kelvin.
Per procedere senza fare ipotesi di decadimento all’infinito di solito si utilizzano sia

il moving plane che la trasformata di Kelvin. Si opera cioe un’inversione rispetto ad

una palla di raggio unitario. Per semplicita di notazioni considereremo la trasformata

di Kelvin sempre centrata nell’origine, cioe
1 x N
Essa verifica ( in senso debole) in RY \ {0} I'equazione
1 _
—Av(z) = ‘x|N+2f(|%‘\N “u(x)).

La funzione trasformata v(z) ¢ definita in R\ {0}, ¢ quindi eventualmente singolare

nell’origine, e decade all’infinito come ~ ‘;(TOEQ. Ha quindi il decadimento giusto che

permette di far partire il moving plane, sotto l'ipotesi che f sia sottocritica o critica,
quindi f verifica la proprieta 4 dell’introduzione. A questo punto e semplice concludere
anche il passo 2 e avere la simmetria della v.
Se v e simmetrica rispetto ad un iperpiano che non passa per 0 allora la v deve essere
regolare in 0 e quindi la u deve essere regolare all’infinito ( poiche u(z) si comporta
(0)

come ~ r>5). In tale caso si pud applicare il moving plane direttamente alla u e

provare che e radiale. Se invece la v ¢ simmetrica rispetto all’iperpiano T, passante
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per 0, allora anche la v e simmetrica rispetto a Ty. Dall’arbitrarieta della direzione
scelta inoltre u ¢ radiale. Se u e radiale rispetto all’origine, poiche l'origine & scelta
in modo arbitrario allora u & costante. Se invece u e radiale rispetto ad un altro

punto, allora necessariamente f(t) = ct¥-2 e quindi u puo assumere solo la forma

%, come provato in [Gi] per soluzioni radiali, in [GNNZ2] per
+zx—x

soluzioni con un certo decadimento all’infinito e in [CGS] senza ipotesi di decadimento.

u(r) =

In questo capitolo mostriamo dei nuovi risultati di non esistenza per una classe
generale di problemi ellittici semilineari nel semispazio con condizione mista ( Dirichlet-

Neumann) sulla frontiera, cioe per il seguente problema

—Au = f(u) in RY

w>0 in RY (1.2)
u=0 sulg={r=(a,...;2Y): 2V =0,2! > 0} ‘
Q=0 sul'y ={z=(x ,...,mN):xN:0,m1<O}

Qui N >3 e f:]0,+00) — R ¢ una funzione continua.
Poniamo A =RY UT, e W = {p € CHRY) : supp () C A}.
Per soluzione debole di (1.2) intendiamo una funzione u € W,22(RY) N Lo (RY)

loc

(i.e. u é limitata in K NRY per ogni compatto K C RY) tale che u =0sulye

VuVp = flu)e
RY

N
RJr

per ogni ¢ € W. Il risultato principale di questo capitolo e il seguente Teorema

TEOREMA 1.1. Sia u € W,» 2(]RN) N C’O(RN) una soluzione debole del problema

loc

(1.2) in RY, dove N > 3 e sia f: [0,00) = R una funzione continua che verifica

i) g(t) = N+2 ¢ non-crescente in (0,400).
t)

—2
ii) f t(

12 lzmztato pert — 0.

Allora u dipende solo da x' e ™ ed é non-crescente nella direzione z'.

Inoltre se f wverifica i), ii) e
iii) f(s) > 0 per ogni s >0

allora u =0 ¢ la sola soluzione limitata del problema (1.2).
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Come caso particolare si ottiene la non esistenza di soluzioni non-banali limitate

N+2

~ 5 senza richiedere nessuna

del problema (0.3) f(t) = tP, per ogni p con 1 < p <
ipotesi di sommabilita della soluzione.

Anche noi utilizzeremo entrambe queste tecniche, moving plane e trasformata di
Kelvin per migliorare i risultati di non esistenza per soluzioni deboli di equazioni dif-
ferenziali sottocritiche o critiche. Per applicare il moving plane utilizziamo delle stime
integrali derivate da diseguaglinze di Holder, Sobolev e Poincaré, come in [ADG]. In-
oltre nel trattare la singolarita della v usiamo una funzione cut-off che si annulla in
un intorno del punto di singolarita e all’infinito come in [T] e [T2]. Passando a limite
otteniamo una stima integrale (vedi Lemma 1.1) su tutto il dominio privato del punto
di singolarita che ci permette di far partire il moving plane e in seguito di ottenere
anche il passo 2. Perché l'uso di questa cut-off? Perché in questo modo possiamo
trattare con la stessa tecnica oltre a tutto lo spazio R anche il caso del semispazio
con condizione di Dirichlet (vedi problema (1.4)) e in modo parziale il problema misto.
Inoltre non c¢’e piu bisogno di diverse forme del principio di massimo per far partire il
metodo.

Nel caso del problema nel semispazio con condizione di Dirichlet facendo un’inversione
rispetto ad un punto qualunque della frontiera si torna nuovamente nel semispazio e
la singolarita sta sulla frontiera dove sia v che vy si annullano. E impossibile quindi
ripetere la dimostrazione precedente. L’uso della funzione cut-off permette invece di

ripeterla esattamente. Analogamente accade per il problema misto.

Otteniamo quindi una dimostrazione unificata dei risultati gia noti per il problema

—Au = f(u) in RN
fw) m R (1.3)

u>0 in R
e per il corrispondente problema nel semispazio con condizione di Dirichlet sul bordo
(vedi problema (1.4) seguente) migliorando anche le ipotesi gia note. Per questo com-

inciamo la discussione con il problema modello (1.3), mostrando che solo la condizione

4 sulla funzione f & necessaria per avere non esistenza, i.e. proviamo il seguente

TEOREMA 1.2. Siau € W2(RN)NCO(RYN) una soluzione (debole) del problema

loc

(1.3), con N > 3 e sia f :][0,00) — R una funzione continua che verifica
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i) g(t) = L ¢ non-crescente in (0,400).

tN—

)

Allora o u = ¢ € [0,400) e f(c) =0, oppure esistono costanti positive k, h,l tali che

k . Nt2
ur) = — x> eg(t)=1>0, i.e. f(t)=1tv-2.
(@) = s e (1) (1)

Utilizzando la stessa tecnica si possono considerare le soluzioni del corrispondente
problema nel semispazio con condizioni di Dirichlet sulla frontiera, cioe
—Au = f(u) in RY = {z=(2',...,2") : 2" > 0}
u>0 in RY (1.4)
u=0 su ORY

e provare il seguente analogo risultato.

TEOREMA 1.3. Siau € Wl’Q(Rf)ﬂCO(@) una soluzione (debole) del problema

loc

(1.4) in RY, dove N >3 e sia f: [0,00) = R una funzione continua che verifica

i) g(t) = LY ¢ non-crescente in (0, +00).
tN—2
i) £ +t(t) ¢ limitata pert — 0.

Allora u dipende solo da z™.

Inoltre se f wverifica i), ii) e
iii) f(s) >0 per ogni s >0, liminf; . f(t) >0

allora il problema (1.4) possiede solo la soluzione banale u = 0.

OSSERVAZIONE 1.1. Osserviamo che i Teoremi 1.1-1.3 portano alle stime a prior: in
L per i problemi in domini limitati con condizione miste sulla frontiera. Ci riferiamo
a [GS2] per la corrispondente analisi per il problema di Dirichlet e al recente articolo
[CP] per un’analisi di blow-up per alcuni problemi con condizioni miste in domini
limitati.

In quest ultimo articolo, che abbiamo ricevuto dopo aver gia completato il lavoro, gli
autori ottengono le stime a priori senza utilizzare un Teorema di Liouville generale come
nei casi precedenti, ma solo provando che non esistono soluzioni u del problema (1.2)

N+2

nel caso in cui f(t) = t", 1 <r < 35 con la proprieta che 0 < u < 1 =u((0,0,...,1)).
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Questo capitolo e organizzato nel seguente modo. Nel paragrafo 1.2 dimostriamo i
Teoremi 1.2 e 1.3 e alcuni risultati ad essi legati, e mostriamo come la tecnica utilizzata
permette di trattare nelle stesso modo diversi problemi. Diamo una dimostrazione
dettagliata del Teorema 1.2, che e solo una generalizzazione di alcuni risultati noti,
perché la struttura della dimostrazione puo essere ripetuta con alcune varianti nelle
dimostrazioni degli altri risultati che proviamo, in particolare nei risultati sul problema
misto nel semispazio.

Nel paragrafo 1.3 ci occupiamo del problema misto nel semispazio e dimostriamo
il nostro risultato principale, cioe il Teorema 1.1. Utilizziamo la dimostrazione fatta
nel paragrafo 1.2 per dare una dimostrazione veloce della prima parte del Teorema
1.1. Provare la monotonia nella direzione x! nell'intero spazio, che porta al risultato di
non esistenza, invece non ¢ diretto e richiede alcune nuove idee che saranno spiegate in
dettaglio. In particolare forniremo due dimostrazioni di questo risultato di monotonia.

Proviamo anche un risultato di tipo Liouville per soluzioni non-negative apparte-
nenti ad opportuni spazi funzionali, che ci sara utile in seguito.

Nel paragrafo 1.4 mostriamo alcuni risultati analoghi per un problema di Dirichlet

in una striscia. In particolare proviamo che la soluzione dipende solo da una variabile.

1.2. Dimostrazione dei Teoremi 1.2-1.3

La dimostrazione del Teorema 1.2 segue dalla seguente

PROPOSIZIONE 1.1. Siano u e f come nell’enunciato del Teorema 1.2 e sup-
poniamo che u sia positiva in RN. Sia v la trasformata di Kelvin di v centrata in un
punto P. Allora v é radiale attorno a qualche punto Q.

Inoltre se g ¢ non costante in (0,sup,cpy u(x)) allora Q = P, i.e. v é radiale

attorno al polo della trasformata di Kelvin.

Prima di dare la dimostrazione della Proposizione 1.1 introduciamo le notazioni e
facciamo alcuni commenti. Per semplicita di notazioni considereremo la trasformata

di Kelvin sempre centrata nell’origine, cioe

o(z) = M%M#) 2 eRY\ {0}
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Essa verifica (in senso debole) in R \ {0} I'equazione

~30(e) = [ (el o),

che puo anche essere scritta come

2

+2

—Av(x) = g(|z|V v (x))v(z) -2,

2
N

dove g(t) = 4. Inoltre (poiché u € C° (RN) ) v & continua e strettamente posi-

N-2

tiva in RV \ f{0}, con una possibile singolarita nell’origine, e decade all'infinito come
w(0) |22V, cosi che v € L* N L®(RN \ B,(0)) per ogni r > 0.

Per provare la radialita di v usiamo il metodo del moving plane e proviamo la
simmetria della v rispetto ad ogni direzione, e per semplicita di notazioni consideriamo
solo la direzione #!'. Introduciamo le notazioni abituali per il metodo del moving plane:
se A € R definiamo Xy = {z = (z},...,2N) 1 2! > A}, Th = 9%\ = {z = (2!, ..., 2") :
z' = A}, e per x € X indichiamo con z) = Ry(z) = (2 A—z',22,...,2") I'immagine di
x rispetto alla riflessione relativamente all’iperpiano Ty e con vy(z) = v(xy) la funzione
riflessa, che & singolare nel punto Py = (2A,0,...,0). Tale funzione verifica in senso

debole I'equazione

—Aur(@) = (s Po(@ )o@ ¥ in RY\ P

Infine sia A l'insieme di quei A € (0,+o00) tali che u < u, in ¥, \ P, per ogni
p € (A, +00).

Per provare che v e simmetrica rispetto a qualche iperpiano T e sufficiente provare
che
Passo 1: A # 0;
detto A\g = inf A allora
Passo 2: se \g > 0 allora v =v,, in X,,.

Infatti se \y = 0 allora per continuita v < vy in Y. Ripetendo lo stesso procedi-
mento rispetto alla direzione opposta (—z') ¢ facile concludere che o v = vy, in Xy,
per qualche \y < 0 oppure v = vy in X e quindi la simmetria della v rispetto a qualche

iperpiano T).



1.2. DIMOSTRAZIONE DEI TEOREMI PRINCIPALI 19

Per trattare 1'(eventuale) singolarita di vy in Py, dimostriamo prima il seguente

Lemma, dove utilizziamo una tecnica basata su una funzione cut-off, come in Terracini

in [T2].

LEMMA 1.1. Per ogni fissato X > 0 le funzioni v e (v — vy)" appartengono a
LY N L>™(Xy) e la funzione (v —vy)T sta in W12(3,). Inoltre se Ay = {x € Xy \ P :

g(Jz|N2u(x)) > 0, v(x) > vi(z)}, allora esiste Cy > 0, non-crescente in A, tale che

V- P <O ([ o (] So—or (1.5)
. i T2 .

DIMOSTRAZIONE. Se A > 0 allora esiste r > 0 tale che ¥, € RV \ B,(0), cosi v
¢ regolare in Y, e, poiché decade all’infinito come u(0) |x|>~¥, appartiene allo spazio
L¥ N L>*(%,). Allo stesso modo la funzione (v — vy)* < v appartiene anch’essa a
L¥ N L>(Xy). Infine la funzione m% che compare nella (1.5) ¢ integrabile in 3, e
quindi a maggior ragione in Ay C X,.

Per ¢ > 0 piccolo sia n = n. € C}(RY) una cut-off tale che 0 < n < 1, n(z) =1
se 26 < |z — Py < 1, n(z) =0se |z — P| < ¢ oppure se [z — Py| > 2, |[Vn| < 2 se
e<|t—P) <2, |Vy <2sel<|z—P|<i

Abbiamo visto che v e vy verificano in senso debole le equazioni

Z

+2 N+2

—Auv(z) = g(l2|"Po(@))u(z) 2, —Av(x) = g(laaVPu(za))oa (@) Y2

2

in ¥, \ P,. Utilizziamo come funzione test per le equazioni verificate da v e vy la
funzione ¢ = . = n?(v—wvy)T, per ottenere stime per la funzione ¢ = 1. = n.(v—vy)*.
Osserviamo intanto che (v — vy)" si annulla su T}, inoltre 7. si annulla in un intorno
di Py e all'infinito per ogni ¢ > 0. Quindi la funzione ¢, € W;*(X,) ed & una buona
funzione test per entrambe le equazioni. Infatti la cut-off serve proprio a eliminare i
punti che danno fastidio ovvero l'infinito e il punto di singolarita Pj.

Dalla definizione di soluzione debole abbiamo

[ vo-ve= [ ottt oot e

/EA Ve Ve = / gl o(@a)or(@) ¥ .
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Sottraendo le equazioni ricaviamo

V() Vo= [ [olal oo - gl o) v
DI Za
Poiché |[Vy|2 = V(v —vy) - Vo + [(v—v)TPIVn2 e = (v—uvy)T in )N [2 <

|lr — P\| < %] segue

/ V- )P = [ VP < [ [vur -
SaNRe<|z—Py <] San2e<|e—Py <] N

= | Vl-—u) Vet = / [g(j21"2v(@))v” — glloal " v(@a)v}] ¢ + I

A PN
dove p= {2, I _fz v — o)) T2V 2
Poiché ¢ & non crescente, |x| > |x)| e v(z) > v(xy) nell'insieme in cui ¢ > 0,

abbiamo che —g(|z,|VN2v(zy)) < —g(|z|¥~2v(z)), cosi che

/ V(o — o) P < / (2] 20(@))] (o — D) + L <
SAn[2e<la—Py|<2]

DI

/E g7 (|1 Po(@)] (0" = R)p + I = / lg" (l2|*Po(@)] (0 = R)e + L. (1.6)

Ay
Inoltre, poiché u & positiva e localmente limitata, esiste 0 < a = ay < b = b\ <

+o0 tale che a < |z|¥"2v(z) = u(Z;) < b Yz e Xy C RV \ B,(0), cost che 0 <

||?
gt (|z|N2v(z)) < g (ay) =: Cy. Osserviamo qui che Cy ¢ non crescente in \.
N2
Infine se 0 < v, < v abbiamo che pNE — vy 2 < N+21)N 2(v—wy) < Cy\ = o (v—uy),
poiché v € L*(X)) per A > 0, e decade all’infinito come W

Dalla stima precedente otteniamo, usando la diseguaglianza di Holder,

/ V- P < [ [ o@)] 00— e+ 1 <
Ean2e<|z—Py|<L] Ay

1 1\ ¥ : A\
C)\/ WUZ[('U — U)\)+]2 + [5 S C)\ (/ W) (/ 772 [(’U — U)\)+]2 ) + Ig.
Ay Ay N

Osserviamo che il termine I, tende a zero per ¢ — 0.

Infatti se B. = {z € ) 1 e < |[v — Py| <2 ol < |z — P < 2}, osservi-

amo che B. — @ per e = 0 e (v—vy\)" < v € L¥(X)). Inoltre |Vn|V|B.|] <

2 2
C(&eN + VL) = C, cosi otteniamo I < (fB [(v—v,\)+]2*>2 (fEA |V77]N>N <

2

C(fBe[(v—v,\) > )2* — 0 per € — 0 poiché (v —wvy)t € L? (%)) .
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Facendo tendere € a zero e usando la convergenza monotona e dominata e la

diseguaglianza di Sobolev, otteniamo

e (], )

2

(L =)’
<G (/A ﬁ)ﬁ /E V(o —vy) 2

Il fatto che (v —vy)™ sta in WH%(3,) & una conseguenza della stima precedente. [

2

DIMOSTRAZIONE DELLA PROPOSIZIONE 1.1. Dalla stima (1.5) deduciamo che se

A>0e C’,\(fAA —L)¥ < 1 allora fEA V(v — o))" =0, da cui v < vy in X). Questo

|z
ci permette di provare i due passi principali del metodo del moving plane abbastanza

facilmente.

Passo 1: Poiché —&y € LY(X)) per ogni A > 0 e Xy — () per A\ — +00, segue che

||

fA)\ m% < fEA Im“l% — 0 per A — 00, cosi che C’>\(fAA Ir\%)% < 1 se A abbastanza
grande, infatti C'y € non crescente in A, cioe A € (A1, +00), per qualche A\; > 0. Quindi
per A > )\ fzA IV(v—vy)"|?=0ev <wyin X,. L'insieme A precedentemente definito
¢ non vuoto e contiene almeno tutto l'intervallo (A;, +00).

Passo 2: Sia \g = inf A. Supponiamo che A sia positivo e per assurdo che v non
coincida con la sua riflessa vy, in 3,,. Mostriamo che v < vy, nell'insieme D,, = {x €
Yxo \ Py i g(Jz|V20(2)) > 0} D Ay,

Questo non ¢ immediato, poiché f non e Lipschitziana e non possiamo applicare il
principio di massimo forte. Ma puo essere verificato nel seguente modo. Sappiamo che
v < wy, in Xy, \ Py, per continuita, e |z| > |x,,| in X, poiché Ay > 0. Consideriamo

Iaperto O = {x € Dy, : |z|¥ %0 > |z),|Y vy, }. Intanto osserviamo che se x € Dy, \ O

allora |z|V 720 (z) < |25, |V 2vp, () da cui v(z) < (‘7;?')N*QUAO(x) < Uy (x). Quindi

abbiamo v < vy, in D), \ O.
Nell’aperto O, g € positiva e non crescente, e poiché v < vy, in X,,, abbiamo che
Nt2

—Auv(x) = gllx[¥2o(@)u(a) V2 < g(laag|N20(@a,))r (€)¥F = —Auy,. Possono

accadere i due casi

e ¢ ¢ costante su una componente di O,
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e g ¢ strettamente decrescente in qualche punto di O.

Consideriamo prima il secondo caso. Se g e strettamente decrescente in qualche punto
di O, allora nella componente di O che contiene tale punto abbiamo —Av < —Awv,,, ma
—Av # —Auy, e v < vy, cosi che dal principio forte del massimo classico otteniamo
v < vy,. Se g e costante su una componente di O allora g = ¢ > 0, poiché O C D,,. Se
la frontiera di tale componente di O tocca in qualche punto la frontiera di D), allora
g = 0 e cio non puo essere. Quindi, se g ¢ costante, sulla frontiera di tale componente
di O si ha |z|N20 = |z), |V 20y, e poiché |z| > |z,,| allora v < vy, sulla frontiera e
quindi v < v,, anche su tale componente di 0O.

Questo tipo di principio del confronto forte implica che la funzione Irl% Xa4,, dove
Xs indica la funzione caratteristica dell’insieme S, converga puntualmente a zero per
A X in RV A\ (Ty, U{P,}) e quindi quasi ovunque in Xy, .

Se 0 < Ag—0 < A < )\ allora M%XA/\ < M%XEAO_‘S € L', e per convergenza
dominata fAA Iw\% — 0 per A — A, cosl che C’A(IAA Iz\%)% < 1 per X in qualche
intervallo (A9 — d, Ag). Come nel passo precedente cio implica che v < vy in Xy per
A < A e prossimo a Ay, contraddicendo la proprieta di inf di A\g. Quindi se \g > 0
deve essere v = vy,.

Per dimostrare I'ultima asserzione della Proposizione supponiamo che Ay > 0, cosl
che v = v,, come appena provato. Cio implica che v e regolare nell’origine, e quindi
u ¢ regolare all’infinito, poiché decade come v(0)|z|>~Y. Per ogni x € ¥, abbiamo
|z| > |z)| € —Av(z) = —Awy, (), che implica che g(|z|N2v(x)) = g(|zx, |V 2v(2y,))
poiché v = v),. Poiché g & non crescente questo implica che g(t) ¢ costante in un intorno
destro di t per ogni ¢ della forma t = |z|¥ 20 (z) = u(ﬁ), z! > \¢. Analogamente g ¢
costante in ogni intorno sinistro di ogni ¢t = u(#), x! < \g, in particolare per ogni ¢
vicino a 0, poiché u tende a zero 0 all’infinito. E facile adesso concludere che se Ao > 0
allora g ¢ costante in u(RY). v verifica allora —Av = cvn=2 e deve essere ¢ > 0 se
v > 0in RY. v & cosi radiale attorno ad un punto dai risultati citati precedentemente.
Quindi se g € non costante in (0, sup,cpy u(x)) non puo essere A\g > 0 e deve essere
Ao = 0. Ripetendo il ragionamento rispetto alla direzione opposta come prima non

puo essere Ao > 0 e abbiamo ancora Ay = 0. Dalle due diseguaglianze v < vy e anche
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vp < v abbiamo v = vy in Xy. Questo rispetto ad una qualunque direzione, per cui v e

simmetrica rispetto all’origine che ¢ il polo della trasformata di Kelvin. O

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 1.2. Innanzitutto se vale (i) allora o u = 0 op-
pure u & positiva in RY. Infatti preso ug > 0, nell’aperto O := {x € RY t.c. 0 <u <
up} abbiamo che —Au = f(u) = g(u)u% > g(uo)u% cosi che —Au + cuv— > 0,
che garantisce la validita del principio forte del massimo (vedi [V] e [PSeZ]).

Se u = 0 il Teorema e dimostrato, altrimenti v > 0 e dalla Proposizione 1.1
la trasformata di Kelvin v di u centrata in ogni punto P ¢ radialmente simmetrica
attorno a qualche punto @). Inoltre se g non ¢ costante in (0, supgny u) allora @ = P,
che implica anche che u é radialmente simmetrica attorno a P. Poiché P e arbitrario
segue che u e costante.

Se invece g € costante allora f(t) = e per ogni t € u(RY) e qualche [ € R.
Allora o per ogni scelta del polo P della trasformata di Kelvin abbiamo A\g = 0, nel
qual caso u e costante, come abbiamo appena dimostrato, oppure esiste un polo P per
cui A\g > 0. In questo caso v = v), in X),, cosi che 0 non & un punto singolare per la v
e u ¢ regolare all'infinito, cioe decade all’infinito come |;‘(T022.

Quindi necessariamente [ > 0 (altrimenti u sarebbe subarmonica con un massimo
in qualche punto) e da risultati classici (vedi [GINN2], [CGS]) u ha la forma indicata

nel Teorema.

U

OSSERVAZIONE 1.2. Osserviamo che, una volta provata la Proposizione 1.1 il Teo-
rema 1.2 segue immediatamente dall’argomento geometrico di Bianchi ( vedi Lemma
7 in [B]).

Comunque nel caso del problema nel semispazio con condizione di Dirichlet o con-
dizioni miste sul bordo € necessario discutere separatamente il caso in cui g e costante,
quindi ci adattiamo e forniamo nel caso di R" lo schema generale della dimostrazione

discutendo separatamente i due casi.
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Quando si provano risultati di non esistenza utilizzando la trasformata di Kelvin e il
metodo del moving plane, la stessa tecnica puo essere utilizzata per dimostrare risultati
di simmetria per soluzioni singolari, oppure risultati di simmetria o non esistenza per
problemi simili a (1.3) dove la non linearita dipende anche da r = |z|. Come esempio
il seguente risultato puo essere dimostrato con le stesse tecniche. Rimandiamo a [B] e

alle referenze qui contenute per altri risultati di questo tipo.

TEOREMA 1.4. Sia u € WE2(RN\ {0}) N CO(RN \ {0}) una soluzione (debole)

del problema (1.3) in RN \ {0}, dove N > 3. Sia f : [0,00) = R come in Teorema 1.2

e sia 0 una singolarita non eliminabile. Allora w é radiale attorno all’origine.

DIMOSTRAZIONE. Sia v la trasformata di Kelvin di u centrata in un punto P =
(P, ..., PY) diverso da 0 ma con P! = 0. Allora v & singolare in due punti che sono: il
trasformato O! dell’origine in cui la u era singolare e la nuova origine O che diventa un
punto di eventuale singolarita dopo la trasformata. Questi due punti appartengono allo
stesso iperpiano centrale Ty = [x' = 0] proprio per come abbiamo scelto il polo della
trasformata. Possiamo applicare il Lemma 1.1 rispetto ad una qualunque direzione che
sia perpendicolare ad Tj e ottenere la stima (1.5) che ci serve per poter poi applicare
la Proposizione 1.1. Il Lemma si applica con una leggera modifica, 2 singolarita invece
che 1, ma entrambe sullo stesso iperpiano centrale. Siano P, il riflesso dell’origine
rispetto all’iperpiano Ty e O} il simmetrico di O! sempre rispetto allo stesso iperpiano.
Prendiamo due funzioni cut-off 1, e 1o la prima definita come nel Lemma 1.1 che si
annulla in un intorno di Py e che quindi elimina tale punto singolare e all’infinito; la
seconda che si annulla solo in un intorno di O}. Prendiamo come ¢. = n?n3(v — vy) ™,

+

e = mmne(v —vy)T e ripetiamo la dimostrazione precedente. Troviamo

V-uo)P< [ Ve -

/Em[2a<|a:—PA|<§]ﬂ[2e<|x—0i] DN

2

off A ﬁ)_ (f (- W)

dove Ay = {z € )\ {P), 0%} : g(Jx|V2v(x)) > 0, v(x) > vr(2)},

L - / il — o) P P+ / L0 — ) P i+ / sl (v —03) PV - V.
A DI

PN
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Anche in questo caso I, tende a zero. I primi due termini si comportano esattamente
come nel Lemma 1.1 (anche 75 ha la stessa dipendenza da ¢ di 7;), quindi tendono
a zero, mentre 'ultimo pezzo € nullo se e sufficientemente piccolo poiché il gradiente
di 1, ¢ non nullo solo in un piccolo intorno di O3 che ¢ distinto da Py per come
abbiamo fatto I'inversione. Una volta ottenuta la stima (1.5) la Proposizione 1.1 segue
immediatamente e questo permette di iniziare il moving plane rispetto alle direzioni che
sono perpendicolari a Ty e di concludere che v € simmetrica rispetto a qualche iperpiano
Ty, = [x' = X\g]. Poiché almeno una singolarita ¢ non eliminabile, necessariamente deve
essere \g = 0 e l'iperpiano di simmetria contiene entrambe le singolarita.

Cosi v & simmetrica rispetto a Ty = [z' = 0], e cid implica che anche u & simmetrica
rispetto a 7Tj. Ripetendo la procedura rispetto alle altre direzioni, cioe invertendo
rispetto ad un polo P = (P!,..., PY) sempre diverso da 0 ma con P’ = 0, possiamo
concludere che w ¢ simmetrica rispetto a T = [z' = 0] per i = 1,... N e quindi &
radiale attorno all’origine, cioe il punto di singolarita essenziale.

0

OSSERVAZIONE 1.3. Questa dimostrazione si puo generalizzare al caso di piu sin-
golarita e ottenere per esempio che se u € una soluzione con due punti di singolarita
allora essa ¢ simmetrica rispetto all’asse che passa per i due punti; se u ha tre punti
di singolarita e N > 3 allora u € simmetrica rispetto al piano che contiene i tre punti

e cosi via aumentando i punti di singolarita diminuiscono le simmetrie.

Ora consideriamo il problema nel semispazio con condizioni di Dirichlet sul bordo.
Intanto osserviamo che il Teorema 1.3 si applica a soluzioni che non sono necessaria-
mente limitate, ma per soluzioni limitate di (1.4) il Teorema 1.2 e alcuni risultati noti
di Dancer e Berestycki, Caffarelli e Nirenberg implicano un generale risultato di non
esistenza che ora descriviamo.

Dancer [D2] dimostra che se f : [0,00) — R & una funzione C" che verifica f(0) = 0,
f(0) > 0, allora ogni soluzione limitata u dell’equazione (1.4) ¢ monotona crescente

! ! N verifica la

nella direzione zV e la funzione z(x!,...,2V"1) = limv_,ou(z!, ... x

stessa equazione in RV~
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In seguito Berestycki, Caffarelli e Nirenberg hanno dimostrato la monotonia nella
direzione zy di ogni soluzione limitata formulando la sola ipotesi che f sia localmente
Lipschitziana in [0,00) e f(0) > 0 se N > 2 ( vedi [BCN4]). Inoltre considerano
soluzioni non necessariamente limitate supponendo che f sia globalmente Lipschitziana
e dimostrano molti altri risultati su proprieta qualitative di soluzioni positive di prob-
lemi ellittici in diversi domini illimitati in una serie di articoli [ BCN]-[BCN4].

Una conseguenza di questi risultati e del Teorema 1.2 ¢ il seguente

COROLLARIO 1.1. Supponiamo che N > 3, f : [0,00) — R sia localmente
Lipschitziana con f(0) > 0, e u sia una soluzione limitata dell’equazione (1.4). Allora

necessariamente u = 0 se u tende a zero all’infinito oppure se f verifica

i) f(s)>0ses>0,

i) se N > 3: g(t) = L9 ¢ non crescente in (0,+00) e non costante in ogni

mtervallo.

Osserviamo solamente che se N = 3 il risultato segue dal fatto che la funzione
z(xt, 2?) = limgs_,o u(zt, 2%, 3) & superarmonica e limitata in R?, e quindi deve essere

costante e poiché f e strettamente positiva per s > 0, si deve annullare. Se invece

N > 3 la funzione z(z*, ..., 2N = lim,v_, oo u(x!, ... ") verifica lo stesso problema
in RVN~!. Possiamo applicare il Teorema 1.2 e poiché ¢ ¢ non costante abbiamo z = ¢
con f(c) = 0. Dalla stretta positivita della f inoltre ¢ = 0. Questo implica anche che

la uw si annulla in Rﬂ\r/ a causa della monotonia nella direzione x*.

Ora dimostriamo il Teorema 1.3.

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 1.3. La dimostrazione ¢ simile a quella del Teo-
rema 1.2. Sia v la trasformata di Kelvin di u centrata in un punto qualunque P €
3Rf , cioe con PN = 0. Proviamo che v & simmetrica rispetto a qualche iperpiano
Ty, = [r' = Xo], Ao > 0, con \g = 0 se g non ¢ costante sui valori di u. Naturalmente
come direzione ! potrei prendere una qualunque direzione ortogonale alla direzione
™. Se g ¢ costante sui valori di u allora f(t) = N3 per qualche [ > 0, ma il caso

Ao > 0 non puo accadere, sempre che u non sia identicamente nulla, poiché in questo
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caso v sarebbe regolare in 0, e quindi u tenderebbe a zero all’infinito e sarebbe quindi
limitata. Dal Corollario precedente u sarebbe identicamente nulla.

La dimostrazione della simmetria della trasformata di Kelvin di u & essenzialmente
la stessa di quella di tutto lo spazio RY, con le funzioni test e le soluzioni prese negli
spazi di funzioni definiti solo nel semispazio, ma con una differenza fondamentale che
¢ la seguente. Nel caso di tutto lo spazio R la soluzione u ¢ positiva sui sottoinsiemi
compatti di RV, cosi nella dimostrazione del Lemma 1.1 avevamo che se A > 0 allora
per ogni x € Xy il valore |x|VN?v(x) = u(ﬁ) appartiene a qualche intervallo (a, b) con
a, b dipendenti solo da A\, 0 < a < b < .

In questo caso invece u(#) si puo annullare sui sottoinsiemi compatti di Rﬂf ,
a causa delle condizioni al bordo, e questo ¢ il motivo per cui l'altra ipotesi ii) &
stata introdotta. Questa condizione garantisce che g*(t)tﬁ = @ sia limitata in
ogni intervallo (0, b) e permette di ottenere la stima principale usata nel Lemma 1.1.
Spieghiamo meglio, se A > 0 e x € %y, |2V 2v(z) = u(ﬁ) ¢ limitata dall’alto in Xy

da un valore b dipendente solo da A. Allora

+ N—2 N—2,\ x5
D (| Ll VPO B
|z |* |z|*

g (|l
In questo modo si ottiene la stima (1.5) anche in questo caso e, di conseguenza, pos-
siamo applicare la Proposizione 1.1. Ripetendo la stessa dimostrazione otteniamo che
se v e la trasformata di Kelvin di u centrata in P € 8Rf e g € non costante, allora v
e simmetrica rispetto a P e quindi anche u lo €. Poiché P e scelto in modo arbitrario
tale che PV = 0 allora u ¢ costante rispetto ad z!. Ripetendo la procedura rispetto
a tutte le direzioni ortogonali alla direzione zV, otteniamo che v dipende solo dalla
variabile 2.
Se f verifica inoltre 'ipotesi iii) ¢ facile provare che deve essere u = 0 generalizzando
nel seguito gli argomenti usati in [GS2] per il caso f(t) = tP.
Supponiamo per assurdo che u non sia identicamente nulla, allora dal principio
forte del massimo e dal lemma di Hopf u(¢) > 0 se ¢ > 0 con u(0) = 0, «/(0) > 0,

u”(t) = — f(u(t)) < 0 per ogni t > 0. Da cio segue che esiste ¢, > 0 tale che u/(t) < 0.
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Infatti, se ci6 non fosse vero, per ogni t; > 0 et > t; u(t) > a = u(ty) > 0, e
poiché f e continua, positiva in (0,00) e liminf; .o, f(¢) > 0, esiste m > 0 tale che
f(s) > mVs > a, in particolare u”(t) = —f(u(t)) < —m < 0 per ogni t > ;. Dalla
formula di Taylor cid implica che u(t) = u(t) + ' (t1)(t — t1) + su”()(t — t1)* <
u(ty) +'(t1)(t — t1) — sm(t — t1)?, dove t; < € < ¢, cosi che limy_,o u(t) = —o0, e
otteniamo una contraddizione.

D’altra parte se u/(tg) < 0, poiché u” < 0 sempre dalla formula di Taylor otteniamo
che u(t) < wu(ty) +u'(to)(t —ty) — —oo per t — 0o e quindi ancora una contraddizione.

0

1.3. Risultati di non esistenza per il problema (1.2)

Incominciamo questo paragrafo dimostrando il seguente teorema che ¢ solo una
prima generalizzazione di un risultato di non esistenza provato in [BGPa] (dove & trat-
tato il caso f(t) = ¢t¥2 ed & provato che non esistono soluzioni nello spazio D2(RY));
questo teorema ci servira in seguito per provare il nostro risultato principale (Teorema
1.1).

Come nel paragrafo 1.1 poniamo A =RY UT, e W = {p € CLRY) : supp (¢) C
A}

Sia Vil completamento di W rispetto alla norma ||p|| = fRf V|2

Allora V = {u € D"?(RY) : w=0su Ty} dove DY*(RY) = {u € L* (RY) : [Vu| €
L2(®RY)}.

TEOREMA 1.5. Sia f(0) > 0 e supponiamo che esistano C,a > 0 tali che se

0<a<ballora
f(b) = f(a)
b—a
Allora non esistono soluzioni (deboli) non banali dell’equazione (1.2) che appartengono

allo spazio V N L% N CoU(RY)

‘ < Ca+b)°. (1.7)

4

~ 3, abbiamo che

OSSERVAZIONE 1.4. Nel caso critico, i.e. quando o = 2* — 2 =

% = 2NV — 2% ¢ Dipotesi si riduce a chiedere u € L?", che & gia inclusa in modo

o N—2 —

naturale nella definizione dello spazio V.
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DiMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 1.5. Utilizziamo le stesse notazioni della Propo-
sizione 1.1 con le opportune modifiche, cioe ¥, consiste dei punti x che stanno in
RY tali che ! > A Vogliamo provare che l'insieme A := {A € R tali cheu <
u, in X,V p € (A +00)} coincide con R, cioe la soluzione u ¢ monotona decrescente
nella direzione 2!, e cid & impossibile se supponiamo che u appartenga a qualche spazio
LP, sempre che u non sia identicamente nulla (perché u deve tendere a zero all'infinito
per essere integrabile). Notiamo che con questa definizione inf A puo essere negativo.

Innanzi tutto il principio del massimo forte vale, poiché f(0) > 0 e le ipotesi
implicano che f sia localmente Lipschitziana, cosi che se u non ¢ identicamente nulla
allora u & positiva in RY.

Poi per provare che A\g = inf A = —oo e sufficiente provare che se A ¢ finito allora
u deve coincidere con la sua riflessa uy,,.

Quest’ultima possibilita non puo mai accadere a causa delle condizioni sul bordo:
se per una soluzione non banale u e per qualche A > 0 u = wu) in X, allora u sarebbe
una soluzione non banale di un problema di Dirichlet (1.4) e sarebbe C! fin sul bordo
con (fv—lf\, > (0 sulla frontiera del semispazio per il Lemma di Hopf, contraddicendo le
condizioni sul bordo su I';.

La dimostrazione consiste come al solito nel provare i passi 1 e 2 del metodo del
moving plane, ed ¢ completamente analoga a quella della Proposizione 1.1 una volta
che abbiamo provato 1’analogo del Lemma 1.1, cioe il seguente

Claim Esiste C7 > 0, dipendente dalla costante C' in (1.7) e dalla dimensione N,

tale che per ogni A € R vale la seguente stima

/ IV (u—uy)"|?de < Oy (/ uo‘%dx)N/ IV (u—uy)"|* do (1.8)
DN Ax 2

dove ora Ay = {x € X, : u(x) > uy(x)}.
Per dimostrare il Claim osserviamo che, se A € R e u € V' ¢ una soluzione (debole)

dell’equazione (1.2), la funzione riflessa u) risolve (debolmente) il problema

—AU)\ = f(U)\) in ZA

uy =0 su X N Ry(Ly)
g%v =0 su Xy N Ry(T).



30 1. NON ESISTENZA PER EQUAZIONI ELLITTICHE

Una funzione test per questo problema deve annullarsi su XN Ry (Ty), se questo insieme
¢ non vuoto, mentre una funzione test per il problema (1.2) deve annullarsi su 3, NTy.
In particolare per ogni A € R la funzione (u — uy)™ si annulla su entrambi gli insiemi
e potrebbe quindi essere presa come funzione test per entrambi i problemi se avesse la
regolarita sufficiente.

Poiché u € V' esiste una successione di funzioni ¢; € W tale che

{goj —u in L* (RY)
Vo; = Vu in L*(RY)
e a meno di una sottosuccessione ¢; — u e Vy; — Vu quasi ovunque in ]Rf . Inoltre
supp ; C A, quindi ¢; = 0 su XxNTy e anche su X\NR,\(Ty). Siay; = f% (v — (@j)r)
dove f. € CY(R) ¢ scelta per esempio come
fs(t):{(t2+€2>;_€ set >0
0 set <0.

Allora 1; ¢ una buona funzione test sia per u sia per u, in X per ogni A € R, come
si vede facilmente. Testando le equazioni per u e per uy in X, con v;, sottraendo le
equazioni e passando a limite per j — oo otteniamo, usando le ipotesi, che

[ W=y P = [ 170 = - ) ds
A A

§C/A(uA—l—u)a(u—u,\)(u—u,\)era:SC’/A u(u — uy)T]? da.

Usando le diseguaglianze di Holder e di Sobolev come nel paragrafo 1.2 otteniamo

/ IV (u—uy)"|?de < (/ ue d:L‘) (/ [(u— uy) ¥ dx) )
DN A/\ Xix
< Cy (/ ur dg:) / IV (u — uy )t da.
Ay X

Procedendo come nella dimostrazione della Proposizione 2.1 si conclude facilmente. [

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 1.1. La dimostrazione del fatto che u dipende

N

solo da z! e v & simile a quella del Teorema 1.3 e consiste nel provare la simmetria

della trasformata di Kelvin di w centrata in ogni punto P con P' = PN = 0, rispetto

ad ogni direzione ortogonale alle direzioni z! e 2.
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Percio osserviamo che la trasformata di Kelvin v della soluzione u, cosi come le
sue riflesse rispetto ad una direzione appartenente allo spazio generato da es, ..., en_1,
verificano lo stesso problema misto della soluzione u. Quindi e sufficiente cambiare le
funzioni test (possibili) e seguire la dimostrazione precedente nel caso in cui g non &
costante sui valori di u. Nel caso in cui f(t) = lt%, il caso A\g > 0 non puo accadere,
perché la soluzione originaria u sarebbe regolare all’infinito e il Teorema 1.5 mostra
che non esistono tali soluzioni.

Poiché il centro della trasformata di Kelvin e un punto arbitrario P tale che
P! = PN = 0, e u ¢ simmetrica rispetto agli iperpiani che passano per P e che

sono ortogonali ad ogni direzione ortogonale alle direzioni x! e "V, segue che u non

dipende da z2,... 2N "1,

Per cio che riguarda la monotonia nella direzione x; procediamo intanto nello stesso
modo, considerando la trasformata di Kelvin v di u centrata all’origine, che verifica lo
stesso problema al contorno, e provando che la diseguaglianza v < v, rimane valida in
Yy se A >0 (Ao > 0 non puo accadere perché altrimenti tale valore sarebbe assunto e
invece l'uguaglianza v = vy, non e possibile a causa delle condizioni al bordo). L’unica
differenza e che adesso non possiamo iniziare il metodo del moving plane nella direzione
opposta. Per continuita otteniamo v < vy in ¥g = {z € RY : z; > 0}. Ricordando la
definizione di v(x) = mﬁu(#) e osservando che |z,| = |z| per A = 0, otteniamo che
u < ug in Y.

Lo stesso trucco funziona quando consideriamo la trasformata di Kelvin di v*(y) =
vp, (y) = WU(PH + 1fz) centrata in un punto P = P, con P?=...=PN =0,
P! = pu > 0. Essa verifica una condizione di Dirichlet nella parte della frontiera
formata dai punti y con y¥ =0, y* > 0 e cio ¢ sufficiente per provare come prima che
per ogni A > 0 la diseguaglianza v* < v{ vale in ¥, per ogni A > 0. Poiché A > 0
¢ arbitrario otteniamo v* < v}y in X, i.e. v*(y',y") < vl (y) = v*(—y*,y') per ogni
y = (y',y') con y' > 0. In termini di u questo significa che la diseguaglianza u < u,
vale in ¥, per ogni 4 > 0, e in particolare u & non crescente nella direzione z'nella

parte del semispazio in cui z' > 0.
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La dimostrazione della monotonia nella direzione x! in tutto lo spazio invece richiede
alcune nuove idee, poiché la tecnica precedente non funziona. Infatti vorremmo provare

che la relazione u < w, rimane valida in X, anche per u < 0, ma c’¢ un prob-

lema che sorge usando la trasformata di Kelvin v#(y) = |y‘%u(PM + #) centrata
in P= P, = (u,...,0): ¢ impossibile iniziare il metodo del moving plane per questa
trasformata da A = —oo poiché se A & grande ci sono punti in cui ¢ verificata la con-

dizione di Neumann, e quindi la soluzione ¢ positiva, che sono riflessi in punti in cui la
funzione si annulla. In termini di funzioni test, per A grande la funzione (v —v,)™ non
puo essere usata come funzione test per il problema verificato dalla funzione riflessa
vy, poiché non si annulla nei punti in cui vale la condizione di Dirichlet per vy.

Comunque la stima fondamentale usata in tutti i teoremi precedenti vale se A\ &
vicino a zero, cosi l'idea ¢ di continuare la diseguaglianza v*(y) < v*(y,) per ogni
A > 0 fissato, muovendosi da p a p = 0, dove la diseguaglianza stretta e verificata
(poiché A > 0), fino a = 5.

Rendiamo precise queste considerazioni.

Se p < 0 sia v* la trasformata di Kelvin della soluzione centrata nel punto P, =
(1,0,...,0), i.e. vH(y) = |y‘%u(PM + #) Essa verifica la condizione al bordo di
Dirichlet nei punti y con y¥ =0, 0 < 3! < _71 (0 < y' < cose u=0) e la condizione di
Neumann nel resto della frontiera. Se 0 < A < 5—; allora v*, e quindi anche (v*—v{)™, si
annulla non solo quando vale la condizione di Dirichlet per v = v*, ma anche dove vale
la condizione di Dirichlet per la funzione riflessa v§. Quindi possiamo prendere, come
nel Lemma 1.1, la funzione ¢ = p. = n2(v* — v§)* come funzione test nel problema

1

verificato da v* e v). Procedendo esattamente come nel Lemma otteniamo la stima

fondamentale, cioe

/ZA V(0" =) F* < Oy (/Ai |y|12N> v (/EA V(" — vf)ﬂz) (1.9)

dove C), dipende da N, A, ed & non crescente in A e A4 = {y € X3\ Py : g(|y|¥ 20 (y)) >

0, v*(y) > vi(y)}, dove Py = (2X,0,...,0) ¢il punto riflesso dell’origine, che ¢ il punto

singolare di ogni trasformata v*.



1.3. PROBLEMA MISTO 33

Se ora fissiamo A\ > 0, allora la stima precedente vale per ogni pu € (;—/\1, ). Inoltre

la funzione Iyl% Xat, dove xs indica la funzione caratteristica dell'insieme .5, converge
puntualmente a zero per u — 0 in RV \ (T\ U {P,\}).

Procedendo esattamente come nella dimostrazione della Proposizione 1.1 deduci-
amo che la diseguaglianza v* < v{ vale in ¥y per g < 0 e vicino a 0, e gli stessi
argomenti permettono di continuare fino a p = g—i

Cosl otteniamo che per ogni A > 0 e per ogni > 5—/\1 la diseguaglianza v* < v}
vale in ¥,. Messo in un’altra forma per ogni fissato p < 0 la diseguaglianza vale per
ogni A con 0 < A < ;—; Facendo tendere A a 0 otteniamo che v* < off in X, i.e.
v (yty) < ob(y) = v (—y',y) per ogni y = (y',y') con y' > 0. Questo implica come
prima che la diseguaglianza v < u, vale in X, e poiché < 0 ¢ arbitrario otteniamo
che u & non crescente nella direzione x! in tutto il semispazio.

Infine supponiamo che u sia limitata e f verifichi iii). Poiché u dipende solo da
zt e #V ed ¢ decrescente nella direzione x!, per ogni ¢ > 0 esiste il limite 2(t) =
lim,1_,_o u(z!, ) ed ¢ facile vedere che z verifica la stessa equazione in R, (vedi e.g.
[D2]), con una condizione di Neumann in 0. Mostriamo che z(¢) = 0 in R;. La
dimostrazione ricalca quella fatta nella parte finale del Teorema 1.3. Se z(t) = 0 in R
allora anche u(x!,¢) = 0 dalla monotonia nella direzione x! e il Teorema ¢ dimostrato.
Supponiamo quindi per assurdo che z(t) # 0 in R,. Dal principio del massimo forte
z > 0in R;. Inoltre 2”7 = —f(z) < 0 per ogni t > 0. Da qui deduciamo che esiste
to > 0 tale che 2/(f;) < 0. Se non fosse cosi infatti per ogni fissato t; > 0 e per
ogni t > ty1, z(t) > a = u(t;) > 0, e poiché f & continua e strettamente positiva
m = infl,qup.) f(£) > 0. Quindi sviluppando la z con la formula di Taylor abbiamo
2(t) = 2(t1) 4+ 2/(t1) (t — t1) + 32" () (t — t1)? < 2(t1) + 2/(t1)(t — t1) — 3m(t — £1)?, con
t <¢eL<t cosi che lim; , 2(t) = —00 e quindi una contraddizione. Infine se esiste g
tale che 2'(ty) < 0 sempre dalla formula di Taylor abbiamo z(t) = z(to) + 2'(to)(t —
to) + 32" (to)(t — to)? < z(to) + 2'(to)(t — to) e anche in questo caso limy_ 2(t) = —o0

ottenendo ancora una contraddizione.



34 1. NON ESISTENZA PER EQUAZIONI ELLITTICHE

OSSERVAZIONE 1.5. Supponiamo che f(0) > 0, che € una conseguenza dell’ipotesi
(i) e che f siala somma di una funzione Lipschitziana e di una funzione non decrescente.
Come nel Teorema 1.5 se u € una soluzione non banale I'uguaglianza u = u) non puo
valere in Xy per ogni A € R a causa delle condizioni sul bordo. Allora dal principio del
confronto forte e dal lemma di Hopf otteniamo u < uy in Xy e (u — uy)1 = 2u, <0
su Th NRY. Poiché X > 0 & arbitrario otteniamo che ( u dipende solo da z' e 2™V e )

- N
Uz () <0  per ogni x € RY.

DIMOSTRAZIONE ALTERNATIVA DELLA MONOTONIA DELLA u(z). Forniamo quila
seconda dimostrazione della monotonia di u(z) nella direzione z' sfruttando un’idea
di [AB]. Le due dimostrazioni sono completamente diverse, le riportiamo entrambe
poiché tale monotonia permette di ottenere la non esistenza delle soluzioni limitate
per il problema (1.2), sotto 'ipotesi iii) e quindi il risultato principale di questo capi-
tolo. Questa dimostrazione consiste nello scegliere in modo opportuno il centro e il
raggio della trasformata di Kelvin. Piu precisamente se facciamo tendere i centri b
dell'inversione all’infinito in modo che la palla Bgr(b) sia sempre internamente tan-
gente all’iperpiano T'_,, allora la trasformata di Kelvin, tende alla simmetria rispetto
a T_,. Definiamo un po’ di notazioni. Sia b = (b,0,...,0), b > 0, un qualunque punto
su I'y. Operiamo una trasformata di Kelvin con centro in tale punto b e che inverta

rispetto ad una palla di raggio R, dove R sara scelto in seguito; quindi

r—0b
:b P —
yb<x> +|Jf—b|2

R2

RN—Q RN_2 z—0b
-t = ———u b+ —R*).
vp() 7 — b’N_Qu (yp(2)) |z — b’N—Zu ( + |z — b2 )

La trasformata v, verifica ’equazione

1 _ .
—A?)b = Wf (]x\N 21)1;(33)) , mn Rf \ {b}
e la trasformata ¢ singolare in b. In particolare scegliamo R = |b — a| dove a ¢ un
qualunque punto su Neumann ovvero a = (—a,0,...,0), a > 0. R = b+ a. Per come

abbiamo definito la trasformata abbiamo che l'interno della palla di centro b e raggio R

diventa dopo la trasformazione ’esterno della palla di centro b e raggio R e viceversa.
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Inoltre siccome prendiamo il punto b, centro di inversione, sull’iperpiano ¥ = 0 allora
il semispazio si trasforma in sé e la frontiera del semispazio anch’essa si trasforma in

sé. Vogliamo vedere ora come si trasformano 'y e I'y. Dalla definizione di 1, abbiamo

T — 1
—b=—"""_(p 2, b= ———(b 2
Yo |I—b‘2( +a)7 ‘yb ’ |I—b‘( +a’)7
_ b 2. _ yp — b 2.
x—b—m(b—l—a), l’—b—i-m(b—Fa),
b — b —
quindi I'y che & definito da z' > 0 diventa
1
—b
=+ L bt a)? >0,
Iy—b|2( )
b+ a)?
(yl—b)Q—i—(y2)2+---+(yN)2+(y1—b)( a) >0,

(y1)2 —y! (25— (b+—ba)2) +0®—(b+a)+ (y2)2+---+ (yN)2 > 0,

2 12 2
(y1)2 . 2b b - a 2Gby1 _ CL2 . 2ab—|— (y2)2 bt (yN>2 > 07
2 2\ 2 2 2\ 2
<y1_b QZb a) +(y2)2—|—---+(yN)2>(b 2c;b a) 1 a1 2ab,

La condizione di Dirichlet va a finire nell’esterno della palla di centro
1

b2 —2ab—a? : b2 —2ab—a? 2 2 2ab 2 b2 —2ab—a? Chi :
—=—,0,...,0) e raggio —=—) +a"+2a > == iamiamo

questa palla B,. Sia b il centro di B,. Osserviamo intanto che poiché v & singolare in

b allora b € OB, e b > b. Insomma v, verifica
—Avy = e f([2]Y () i RY N {0}

v >0 in RN\ {b}
v, =0 sez € ORY t.c. ¢ By
=0 se v € ORY t.c. x € By,

Applichiamo il moving plane alla funzione u con le notazioni definite in precedenza,
mentre per quanto riguarda la trasformata v, applichiamo il moving plane rispetto alla
direzione opposta —a'. Siano ora Sy(A) = {z € RY : 2! < A}, Zp(\) = S,(\) \ {h},
vpa(x) = vp(xy), 2px = vy — vpx. Possiamo applicare il moving plane nella direzione
—x', e confrontare v, con v\ come in precedenza, e ottenere la stima equivalente alla
(1.5) per il semispazio, da cui in seguito z(z) < 0 in 3,(\) per opportuni valori
di \. Possiamo arrivare al massimo fino a A = b, perché se superiamo tale punto

allora (v — v))™ non & pit ammissibile come funzione test per 1’equazione verificata

dalla v 5. Inoltre per A < bil moving plane non si puo fermare sempre a causa della



36 1. NON ESISTENZA PER EQUAZIONI ELLITTICHE

condizione di Neumann, altrimenti avrei simmetria della v,, v, = vpx, € questo non ¢
possibile se A < b. Comunque scegliendo b sufficientemente grande b > 0 e, applicando
il moving plane, possiamo arrivare fino a A = —a < 0. Ovvero troviamo v < vy per
ogni € Yy(\) e A < —a.

Ora facciamo tendere b a +00. Per ogni valore di b compiamo un’inversione rispetto
alla palla Br(b) e, per come ho scelto R, per ogni valore di b tale palla ¢ sempre tangente
all’iperpiano T_,[z! = —a]. Quindi al limite per b — +o0 la trasformata di Kelvin
tende alla simmetria rispetto all’iperpiano T_,. Ossia lim;_,, vp(z) = u(r_,). Sia x €
Y4, per b grande x & contenuto nellinterno della palla Br(b), quindi il suo trasformato
yp(2) risulta esterno a tale palla. Inoltre, se b sufficientemente grande y;(z) € Sy(—a) =
{y : y* < —a}. Osserviamo anche che il punto di singolarita by tende a —oo. Inoltre
per ogni valore di b abbiamo z, _o(ys) = vy (Yp(x)) — Vb0 (Yp(x)) < 0 se y(z) €
ib(—a), quindi anche limy_,o0 26 —q (yp(2)) < 0, per ogni z € ¥_,. Osserviamo inoltre
che limy 00 vp (yp(x)) = limp oo mu (yy (yo(x))) = u(x). Infine quindi w_,(z) =
limy— 00 260 (Yp(2)) = limpe0 U(Ys) — Vb —a(tp) = u(z) — u(z_,) < 0. Dall’arbitrarieta
di @ abbiamo wy(x) < 0 per ogni A < 0. Unitamente alla monotonia della u rispetto
alla direzione z! fino a A = 0 ottengo che u & non crescente nella direzione x! in tutto

il semispazio. O

1.4. Alcuni risultati in una striscia
Sia S una striscia, S = {(z',...,2") € RY, taliche 0 < 2" < 1}, poniamo

0S = S1USy dove S; = {(zt,...,2") € RV tali che zy = 0} ed Sy = {(a!,...,2V) €

RY tali che xy = 1}. In tale striscia considero il seguente problema di Dirichlet

—Au = f(u) in S

u=0 su S (1.11)
u=aq su Ss
0<u<a in S

con a € R, a > 0. Mostriamo il seguente

TEOREMA 1.6. Siau € W,22(S)N L2 (S)NCO(S) soluzione debole di (1.11) con

loc loc

N >3 esia f:[0,00) = R una funzione continua che verifica
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i) g(t) = L2 ¢ non crescente in (0,400).
tN=2
ii) f(?Jr e limitato per t — 0.

Allora u dipende solo dalla variabile ™.

DIMOSTRAZIONE. Fissiamo l’origine in un punto qualsiasi di S; e operiamo un
inversione rispetto a tale origine. Sia v la trasformata di Kelvin di u centrata nell’

origine, cioe

1 x ,
v(z) = WU(W)7 z € 5"\ {0}
dove S’ ¢ il trasformato di S rispetto all’inversione y = ﬁ Essa verifica ( in senso
debole) in "\ {0} 'equazione
1

—Av(r) = |x|N+2f(’$|N—2U(I))

che puo anche essere scritta come

z

+2
—2

z

—Av(x) = g(|2|*Po(@))v(2)

dove g(t) = 4% Inoltre S’ & cosi definito: S = {(z!,...,2"Y) € RV, tali che 2V >

tN—2

0,z ¢ Bi(A)}eA=(0,...,0,5). Quindi " ¢ il semispazio RY privato della palla

B% (A), con centro in A e raggio %, tangente alla frontiera del semispazio nell’origine

e tutta contenuta in esso. Inoltre l'origine ¢ un punto di singolarita per la v. Le

condizioni al bordo per la v diventano

v =0su dRY \ {0}

su 9B (A)\ {0}.

v= |z[N -2

Osserviamo anche che la limitazione

diventa

a

0<v< ——;
=S

quindi v ha massimo sulla frontiera della palla B 1 (A) ed & eventualmente singolare

nell” origine. Poiché u & continua in S, v & continua in S’ \ {0} e decade all'infinito

come u(0)]z|>~N cosi che u € L2 N L™ (S’ \ B,(0)) per ogni r > 0.
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Introduciamo le solite notazioni per applicare il metodo del moving plane; fissiamo
una direzione perpendicolare alla direzione x, che per comodita considereremo sempre

come z'. Per ogni A € R, A > 0 siano
Syi={ze s z' >},
Ty:={z €S :z'=\};
e per x € X indichiamo con
x)y = Ry(x)
il riflesso di x rispetto all’iperpiano T} e
uA(z) = v(x»)

la funzione riflessa. Indichiamo inoltre con P il riflesso dell’origine rispetto all’iperpiano
T\ e con By il riflesso della palla B 1 (A). Essa ¢ tangente alla frontiera del semispazio

in P,. Scriviamo esplicitamente le equazioni verificate da v e v.

—Av = g(|x|N_2v(x))v(x)% in S’
=0 ORN\ {0
T s OR5 {0F (1.12)
V= e su 0B, (A)\ {0}
O S v S ‘wllc\bff27
—Avy = gz 2op(z))va (@) V2 in RY \ By
=0 ORY \ {P
nT, s OR A B (1.13)
U\ = == su 0By \ {P\}
0<wu < M%

Osserviamo che per ogni A > 0 per come ¢ stato definito Xy abbiamo By N X, # 0.
Quindi non possiamo confrontare v con vy su tutto X, come in precedenza, perché vy
non ¢ definita su By. Ci limitiamo a confrontare v e vy sull'insieme 3}, = X, \ B,.

N

Osserviamo anche che su 93} \ {P\} abbiamo v — vy, = 0 se 2" = 0 oppure se

v €Ty, ev < wvysex € (OBy\{P\}) N Xy Infatti poiché |x| > |x,| abbiamo

v < WJ%,Q < mﬁV,Q = vy su 0B,.
Come detto prima per ogni A > 0 v e (v — vy)" appartengono a L*" N L> (X}).
Per ¢ > 0 piccolo sia n = n. € C}(RY) una cut-off tale che 0 < n < 1, n(z) =1

se 2e < |z — Py <1 n(z) =0se|r— P\ <eoppurese |z — P > 2 |Vp| <

(LR

se

e<|t—P)| <2, |Vp <2sel<|z—P|<?i
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Tale cut-off permette di eliminare il punto di singolarita Py e di ridurci per ogni
e ad un insieme limitato. Testiamo le equazioni di v e vy in X/ con la funzione
. = n?(v—wvy)". Osserviamo che (v — vy) si annulla su Ty per costruzione e su
ORY \ {P,} N 9%} per le condizioni al bordo. Inoltre 9%} = <8E)\\6B%(A)> U
(0BANX,) C ThU (ORY NE,) U (9BANXy) e sudBy N, abbiamo (v —vy)" =

poiché |z| > |z, e v < MJ%,Q < IzAI%V*Q = vy su 0B,. Quindi per ogni A > 0, per ogni
£>0, p. € Wy*(X}) ed & una buona funzione test per entrambe le equazioni (1.12) e
(1.13) in 3.

Sottraendo le equazioni e ragionando come nel Lemma 1.1 e usando l'ipotesi ii)
come nel caso del problema nel semispazio con condizione di Dirichlet, dalle dis-
eguaglianze di Holder e di Sobolev, possiamo passare a limite dentro l'integrale per

convergenza dominata, per € — 0, e ottenere la stima
2

fyme-wrtso ([ 5m) " (/

dove Dy = {z € X\ \ P : g(|z|¥20(z)) > 0} e Ay = {z € Dy : v(z) > vr(2)}, e

|V (v — UA)+|2) (1.14)

A A
Cy\ > 0 ¢ tale che C) dipende da N e A ed & non crescente in A ( e finito per ogni
A > 0). Con questa stima ¢ possibile ottenere i due passi del moving plane, come nei

casi trattati precedentemente. In questo caso indichiamo con A = {A € RY t.c., Vpu €

(A, +00), v(z) < vyu(x) in 3, }.

Passo 1: Poiché |m|12N € L'(X)) per ogni A > 0 e X} — 0 per A — +o00, segue
1 1 1 \2 . . .
ChefAA L < fE& ey 0e C’>\(fAA W)N < 1 per ogni A in qualche intervallo
()\1, +OO)

Passo 2: Sia A\g = inf A > 0 e supponiamo che v non coincida con la sua riflessa
vy, in ¥ . Allora abbiamo v < vy, in Dy,.

Cio non ¢ immediato poiché, f non ¢ Lipschitziana per ipotesi, e ¥ non ¢ connesso
se A < %, ma puo essere verificato nel modo seguente. Sappiamo che v < vy, in
¥ \ P, per continuitd, e || > |zy,| in Xy, poiché A\g > 0. Consideriamo l'aperto
O = {x € Dy, : |z|"2v > |z),|V vy, }. Come nella dimostrazione della Proposizione

1.1 v < vy, in Dy, \ O. Consideriamo adesso una componente di O. Se su tale

componente g € non costante allora v < v), sempre come nella Proposizione 1.1,
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altrimenti se g e costante allora g = ¢ > 0 e la frontiera di tale componente o contiene
dei punti di 9O e quindi ancora v < vy, oppure cade tutta su 9%} . In questo caso
comunque almeno una parte di tale frontiera cade su 0B), \ { Py, } € quindi v < vy, in
tali punti e sempre dal principio del massimo v < v, anche in tale componente. Alla
fine v < vy, in Dy,.

Questo implica che la funzione M% X4, , converge puntualmente a zero per A — Ao
in §"\ (Ty, U{P\}) e quindi quasi ovunque. Se 0 < \g — J < A allora Irl% X4, <

M%XE& ; € L', per convergenza dominata fA/\ M% — 0 per A — A, cosi che
o

C,\(fAA MIQN)% < 1 per A in un certo intervallo (Ao — d, Ag). Come precedentemente

questo implica che v < vy in Xy per A < Ay e vicino a Ay, contraddicendo la proprieta

di inf di Ap.

Se invece v = vy, in ¥ allora su 9B), abbiamo vy, = ImAO(\lN*Z > |m|]‘$,2 > v(z) e
quindi questo caso non puo accadere.

Necessariamente deve essere \g = 0 e v < vy in ¥y = 3. La palla B% (A) e
infatti simmetrica rispetto all’iperpiano Ty. Possiamo ripetere lo stesso ragionamento
partendo dalla direzione opposta —a! ottenendo ancora \g = 0 e quindi v = v, in
Yo. Poiché |z| = |xo| allora dall’ultima uguaglianza ricaviamo anche u = ug in Ag =
{z € S:x' > 0}. Poiché l'origine ¢ stata scelta in modo arbitrario abbiamo che u
deve essere costante rispetto alla variabile z!, ovvero u non dipende da z!. Possiamo
ripetere il ragionamento per ogni direzione z° per i = 1,..., N — 1 ottenendo cosi che

la soluzione dipende solo dalla variabile z*V. O

OSSERVAZIONE 1.6. Il Teorema precedente si puo enunciare per un problema leg-
germente piu generale, cioé per il seguente

—Au= f(u) inS

u=>= su S
uU=a su Ss
b <u(z) <a,

con a,b € R, a > 0. Siccome cerchiamo soluzioni positive deve essere b > 0. Inoltre
se b # 0 possiamo eliminare l'ipotesi ii) del Terorema 1.6 ed ottenere che la soluzione

debole dipende solo da z™V.
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Come caso particolare consideriamo il seguente

TEOREMA 1.7. Sia u € W,2*(S) N L2.(S) N CO(S) soluzione debole di
—Au = f(u) in S
u=a>0 su 08 (1.16)
0<u<a in S

dove N >3 e f:]0,00) = R é una funzione continua che verifica

i) g(t) = L ¢ non crescente in (0, +00).
tN—2

Allora u dipende solo da zV. Inoltre se f ¢ strettamente positiva in (0,a) allora il

problema (1.16) possiede solo la soluzione costante u = a.

DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione del fatto che u dipenda solo da zV & equiv-
alente a quella del Teorema precedente tranne per il fatto che non serve Iipotesi ii)
poiché la v in questo caso non si annulla pit su una parte del bordo di ¥ ma e ivi
strettamente positiva. Non ripetiamo quindi il procedimento.

Sia ora f strettamente positiva in (0, a), u & una soluzione del problema

—u" = f(u) 0<s<1
u(0) = a = u(1) (1.17)
0<u<a

In questo caso u & anche soluzione classica ed ¢ almeno di classe C%(0,1). Se u =
cost = a allora f(a) = 0. Supponiamo ora che u sia una soluzione non costante in
(0,1). Allora u avra almeno un minimo interno. Sia s il piu piccolo valore di s € (0, 1)
tale che u/(sg) = 0 e u(sg) < a. Dall’equazione —u"(s) = f(u(s)) > 0 quindi «/(s) <0
in (0,s0). Inoltre esiste s; € [0, s¢) tale che u(sg) < u(s) < a per ogni s € (s1, o).

Moltiplichiamo I’equazione per ' e integriamo su (s, sg) con s; < s < Sg

" = [l

50 u/(s0) 1 ) S0
/ —u"u'dt = —/ u'du = 3 (W'(s))” = / fu)u'dt =,

u(so) u(s)
= / flw)du = — f(t)dt < 0.
u(s) u(so)
Abbiamo ottenuto la contraddizione 0 < %(u’(s))2 = — f:‘((si)) f(t)dt < 0, da cui ot-

teniamo che v = a ¢ 'unica soluzione.
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O

OSSERVAZIONE 1.7. Nel caso del Teorema 1.6 anche supponendo f strettamente
positiva in (0, a) non & possibile ottenere la non esistenza delle soluzioni come mostra
il seguente esempio:

consideriamo la funzione y(x) = asin(fx) per 0 < x < 1. Essa verifica

0 =0, y)=a, ' =-a(}) snGa)=— (%) o)

In questo caso quindi f(t) = (g)2 t ¢ strettamente positiva in (0, a) e verifica entrambe

N+2

N—2 I (E)Q

le ipotesi del Teorema 1.6, cioé —4 decrescente poiché > 1 e limg 0=~ = (3

tN—2
limitato.

OSSERVAZIONE 1.8. Siccome i Teoremi precedenti si applicano a soluzioni deboli,

a maggior ragione valgono per soluzioni classiche di classe C?(S) degli stessi.

Proviamo adesso un risultato per soluzioni classiche. Consideriamo il seguente prob-

lema

—Au= f(u) inS

u==b su S (1.18)
U =a su Ss
u>0 in S

con a,b € R, 0 < b,< a e non entrambi nulli. Sia u € C*(S) una soluzione di (1.18).
Indichiamo con Z = {z € S : Vu(z) = 0}. Diciamo che Z dipende solo da =" se per

ogni ¥ € Z, &= (z',...,2") anche (z!,... 2N"1 2V) € Z per ogni z*,... 2V € RN,

TEOREMA 1.8. Sia u € C%(S) soluzione classica di (1.18). Sia f localmente
Lipschtziana in [0,00) e tale che verifichi le ipotesi i) e ii) del Teorema 1.6. Allora u

dipende solo da z¥ se e solo se Z dipende solo da z™.

DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione si basa su un’idea di Reichel in [R]. Se u
dipende solo da z" allora anche Z. Proviamo l’altra implicazione. Se w non ha né
massimo né minimo interno ad S allora u verifica le ipotesi del Teorema 1.6, infatti
b<wu<ain S, e quindi u dipende solo da z". Supponiamo ora che Z # ) e che u

non sia costante in S. Indichiamo con S(t) := {z € S : 2 =t} per ogni t € (0,1).
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Possiamo scrivere Z = UerS(t), con T C (0,1). Mostreremo che 7' non ha punti
di accumulazione e quindi Z = U ,5(¢;). Ora dividiamo la striscia S in n striscie
Aq, ..., A, delimitate dagli insiemi S(¢;). In ognuna di queste strisce A; la soluzione u
e compresa fra i valori che la v assume sul bordo e tali valori sono non negativi di cui
almeno uno strettamente positivo. Siamo nelle ipotesi per poter applicare il Teorema
1.6 e ottenere che u dipende solo da 2™ in ognuno degli A;. Poiché UT_, A; = S, allora
v dipende solo da z¥V.

Rimane da mostrare che 7' non possiede punti di accumulazione. Per assurdo
supponiamo che esista una successione t; € T tale che ¢, — t. In S(f;) abbiamo
u = cost = uy, e Vu(r) = 0. Per continuita otteniamo anche u = uz e Vu(z) = 0
in S(f). Per ogni direzione z' , i = 1,... N — 1 abbiamo % = 0 su S(t) poiché
uz & costante e x' ¢ tangente ad S(f). Consideriamo ora la direzione V. Essa ¢
perpendicolare ad S(t). Sia z € S(t). Consideriamo la retta passante per x parallela

ad V. Su tale retta prendiamo una successione di punti zj tali che z, € S(t).

Abbiamo z; — x, e anche

0?u ~ lim Onu(zy) — Oyu(x)

7 —0
axNZ k—o0 xé\f — N

dove indichiamo con dy la derivata parziale rispetto ad . Quindi in S(%) abbiamo

—Au =0 e anche f(uz) = 0. Sia w = u(x) — uz; essa verifica 1’'equazione
Aw+ c(x)w = Au+ f(u) — f(uz) =0
dove c(x) ¢ localmente limitato poiché f Lipschitziana. Inoltre u(z) = uz e Vu(z) =

0 = Vuz in S(t). Dalla proprieta di continuazione unica per equazioni ellittiche otte-

niamo u = wuz in tutto S contro l'ipotesi che u fosse non costante. O






CAPITOLO 2

STIME VICINO ALLA FRONTIERA E CONVESSITA
DELLE SOLUZIONI DI UN PROBLEMA SINGOLARE

2.1. Introduzione

In questo capitolo studiamo il seguente problema singolare

—Au=u"" in )

u>0 in 2 (2.1)

u=20 su 0f2
dove Q ¢ un dominio limitato e regolare di RY, N > 2, che verifica la condizione di
sfera interna ed esterna uniformemente e v > 0.

Per N = 1 questo problema ¢ stato studiato da [INC] e scaturisce in certi problemi

di meccanica dei fluidi pseudo-plastici (vedi [NC] per le definizioni rigorose e per come
derivare I'equazione dal modello). In [NC] e [GOW] si trovano per N = 1 alcuni
risultati parziali di esistenza e unicita delle soluzioni. Per N > 1 [St] ha studiato
il problema con condizione di Neumann sulla frontiera ed ha mostrato 'esistenza di
soluzioni classiche. In particolare in questo caso il problema e legato allo studio della
temperatura in un conduttore attraversato da una corrente stazionaria. Per N > 1 il
problema & stato studiato in una forma piu generale in [CRT], per domini generali,
e in [GOW] nel caso di soluzioni radiali in una palla e v € (0,1), inoltre da [LM]
e [K1]. In [CRT] ¢ dimostrato che la soluzione esiste se Q ¢ di classe C* e in modo
abbastanza complicato ¢ stata trovata una stima del primo ordine della soluzione wu(x)
vicino alla frontiera in termini di §(z). Inoltre se v > 1 la soluzione non sta in C* (ﬁ)
In [LM] & dimostrato che se & regolare e v > 0 il problema ha un’unica soluzione
positiva che sta in C*™ (Q)NCY (Q) ed ¢ trovata una stima di u(z) vicino alla frontiera
in termini della prima autofunzione ¢; relativa al dominio {2 considerato. Gli autori
mostrano inoltre che se v > 3 allora u ¢ W12(Q). Anche in [K1] & provata esistenza e

unicita della soluzione ed una stima vicino alla frontiera sempre del primo ordine. Qui

45
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miglioriamo i risultati di [CRT], [K1] e [LM] trovando una stima del comportamento
di u(z) vicino alla frontiera, in termini di §(z) fino al secondo ordine. I metodi usati
sono una stima degli infinitesimi, lo studio di equazioni alle derivate parziali ordinarie
e il principio del confronto. La stima del secondo ordine ¢ trovata tramite opportune
sopra e sottosoluzioni del problema (2.1). Metodi simili si possono trovare in [BM],
[BM2], [BP], [GP]. In questi articoli ¢ stato trattato il caso di una soluzione che
diverge sulla frontiera del dominio, per nonlinearita tali che f(0) = 0.

Per v > 1 troviamo la seguente stima
[u(e) = bod ¥ ()] < o (),

dove by dipende solo da 7y e d(x) indica la distanza di  da 92, e § > 0 & una costante
opportuna. Osserviamo quindi che il modo in cui la soluzione decresce vicino alla
frontiera é indipendente dalla geometria del dominio e dipende solo dalla distanza ()
del punto x dalla frontiera. Anche per v = 1 proviamo che Vu — oo per x — 012,
quindi la soluzione non pud stare in C* (ﬁ), completando il risultato di regolarita di
[CRT] e [LM].

Ci occupiamo poi della convessita delle soluzioni. Questo problema ¢ stato studiato
da diversi autori, per esempio, [BL], [CS] [K1], [K2], [K3], [Ko] e [KoL], ¢ molti
altri, vedi referenze di [K2| per esempio, e da [GrP2], [GrP1] nel caso di soluzioni
che divergono sulla frontiera. La concavita o convessita delle soluzioni positive di
equazioni differenziali, o di funzioni da esse derivate, permette di osservare che gli
insiemi di livello della soluzione sono convessi. In tale senso se ) & convesso gli insiemi
di livello mantengono la convessita del dominio. Brascamp e Lieb in [BL] mostrano,
fra le altre cose, che se u ¢ la prima autofunzione del laplaciano, con condizione di
Dirichlet al bordo, in un dominio convesso allora logu ¢ concava in §2. Mostreremo che
questo risultato € in certo senso ottimale. In seguito altri autori in [CS], [K2], [K3]
hanno studiato la concavita nel caso di equazioni semilineari, in particolare Kawohl
mostra che se u risolve —Au = u”, p > 0 e se ) ¢ convesso, la funzione v(z) = u(x)ﬁ
e concava in €.

Il nostro contributo a questo problema consiste nel mostrare che se u(z) € una

soluzione positiva del problema (2.1), con v > 0 e Q ¢ un dominio convesso allora la
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funzione v(x) = u#(x) e strettamente concava in 2. Da cio segue appunto che gli
insiemi di livello di u(z) sono convessi e la soluzione ha un unico punto di massimo.
Mostriamo inoltre che tale risultato di concavita e ottimale.

Per studiare la concavita della soluzione utilizziamo la funzione concavita C in-
trodotta da Korevaar, per esempio in [Ko|; mostriamo che tale funzione verifica una
certa diseguaglianza differenziale e tramite principi di massimo otteniamo C(z,y) > 0
e quindi la concavita della funzione v.

Infine troviamo i seguenti risultati ottimali sulla concavita. Sia u(x) una soluzione

del problema (2.1) e sia € > 0. Allora

. 1., R . .
1) se v =0, la funzione v = u2%° non ¢ concava in un certo dominio convesso;
2) se 7 = —1, la funzione v = u® non & concava in un certo dominio convesso;

3) se v > 1 la funzione ¥ = u 2 *¢ non & concava nemmeno nel caso radiale.

Per p > 1 studiamo il seguente problema

—Apu=u"" inQ
u>0 in Q (2.2)
u=0 su 0f)

dove A, e il p-Laplaciano. A partire da un problema approssimante proviamo che

esiste una funzione v € W 7(Q) N L>(Q), u > 0 tale che

loc
/|Vu|p—2vu-v¢=/u—w Y € C(Q).
Q Q

Osserviamo che il metodo classico di [CRT] per problemi singolari si pud applicare
anche all’operatore degenere. Tale soluzione e inoltre unica. Possiamo guadagnare
regolarita e abbiamo che u € C1(Q).

Possiamo considerare il comportamento della soluzione vicino alla frontiera 0f).
Otteniamo che il modo in cui u(x) decresce vicino al bordo non dipende dalla geometria
del dominio €2 ma solo dalla distanza dalla frontiera. Per p = 2 questi risultati erano
gia noti in [LM] e sono stati migliorati in [BGP] dove si & trovata una stima del
secondo ordine. Per p # 2 il comportamento vicino alla frontiera e simile a quello del

caso p = 2.
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Questo capitolo e cosl organizzato: mnel paragrafo 2.2 otteniamo la stima della
soluzione positiva del problema (2.1) vicino alla frontiera; nel paragrafo 2.3 studiamo
la concavita della funzione v definita precedentemente; nel paragrafo 2.4 mostriamo
che alcuni risultati sulla concavita sono ottimali; nel paragrafo 2.5 ci occupiamo invece
del problema (2.2) e mostriamo esistenza e unicita della soluzione positiva; infine nel

paragrafo 2.6 ricaviamo anche per il problema (2.2) la stima vicino alla frontiera.

2.2. Stime vicino al bordo

LEMMA 2.1. Sev(r) é una soluzione radiale positiva del problema (2.1) cony > 1
in una palla B (R) di raggio R > 0, per ogni € > 0 esiste un ro > 0, dipendente da ¢,

ro < R tale che

o(r) > (1 —e)7 [%} T RorE Ve e (ro,R) (2.3)

DIMOSTRAZIONE. La soluzione radiale verifica I’equazione

"+ 51y + 077 =0 in B(R)
v'(0) =0 (2.4)
v(R) = 0.

Inoltre ¢ facile vedere che se v non ¢ identicamente nulla v'(r) < 0 in (0, R), vedi per

esempio il Lemma seguente. Moltiplichiamo 1’equazione (2.4) per v', otteniamo
V" 0T < 0.

Integrando su (0, ) otteniamo

W(r)° _ o) —0'(0) _ o)
2 v—1 < y—1"

Dall’ultima diseguaglianza ricaviamo
1
2 \? i
v > — (—) v (2.5)
v—1
Inserendo l'equazione (2.5) nell’equazione (2.4) abbiamo

1
v”—N_l (—2 )QUl_TW+v_V<0,
r v—1
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da cui

v v < 0.

N—1< 2 >% -
- T R |
T v—1

Sia € > 0. Poiché v(r) — 0 per r — R, esiste r. < R tale che

Vv (1 - g) <0 i (r.R).
Poiché v'(r) < 0 dall’ultima disequazione troviamo
" ! — / €
v+ v Ty <1—§> >0

e integrando frar. e r < R

W) (@)

13
2
2 2 1—~

5 po— (r) Vr € (ro, R) (2.6)
o anche
9 \:2
ﬁ%mwm<—uﬂﬁ<;ja.
Integrando fra (r, R) otteniamo la stima (2.3). O

Sia A(p, R) ={z e RV : p< |z| < R}, per 0 < p < R.

LEMMA 2.2. Se w(r) é una soluzione radiale del problema (2.1) cony > 1 in una

corona circolare A (p, R), allora per ogni e > 0 esiste r. > 0 tale che w verifica

o [(v+ 1)2] s 2
w(r) < (1+e)* | 77— r—p)rtl Vr e (p,re). 2.7
0 <+a [T ) (). @7
DIMOSTRAZIONE. Per p < r < R, w verifica
" N —1 / -
w' 4+ ——w'+w =0 w(p) =0, w(R) = 0. (2.8)
T

Sia r; un punto compreso fra (p, R) tale che w’(ry) = 0, moltiplichiamo (2.8) per w’ e

integriamo fra r ed rq, troviamo per ogni p < r < ry

wngqN—n[”%w@fﬁ+

Dall’equazione (2.8) abbiamo anche

oy L A g A —
w(r)—rN_1 i T w (t)ahf<'0N_1 i w7 (t)dt.

w7 (r) — w7 ()

v—1

(2.9)
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Dall’'ultima diseguaglianza usando il Teorema di De 'Opital troviamo

—1) [T L (w'(1)* at / VT wT () dt
o O DI
r—p w!=7(r) r=prwY(r) T r—=p  rpN“lw(r)

Usando ancora il Teorema de 1’Opital otteniamo

GG WA )
71‘—>p w=(r) = pN 71~—>pfyw’(r)

=0.

Ricordiamo che w(r) — 0 per r — p e che dall’equazione (2.9) w'(r) — oo per r — p.
Se lintegrale di  (w' (r))* su (0,71) & finito allora non si pud applicare il Teorema di
de 1’Opital perd comunque il limite & uguale a zero anche in questo caso. Inserendo
questa ultima stima nella (2.9) per € > 0, abbiamo

/ 2
1
W) _1+e
2 v—1

~(r) Vr € (p,re).

Integrando fra (p,r) con r < r. si ottiene

1
2 y+1 2 2 1
ﬁw —2~_ < (ﬁ) (1+€)§(T—p),

e da qui la stima cercata, cioe la (2.7). O

LEMMA 2.3. Seu(x) € una soluzione positiva del problema (2.1) cony > 1, allora

s 4 = [

dove §(x) indica la distanza di © da OS).

DiMOSTRAZIONE. Nelle nostre ipotesi {2 verifica la condizione di sfera interna ed
esterna uniformemente, quindi esiste p > 0 tale che per ogni punto xy di 0f2 esistono due
palline di raggio p tangenti a 9€) in xy, una tutta contenuta in 2 e 'altra tutta esterna a
2. A meno di un cambiamento di coordinate possiamo assumere che zo = (p,0,...,0),
che € contenga la palla B,(0) di raggio p e centro 'origine e che 2 sia tutto contenuto
nella corona circolare A(p; R) di centro (2p,0,...,0) ed R grande (ricordo che Q ¢
limitato). B,(0) e A(p; R) sono tangenti a 02 nel punto zy. Se u(z) ¢ la soluzione
in Q, w(z) e la soluzione in A(p, R) e v(x) ¢ la soluzione in B(p), dal principio del

confronto per funzioni decrescenti (vedi [GT]) abbiamo

v(z) <u(x) <w(x) Vx € B.
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Sia 0 < 7 < p. Se prendiamo un punto x = (r,0,...,0), allora usando le stime (2.3) e
(2.7) abbiamo

(1— ) mj_lmf“(sﬁl(m) <uz) < (1+e)7 [(WDT“&L(@.

Dall’arbitrarieta di € segue la tesi. O

TEOREMA 2.1. Se u(x) ¢ una soluzione positiva del problema (2.1) con v > 1,
allora esiste 3 > 0 tale che

u(r) {(7 +1)

svi(z)  L20v—1)

dove §(x) indica la distanza di x da OS).

} | < 861 (2) Vo €,

DIMOSTRAZIONE. Come in [BP], poniamo

W (z) = bod 71 () + 86 (x),

dove
1
B [(Wr 1)2} W
SN PICTESV]
e > 0 verra fissato in seguito. Scriviamo ¢ al posto di §(z), abbiamo
2 2 __q
Wi =) O+ (51 + (51‘,
o G
2 2 2 2 2
Wi =b e | I EE e 67+ 65 + B0,
°7+1{7+1 ] HERTE P

of
8:}01- )

funzione d(z) ¢ C? in un intorno di 9N e verifica Y, 8;0; =1e —Ad = (N —-1)K = H,

dove indichiamo con f; = inoltre supponiamo 9 almeno di classe C?, quindi la

dove H ¢ la curvatura media delle superfici di livello di §(z),(ovvero la curvatura media

delle superfici {z € Q t.c. 6(x) = const}), troviamo

AW = ;765 + by——— H§"+ + BH. (2.10)

v+1

Ora consideriamo la funzione
2 -
ft) = <b057+1 + 515)
la sviluppiamo in serie di Taylor con punto iniziale 0 e otteniamo

£(6) = F0) + F1(0)5 + 3" O)F + £ "(€)0°
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dove £ & un punto compreso fra 0 e §; inoltre poiché il resto f(£)§? & sempre negativo

abbiamo

F(8) < bg 67 — b B 4 @%2%25%
e poiché f(d) = W™ anche

W™ < by 65 — by B + @%27525;—@.

Mostreremo che per 6(z) < dg e per [ grande abbastanza abbiamo

H67 + BH (2.11)

g (Y)Y, o 2 2
_’Ybol 755 1+ 5 b02 "//325w+1 <b0,y+1

e quindi che
—AW — W™ >0se {xre€Q:0(x) <}

Mostriamo intanto la (2.11). Moltiplicando per § la possiamo riscrivere come

1 : ]
5207 =y + st = 407267 [+ Gy + )65
Y, —y—1 2
< B=by" b Hb>+1 HS.
62 0 + 07—|— 1 SR
Il termine fra parentesiquadre puo essere reso negativo per § < dp prendendo
1 b
6" = — 2.12
Bdg Tt 1 ( )

Ora possiamo far crescere e diminuire §y in modo che il termine a destra sia positivo.
Questo e possibile poiché a causa delle regolarita di 02, H & limitata vicino a 052, e
cosi la (2.11) & provata. Ora W (z) = u(z) su 9. Possiamo far crescere 3 e diminuire
dp sempre in modo che sia verificata la (2.12) finché non abbiamo W (z) > wu(z) per
d(z) = dp. Osserviamo che questo ¢ possibile dal Lemma 2.3.

Quindi dal principio del confronto per funzioni decrescenti (vedi [GT]), abbiamo
w(z) < W(z) = byd7+1 (z) + Bo(x), (2.13)
per ogni = € 2 tale che §(z) < dy. Infine consideriamo la funzione
W (x) = b7+ () — B6(x),

con 3 e §p come in precedenza. Come prima

2 2
Wi = bo 15m_15i — [0;,

v+

2 2 2
Wi = b [— — 1} ST 267 + by

2 575, — B
y+1[v+1 1

v+
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AW = by 575 + by——— H§ 71 — BH. (2.14)

v+1
Sviluppiamo in serie di Taylor la funzione

F(£) = (b0 = Bt)7
si trova, siccome il resto del secondo ordine e sempre positivo e W=7 = f(4),
W= > by 67+ + by 7 B8

Inoltre, eventualmente ancora aumentando [ e diminuendo dy,

b7 B+ H6B > b H7
Y0q B J6; 07 1
e quindi
2 1—v
b B > b H&§+ — BH.
) B > O’Y-l-l vt B

Dalle ultime due stime otteniamo

—AW —-W™7 <0 se {r € Q:0(x) < dp}.
Ancora W(x) = u(z) = 0 su 092 e eventualmente aumentando § e diminuendo dy
possiamo fare in modo che W(xz) < u(x) se d(z) = dy e, applicando il principio del
confronto, anche in questo caso,

u(z) > bod 71 (x) — B(x), (2.16)

per ogni z in  tale che d(x) < .

Siccome la costante 3 in (2.14) e (2.13) puo essere presa con lo stesso valore abbiamo

42) ) < po¥E (@)

v+

sempre per ogni z tale che d(x) < dy. Aumentando ancora (5 eventualmente, la stima

si puo estendere a tutto il dominio 2. O

Usando il Teorema 2.1 si trova facilmente che il gradiente della soluzione u(x) &
non limitato vicino alla frontiera. Infatti se xy € un punto della frontiera e x € €2 tale

che |z — x| = 6(z), allora

u(@) —ulwo) _, 5 (@)

r — I r — 29

se z e sufficientemente vicino a zy. Se v > 1 allora % < 1 e il termine a destra tende

all’infinito per z — x.
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Per v = 1 invece il Teorema 2.1 non vale, quindi diamo una stima esplicita del

gradiente in questo caso, migliorando un risultato di [LM].

Consideriamo il seguente problema

A — -1
Au=p(z)u™" in Q (2.17)
u=>0 su oS}

dove €2 & come in precedenza e p(z) & una funzione regolare che verifica 0 < p; < p(z).

PROPOSIZIONE 2.1. Se u(x) é una soluzione di (2.17), e p(x) come sopra allora

il gradiente di u(x) é illimitato in ogni punto di OS).

DIMOSTRAZIONE. Sia v = v(r) una soluzione radiale di un problema simile al

problema (2.17) in una palla B(R) di raggio R. Cioe sia v(r) soluzione di

v”—l—%v’qtplv*lzo se0<r <R
v'(0) =0 (2.18)
v(R) = 0.

Dalla positivita di p; abbiamo che (TN 1y )/ < 0 e quindi dalla condizione iniziale sulla
derivata prima anche v'(r) < 0 in 0 < r < R. Moltiplichiamo ’equazione (2.17) per v’

e ricaviamo

"1

V' 4+ pro < 0.

Integrando fra 0 e r
(v)?
2

v\r
+p110g%0§ <O,

e anche
2 2 U(O)
<2 log —=.
(UU ) p1v <T> 0og ’U(?ﬁ)
L’ultima diseguaglianza implica

lim vo’ = 0.
r—R

Ora sia rg € (g, R) tale che

mRR

m perr0<7’<R.

— <

Utilizzando l'equazione (2.18) su (ro, R), troviamo (ricordo che ro > %)

1 N -1 1 R
V== (- ' —p ) < = p1__p1 <
v r v\ 4r 2v
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Poiché v" < 0 dall’'ultima diseguaglianza ricaviamo

Integriamo fra (rq,r)

infine,

—'(r) > /p1log 1;((:)) in (ro, R). (2.19)

Ora consideriamo il problema (2.18) in Q. Sia z un punto di 02 e sia B(R) una palla
tangente in zo a 0f) e tutta contenuta in Q (2 verifica la condizione della sfera interna
uniformemente). Sia v(r) la soluzione del problema (2.18) nella palla B(R). Poiché
p1 < p(x), abbiamo

—Av —p(z)v™t <0 in B(R)
e dal principio del confronto otteniamo u(z) > v(z) in B. Come conseguenza se x ¢

un punto vicino ad xy abbiamo

v(x) — v(@o)
|z — x|

u(z) — u(wo)
|z — x|

>

Passando a limite per x — zy ed usando la (2.19) abbiamo la tesi. O

2.3. Convessita

In questo paragrafo il dominio €2 ¢ un dominio regolare limitato e convesso. Sia
u(x) soluzione del problema (2.1) con v > 0. Proveremo che la funzione v = u™z ¢
concava e quindi le linee di livello della soluzione u sono convesse come il dominio.

Usando I'equazione (2.1), otteniamo che la funzione v verifica il seguente problema:

_ 1 |1= 2 +1 :
—Av =~ [7—_’_¥|V7/| +5=] inQ (2.20)
v(x) =0 su OS2
Intanto mostriamo che la funzione
l—v o 2, 2+1
= —— 2.21
Q) = Vi + 15 (221)

¢ positiva in 2. Questo ¢ immediato se v < 1, quindi discutiamo solo il caso v > 1.

v+l

LEMMA 2.4. Sia u(x) soluzione del problema (2.1) con v > 1, e siav = u'z .
Allora la funzione Q(x) definita nella (2.21) ¢ positiva in Q.
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DIMOSTRAZIONE. Poniamo

V)t

P(x) 5 T

quindi
Qx) = Tu%lp(x)_
Proveremo che P(z) < 0 in €.

Sia € > 0, consideriamo una soluzione u(x) del problema

—Au=u"" in )
u>0 in Q2 (2.22)
u=¢e su 051,

la corrispondente funzione P(z) (cioé la funzione corrispondente alla soluzione u.)

verifica

P = Z UpUp; + U~ ;.
k
Utilizzando la diseguaglianza di Schwarz otteniamo

(B — u’”ui)2 = (Z ukuki)Q < |Vul? Zu%w
k

P, —2u"u,
2 % % _9
2z ) g P

Inoltre

P, = Z UZZ + Z UrUki; — /VU_V_IU? + u_”u,-i.
k k
Ancora dall’equazione (2.22) segue

0
— 2 -1 2 —
AP = EZ Pu = E U, + E Uk—xk Ay — Yu v | V’LL| +u 7Au

ik k

AP = Z ug; +yu Z uip —yu TVt —u?,
ik k

AP = Z uiz — u_QV,
ik
e, dalla stima precedente,

2uu; — P
AP+ Z WR > 0.

Da un principio di massimo di [PP] P (che corrisponde alla funzione ¢(x,2) di [PP))

assume il suo massimo o nei punti in cui Vu = 0 oppure sulla frontiera 02, (vedi
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Teorema 1 in [PP]). Inoltre poiché €2 & convesso P non puo assumere massimo sulla

frontiera (vedi Corollario 1, sempre in [PP]) dal lemma di Hopf, quindi
2 1—v 1—
_ [Vl o M;

<0
2 l—y " 1—7v

P(x)
dove M. indica il massimo della u.(z) in €2, e la u.(z) ¢ una soluzione del problema

(2.22). 1l Lemma segue facendo tendere € a zero. O

Per discutere la concavita delle soluzioni dell’equazione (2.20) utilizziamo la fun-
zione di concavita di Korevaar vedi [Ko|, [K2]

O(z,y) = 2v (

r+vy

) —v(z) —v(y), z,y, € Q. (2.23)

La funzione v & concava in  se e solo se C'(z,y) > 01in Q x Q.

PROPOSIZIONE 2.2. Se v ¢ una soluzione positiva dell’equazione (2.20) allora

la funzione C(x,y) definita in (2.23), non puo avere un minimo negativo in 2.

DIMOSTRAZIONE. Dal Lemma 2.4 la funzione 1Q(z) ¢ positiva in e decrescente

rispetto a v. La dimostrazione segue da [K2], vedi Teorema 3.13, p 116. Vedi anche

[GrP1], [Ko|. O

Per avere la positivita della funzione C(z,y) sulla frontiera di £ x 2 abbiamo il

seguente

LEMMA 2.5. Sia v(z) una soluzione positiva dell’equazione (2.20) e sia y € 0,

allora la funzione

v(x) =2w(z) —v(z), con z =

e non negativa in 2.

DIMOSTRAZIONE. Se x € 052, allora ¢(z) = 2v(z) > 0. Se invece z € (2, allora
Vi =Vuv(z) — Vi (z),
1
Ay = §Ay(z) — Av(x).

Usando 'equazione (2.20), abbiamo

21/1(2) (A|V1/(z)|2 + B) - b (A|V1/(x)|2 + B) ,

Av=- V@)
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dove A = ﬁ e B = VTH Utilizzando le stime precedenti possiamo riscrivere tale

equazione come

>0 su 09,

per opportune funzioni regolari a’. Dal Lemma 2.4 il coefficiente di v & positivo, quindi
dal principio del massimo abbiamo che 1 (z) assume il suo minimo sulla frontiera di

Q. 0

COROLLARIO 2.1. Se v(z) ¢ una soluzione positiva del problema (2.20), allora
la funzione C(x,y) definita in (2.23) ¢ non negativa su 2 x ).

DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione segue dal Lemma 2.5 e dalla Proposizione 2.2.

O

TEOREMA 2.2. Se v(x) ¢ una soluzione positiva del problema (2.20) in un do-

minio convesso €2, allora é strettamente concava in €.

DIMOSTRAZIONE. Dall’equazione (2.20) e da Lemma 2.4 la funzione w = —v veri-
fica

—Aw = — (A|Vw|* + B) >0,

1
w
con A e B come in precedenza. Dal Corollario (2.1), w ¢ convessa. Inoltre la funzione
w — L (A|Vw|* + B) ¢ convessa. Da un teorema di Korevaar e Lewis ,[KoL], possiamo
affermare che I’'Hessiano di v ha rango costante in 2. Ora v assume il suo massimo
su un sottoinsieme compatto K C () poiché e nulla sul bordo, ma non identicamente
nulla. In questo caso in ogni intorno U di K esiste un punto xg € U in cui la matrice

Hessiana di v & strettamente negativa, vedi [Ba]. Segue che v & strettamente concava

in €. O

COROLLARIO 2.2. Se u(x) é una soluzione del problema (2.1) allora assume il

suo massimo in un unico punto di 2.
2.4. Alcuni risultati sulla concavita sono ottimali

In questo paragrafo mostriamo che alcuni risultati sulla concavita delle soluzioni

sono ottimali.
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Sia ©Q € RN un dominio convesso e sia u(x) soluzione positiva del problema

—Au=1 1in
2.25
{u =0 su 0f) ( )

ottenuto per v = 0. E noto da [K3] che v(z) = u2 () & concava in . Mostriamo
che I’esponente % e ottimale.

Sia N = 2 e sia {2 un triangolo equilatero di vertici (—%, 0), (%, 0), e (0,1).
La funzione
(- g —327)

5) nel triangolo. Sia 1(y) = 4u(0,y). Allora

u(z,y) =

NS

[\)

é una soluzione del problema (2.

U(y) = y(1 —y)*
Inoltre la funzione /1 (y) = (1 — y)\/y ¢é concava per y € (0,1) perché ha
derivata seconda negativa. Invece se o > % la funzione ¥ (y)* non & piu concava

vicino a y = 1. Infatti se F'(y) = ¢ (y)* allora
F'(y) = adb(y)* ' (y),
F'(y) = a[b@)]" " " (y) + ala = 1) [b@)]" 7 (@' (y)" =
= a U] [y - )26y - 2) + (@ = 1) (1-y)* 2901 - 9))°] =
= a[p)]" 7 (1 —y)” 293y —2) + (a = D(%* — 6y + 1)] .

Ora (¢(y))** > 0, quindi il segno di F”'(y) dipende dal segno di P(y) = 2y(3y—
2) + (a—1)(9y* — 6y + 1) ed ¢ facile vedere che P(1) = 2+ 4(a— 1) > 0 proprio
per a > % Quindi la funzione F'(y) non é concava in un intorno di 1.

Se N > 2 si puo ottenere lo stesso risultato usando la funzione
x 3 =
N 2 2
— Nl - :
= 5 o - X

Sia © C RY un dominio convesso e sia () soluzione positiva del problema

—A(pl = /\1(,01 in Q)
=0 su 02

dove \; ¢ il primo autovalore per il laplaciano nel dominio €2 considerato. Anche
in questo caso e noto da [BL],[K2], [K3] e altri che v(x) = log ¢;1(x) & concava
in Q.
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Esiste qualche esponente € > 0 tale che v = ¢] sia concava per ogni dominio
convesso?

Rispondiamo a questo domanda in modo negativo con il seguente esempio. In
questo modo possiamo affermare che la concavita di v(z) = log ¢(x) ¢ ottimale.

Sia N =2esiaQ={0<r<a 0<d <} Dover e sono le
coordinate polari del piano, m ¢ un intero qualunque e a ¢ il primo zero della
m—esima funzione di Bessel J,,,(r). La prima autofunzione di questo particolare

dominio €2 &
901($7 y) = Jm(r)‘%n (mﬁ) 5

= . m . . . 1
E noto che J,, si comporta come r™ per r — 0. Quindi bisogna prendere ¢ < -

se vogliamo che ¢° sia concava. Siccome m puo essere preso grande come si

vuole abbiamo la contraddizione.

Sia v(x) soluzione di

(2.27)

—Av=v"' inB
v=>0 su 0B

dove B ¢ una palla. Dal Teorema 2.1, v(x) & concava. Mostriamo che I’esponente
1 ¢ ottimale. Mostriamo che per ogni € > 0 la funzione v(x) = vﬁ(x) non e

concava vicino a 0B. Infatti
v =", Vo= (1-¢e)v "V,
Av=(1-¢e)v  Av—e(l —e)v = !|Vv|%

Utilizzando I'equazione (2.27) abbiamo

1
VITEAY = v |V — ——,
1—¢
“|Vy| = —— Vol
v v| = ——|Vvu
1—¢ ’
1 )\? 1
1725A — \V4 2 )
v v 1—c¢ Vol 1—¢

Inoltre abbiamo visto con la Proposizione 2.1, vedi (2.19), Vv — oo per z — 02,
quindi per ogni € > 0 fissato il termine a destra diventa positivo vicino alla

frontiera di B. Quindi Av > 0 vicino alla frontiera e ¥ non puo essere concava.
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4) Infine se v(r) ¢ una soluzione radiale del problema

—Av=2v" inB
v=0>0 su 0B

Liy—2e T4y—2¢ 1+
> 5

con v > 1, allora per ogni € > 0 la funzione v = v20-2) | dove 50—0)

non ¢ concava vicino a dB. Infatti v verifica 'equazione (2.4). Poniamo per

semplicita k = 1;(;:82)5
% / 1 (1;’“) /
V=V v = -V 1%
k
V' = ly%y” + l (1 — k)yl_k% (V/)Q

Usando 'equazione (2.4) ricaviamo

%I/%I/”—F 1(1 _k) %

1

2 A

P
vy = k= 11/%(#)2 _N= 1y%1/— kv~

k T

1-kiqy k—1 14y-2k
= V” — v T (I//)2 _

k r
Poiché v' < 0 anche v/ < 0 in B,

v

1kty o, k=1 14y-2
vV k v >

1—k+y k—1 1492 2k—2
U > voR EvTE (V) —k

v

I—kty o

vk V' >k [(k’ - 1)V7T_1(U’)2 — 1}

L—kty )

v & V> k[(k— 1) () —1].

In virtu della stima (2.6) per ogni € > 0 esiste rg, dipendente da ¢, ry < R tale

che
1(0)2
1—
v (;) > = ivl—w) Vr € (ro, R).
Fissato € > 0 ho che la stima (2.6) vale vicino alla frontiera. Quindi

2(1—¢)
T

1-kty 4

vk V' >k |(k—1) -1/ =0

per come abbiamo scelto k se r € (rg, R). Abbiamo quindi che vicino alla

frontiera v” > 0 e la funzione non & concava.
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2.5. Esistenza e unicita

In questo paragrafo ci occupiamo del problema (2.2). Per p = 2 tale problema
si riduce al problema (2.1) e l'esistenza e l'unicita della soluzione & stata studiata in
[CRT], [K1], [LM]. Per il caso piu generale di p > 1 mostriamo qui esistenza e unicita
della soluzione debole. In particolare ci occupiamo di un problema un po’ piu generale,
cioe
Apu=f(u) 1inQ
u>0 in (2.29)
u=20 su OS2

dove Q ¢ un dominio limitato contenuto in RY. La funzione f(t) : (0,00) — RT ¢

decrescente, localmente lipschitziana e verifica le condizioni

[e.e]

(F-1) /:O f(s)ds < 00, A >0, tl_i)I(I)}r f(s)ds = .

t

L’ipotesi (F-1) implica che f(¢) sia non limitata per ¢ = 0 e che tenda a zero per t che
va all’oco.

Le soluzioni del problema (2.29) sono intese in senso debole. Da risultati di rego-
larita, vedi per esempio [To2] e [diBe], comunque tali soluzioni sono anche classiche

nei punti in cui Vu # 0.

Consideriamo intanto il caso di una soluzione unidimensionale. Sia v € C' soluzione

di

rN Y ()P (r) + /07" N (u(t)dt =0, v'(0) =0, v(0)=wvy > 0. (2.30)

LEMMA 2.6. Sia f(t) positiva e decrescente. Se v(r) é una soluzione positiva del

problema (2.30) allora v(r) e v'(r) sono decrescenti.

DIMOSTRAZIONE. Dall’equazione (2.30) e dalla positivita di f segue che v'(r) < 0

per r > (. Possiamo riscrivere 1’equazione (2.30) nel seguente modo

(= = [ e

0
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Abbiamo

(= [0 stpa) = sy + -0 [

0

> (00) + (= N ) [ = ) @3

0

abbiamo usato la monotonia di f(v(t)) che come funzione composta di due funzioni
decrescenti, ¢ crescente. La funzione (—v'(r))P~! é crescente, quindi v/(r) & decrescente.

O

LEMMA 2.7. Sia f(t) come nel Lemma precedente e sia verificata l'ipotesi (F-1).
Se (0,R) ¢ lintervallo massimale di esistenza della soluzione del problema (2.50),

allora

limv(r) =0 e lim R(vy) = 0.

r—R vo—0

DIMOSTRAZIONE. Per r > 0, v/(r) # 0 e 'equazione (2.30) ¢ equivalente a

N -1

(0= DP=20" + = =72+ () =0,

Sia p' = p%l I'esponente coniugato di p. Moltiplichiamo per v’ e integriamo su (0, 7),

Sevrao-y [ B [y

4 s

da cui segue

1 o

17|Ul|p < / f(t)dt. (2.32)
La diseguaglianza (2.32) e I'ipotesi (F-1) implicano che [v/(r)| < oo se v(r) > 0. Segue
la prima parte del Lemma.

Nella dimostrazione del Lemma 2.6 abbiamo trovato la diseguaglianza
(=71 > ).

Moltiplichiamo per —v’

() > %’ / Y F@ydt. (2.33)



64 2. PROPRIETA QUALITATIVE PER EQUAZIONI ELLITTICHE

Possiamo riscrivere la (2.33) come

<%> ; dr < —(fvm ;(C:dt); :

Integriamo su (0, R) e troviamo
1
/ 5 Vo d
(_]pif) R </ - S
o ([ f@)dr)

vo ds _ (vg)?
<) G- Feoh

abbiamo usato la decrescenza di f(¢). Quindi, R(vy) — 0 per vy — 0. Il Lemma &

D=

1

dimostrato O

TEOREMA 2.3. Supponiamo che sia verificata l'ipotesi (F-1). Se Q2 é un dominio

regolare e limitato allora il problema (2.29) ha un’unica soluzione u € C*(€Q).

DIMOSTRAZIONE. Sia € > 0. Intanto cerchiamo una soluzione positiva v = u, €

Wy” () del problema

/ (IVuP>Vu- Vi — flu+e)p)de =0 Vi € C5° (). (2.34)
Q
La funzione u;(x) = 0 ¢ una sottosoluzione dell’equazione (2.34), infatti verifica
—Apuy < fur+€) in Qe uy = u. sudf. Consideriamo ora la funzione uy(z) = A—|z|?,
dove A & una costante positiva.
/ Vs[>V, - Vip = —2(2)7 / |72 - Y
Q Q

usando la formula di integrazione per parti e ricordando che ¥ = 0 su 9€) abbiamo

/ VusP Vg - Vo = (2P (N +p— 2) / 2P,
Q Q

Per ¢» > 0 e A abbastanza grande, troviamo
/ (2ol 2(N +p—2) — fe + A— [2]?)) iz > 0
Q

e up(z) = A —|x*> > 0 su Q, quindi uy verifica —Ajus > f(ug +€) in Q e uy > u. su
Q. Quindi, uy(x) = A — |z|* & una soprasoluzione. Usando un metodo standard vedi
[S], a partire da una sottosoluzione e una soprasoluzione si ottiene una soluzione non

negativa e regolare u = u, del problema (2.34), perché siamo nel caso di f. regolare
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in 0 < s < maxg A — |x|2. Osserviamo che dalla validita del principio del confronto
debole per funzioni f decrescenti, vedi [Tol], e del principio di massimo forte posso
applicare tale metodo all’operatore degenere. Inoltre, sempre dal principio di confronto
debole per f decrescenti, 0 < u, < A — |z|* per ogni € > 0. Per soluzione regolare
intendiamo una funzione u, € Wy (Q)NL>(Q). Da risultati di regolarita, vedi [diBe],
otteniamo poi che u. € C°(Q) N C**2(Q). Dal principio del massimo forte poiché u,
verifica —Apu. = f(u. +¢) > 0in Q e u. = 0 su 02, u. ¢ strettamente positiva
in Q. Dalla monotonia di f(t), se &1 > €3 € u., € u., sono le rispettive soluzioni
abbiamo —Aju., — f(ue, + e2) < —Apue, — flus, + 1) = —Apue, — f(us, + €2)
e U, = U, su JQ. Dal principio del confronto debole di [Tol] u,, < u., in .
Inoltre u., < wu.,. Quindi u.(z) cresce come € decresce e rimane limitato (infatti
u. < A —|z[*). 1l limite di uc(x) per € che tende a zero ¢ ben definito e non negativo.
Dalla monotonia di u. abbiamo inoltre u. > u; > 0 per ogni 0 < € < 1 e quindi
anche il limite w > w; > 0 in 2. Contemporaneamente € + u. decresce per € che va
a 0. Infatti, se g1 > 9, sta A = {z € Qt.c. &1 + u,y, < €2 + ug,}, su A abbiamo
—Ap(usy, +61) = —Dpue, = fue, +€1) > fue, + €2) = —ADpue, = —Ap(us, + €2),
e €1 + U, = €9 + ue, su DA (perché A C Q) e sempre dal principio del confronto
€1 + us, > €9 + u., in A, mentre avevamo la diseguaglianza opposta. Usando un
metodo standard vedi [CRT], otteniamo ||u5||Wl{),5 < C, possiamo passare a limite per
e — 0 nell’equazione (2.34), per ogni ¢ € C3°(12), e si ottiene che il limite di u.(z)
da una soluzione positiva u(x) € WLP(Q) N L>®(Q) del problema (2.29), soluzione nel
senso debole che abbiamo spiegato prima. Dalla regolarita u(x) € C'(Q). L’unicita

segue dalla monotonia di f(¢) e dal principio di confronto debole di [Tol]. O

2.6. Stime vicino al bordo

Definiamo

A)E -

La funzione 9 (t) & crescente e convessa. La sua inversa ¢(r) e crescente e concava.
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Aggiungiamo le seguenti ipotesi su f che sono verificate dal problema modello
[ty =7,

(F-2) de>0, M >1: F(t/2) < MF(t) Vte (0,¢).

LEMMA 2.8. Siano verificate le ipotesi (F-1) e (F-2). Se v(r) é una soluzione
radiale e positiva del problema (2.29) in una palla B(R) allora per ogni € > 0 piccolo,

esiste una costante B > 0 dipendente da f, R,p tale che

v(r)>¢o(R—r)— (R—r)B Vr € (R—¢,R). (2.35)

DIMOSTRAZIONE. Siccome v'(r) < 0 per r < 0, allora la funzione v(r) verifica

I’equazione in senso classico
N -1

(p = DI + ——['"70 + f(v) = 0, v/(0) = v(R) = 0.

Moltiplichiamo per v’ e integriamo su (R/2,r). Si ha

OF 27 [ o) > Flotr) -

T .
)

v(%

Dal Lemma 2.7 [v/(s)[P~! & crescente , dall’'ultima diseguaglianza troviamo
1
];Iv'\p +al/ () > Fu(r)) — e,
dove ¢; e ¢y dipendono da R, p, f ma sono indipendenti da r. Dall’equazione (2.32)
segue
1
[V'(r)] < (P'F(v(r)))” . (2.38)

Se inseriamo quest’ultima stima nella precedente otteniamo

p=1

%W’p +a (F)T > F(o(r) — e,

e con una stima sugli infinitesimi,

o

(F(u(r)))r

per un piccolo € > 0 e un opportuno « indipendente da r. Abbiamo anche

I%|v’|p > F(v(r)) (1 — ) ., Vre(R—¢R), (2.39)

)
V(1) o1 @

(p'F((r)))? (F(o(r))r

Integriamo su (r, R) con r > R — ¢ e utilizzando la monotonia di F'(v(r)) si ottiene

v(r) ds
U(v(r)) = ———>R-r—(R-r)——7.
/0 (P F(s))r (F(v(r)))»
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Utilizzando ¢, la funzione inversa di ¢, si ha

o(r) > 6(R — 1) — () (R — 1) —
] (Flu(r))?

R—r>w>R—-r— R—?‘Ll R—r1)/2
T e T

per 7 € (R — ¢, R). Osserviamo che questo valore di € puo essere piu piccolo di quello
in (2.39). Poiché ¢’ & decrescente si ha

MH>MR—ﬂ—d(R_T

Dalla definizione di ¢ inoltre

Quindi,

o(r) > ¢(R—r) — (p’F (¢ <R;T)>)%(R—r)m. (2.40)

Ora possiamo stimare v(r) rispetto a ¢(R — r). Dalla (2.38)

(P'F(v))
Integrando su (r, R) e, ricordando che v(R) = 0, si trova

< 1.

3=

d(o(r) < R—r,

ovvero

v(r) < ¢(R —r).
Con questa stima, la (2.40) ci da

=

?)(T‘) > ¢(R . 7”) — (p,F(¢((R B T)/Q);)

R—r). (2.41)
(P F(o(R—71)))

Dalla concavita di ¢ si ha

$(0/2) > ¢(6)/2.

B =

Quindi dalla (2.41) e dall'ipotesi (F-2), segue —F (¢((R — 7")/2))% >—MF (¢(R—7))
e quindi la stima (2.35).

O
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LEMMA 2.9. Siano verificate le ipotesi (F-1) e (F-2). Se w(r) é una soluzione

radiale positiva del problema (2.29) in A(p, R) allora, esistono e >0 e > 0 tali che
W) <r—p)+(r—p)f  Vre(ppto) (2.42)

DIMOSTRAZIONE. w verifica I’equazione

N

- D2+ X 1 fw) =0, w(p) =w(R)=0.  (243)

Una soluzione w € C'(p, R) di (2.43) ha almeno un massimo locale in un punto che

chiamiamo ry. Riscriviamo la (2.43) come

0
—TN’llw’|p*2w' + / tN’lf(w)dt =0.
In questo modo si vede che w'(r) é positivo in (p, 7o) € negativo in (ro, R). Ser € (p,10)
si ha
o
Wyt =Y [T

da cui segue che w'(r) é decrescente in (p, 7).

Moltiplichiamo la (2.43) per w'(r) e mtegrlamo su (r,79). Si trova

=1 [y tutds (¥ -1 A / Fwyufds =0,

1 0 \p
—(w)P = (N — 1)/ @ds + F(w) — f(t)dt
p r S w(rog)
Questa stima implica che w'(r) — oo per r — p, per Uipotesi (F-1). Inoltre,
1, ., N -1 /TO 1 4
— (W)l < —— w)P T w'ds + F
p,( ) ] (w') (w).
Poiché w'(r) & decrescente, dall’'ultima diseguaglianza abbiamo
1 _
S <a) 4 Fw), (2.45)
con ¢; = w(rg)(N — 1)/p. Usando la diseguaglianza di Young, dalla (2.45) otteniamo
1
2—p,(w')p < F(w) + ¢2 < 2F(w)
per r € (p, p+ €). Inserendo questa stima sempre nella (2.45) si trova
1 _1
E(w')p <5 (F(w))' ™ + F(w),
da cui
w' Cy
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Integriamo fra (p,r) con r < p + € e utilizzando la monotonia di F'(w) si ha

(r —p)es
v(w(r)) <r—p+—-—"7,
(p'F(w))r
da cui, usando ¢ la funzione inversa di 1
w(r) < é(r = p) + ¢/ (@)(r — p)———
(P F(w))»
conr—p<w<r—p+ %. Dalla decrescenza di ¢’
(p'F(w))P
w(r) < 6(r = p) +¢'(r = p)(r — p)———. (2:46)
(p'F(w))?
Ora mostriamo che (r — p)¢'(r — p) < ¢(r — p). Sia (r — p) = ¥(J), si ha
(r =)' (r = p) WEE) _ 1 [ WFE)
=) —————== | —dt<1.
o(r = p) YOS d /0 (PF())? -
Quindi, la (2.46) implica, poiché —4— < 1,
(p'F(w))P
w(r) < 2¢(r — p) Vr e (p,p+e). (2.47)

Inoltre,

3=

¢'(r—p) = @'F(o(r —p)))
Utilizzando quest’ultima stima insieme alle (2.46) e (2.47) e la monotonia di f(w),

abbiamo

w(r) < o(r—p)+cy

I1 Lemma segue dall’ipotesi (F-2). O

TEOREMA 2.4. Sia Q C RN un dominio regolare che verifica una condizione
di sfera interna ed esterna uniforme. Siano verificate (F-1) e (F-2). Se u(z) é una

soluzione positiva del problema (2.29) in Q0 allora esiste una costante 3 > 0 tale che
u(z) — ¢(6(x))| < Bo(x).

DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione e standard la riportiamo per completezza seguendo
[GP], e [ BGP]. Sia xy un punto di 9€2. Dopo una traslazione e una rotazione , possi-
amo supporre che zo = (p,0,...,0), e che Q sia tutto contenuto nella corona A(p, R)
con centro in (2p,0,...,0), e che Q contenga la palla B(p) con centro in (0,...,0).

Sia, A(p, R) che B(p) sono tangenti a d2 in xy. Sia u(z) una soluzione del problema
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(2.29) in Q, e sia v(z) la corrispondente soluzione nella palla B(p) e w(x) la soluzione

nella corona circolare A(p, R). Dal principio del confronto , si ha
v(z) <u(zr) <w(z) Vre B(p).

La tesi segue ora dai Lemmi 2.9, 2.8 e dalle stime (2.35) e (2.42) O

COROLLARIO 2.3. Sotto le stesse ipotesi del Teorema 2.4 si ha

. u(z)
] —
0 6(3(x))
DiMOSTRAZIONE. Il corollario segue dal Teorema 2.4 perché
t 1
lim — = li ! = lim ——— =0.
o0 o(t) o0+ V(o) et (p’F(gb(t)))% 0



CAPITOLO 3

ESISTENZA DI SOLUZIONI IN DOMINI
APPROSSIMANTI

3.1. Introduzione

Nel 1988, in [D1], Dancer mostra l'esistenza di domini in cui I’equazione

—Au=u? in
3.1
{u:O su 0f) (3.1)

N+2

I <q< §F5

se N >3, 1< qg< oo se N =2, possiede piu soluzioni positive.
In particolare per ogni numero naturale n fissato trova un dominio in cui esistono
esattamente 2" — 1 soluzioni positive per il problema (3.1). La dimostrazione si ottiene
considerando una successione di domini €2, che approssima un aperto fissato 2. Per
n grande, dall’esistenza di una soluzione in € si ricava l'esistenza in €2,. Un’ipotesi
rilevante ¢ che tutti gli insiemi €2 e €2,, siano contentenuti in una palla B sufficientemente
grande. In questo modo Dancer considera le soluzioni estese a zero fuori €2, su tutto
B, e questo permette di lavorare negli spazi L"(B) oppure L>(B) oppure Wo_l’Q(B).
Permette inoltre di ottenere delle stime sulle norme delle soluzioni che non dipendono
dal particolare dominio €2, o €2, considerato. L’esistenza di una soluzione in 2, si
ottiene da un argomento di grado topologico.

Questo risultato si puo estendere a funzioni f piu generali facendo un’opportuna
ipotesi sul grado della soluzione in €2. Dancer considera essenzialmente il caso in cui
(2 = U;_, B; € unione finita di s palle con B; disgiunte e €2, ¢ una successione ottenuta
da € unendo le palle con dei piccoli tubicini e regolarizzando. In particolare scegliendo
() non connesso, abbiamo molteplicita delle soluzioni non negative in €2 che puo essere
estesa al dominio €2,,, per n grande. Il dominio 2, si puo prendere anche stellato come
detto in precedenza.

Dancer noto il numero delle soluzioni in 2 riesce a sapere esattamente quante sono

le soluzioni in €2,,. Infatti per ogni soluzione ug in €2 trova un’unica soluzione u, in

71
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Q,, che sia vicina alla ug in una norma opportuna. Per ottenere 'unicita locale Dancer
utilizza la non degenerazione della soluzione uq.

In questo capitolo ci occupiamo di estendere tale tecnica all’operatore degenere
p- laplaciano e mostriamo 1’esistenza delle soluzioni nei domini approssimanti €2,, sotto
un’opportuna ipotesi sull’indice della soluzione in 2. Non possiamo estendere al
p-laplaciano la parte che riguarda l'unicita locale poiché il funzionale associato al
p-laplaciano non ¢ derivabile due volte e non si puo parlare di linearizzata.

Come applicazione otteniamo un risultato di molteplicita per soluzioni positive di

alcuni problemi ellittici sottocritici in particolari domini.

Rendiamo precise alcune notazioni. Sia 2 un aperto limitato di R abbastanza
regolare, e sia €2, una successione di domini limitati che approssima €2 e tali che esiste
un insieme compatto £ C RY, di misura nulla, per cui sono verificate le seguenti

proprieta:

I) comunque preso un compatto K contenuto in € esiste ng dipendente da K tale
che K C Q, per n > ng,

I1) comunque preso un aperto A che contiene E U, allora €2, C A se n grande.

Sia B una palla che contiene €2 U €2, per ogni n.

Le ipotesi I) e II) si adattano perfettamente al caso trattato da Dancer e sono un
po’ piu generali. Gli €2,, posssono approssimare {2 sia dall’interno che dall’esterno e se
() & sconnesso il compatto F ¢ un insieme di misura nulla che connette le sue parti
sconnesse. Nel caso delle due palle E ¢ un segmento che le unisce.

2 deve essere abbastanza regolare, intendendo con questo che se u € VVO1 P(B) e
u(z) = 0se z ¢ Qallora u € Wy" (Q). Per esempio se Q verifica la proprieta di cono
locale o di segmento allora ¢ sufficientemente regolare vedi [RT]. Noi considereremo

sempre §) regolare.

Consideriamo il caso in cui §2 & unione di due palle tangenti in un punto. Anche se
(2 non verifica la proprieta di segmento nel punto di tangenza, sono comunque verificate

le condizioni di regolarita, almeno nel caso in cui p < N, vedi osservazione 3.1.
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Questo fornisce il risultato di molteplicita in domini stellati. Il caso dei domini €2,
stellati e interessante perché si pensava che 'unicita o la molteplicita delle soluzioni
fosse legata all’esistenza o meno delle soluzioni per 1’esponente critico, mentre in quel
caso per tutti i domini stellati abbiamo la non esistenza delle soluzioni. La congettura

¢ che l'unicita valga in domini convessi, almeno per p = 2.

Questo capitolo € cosi organizzato. Nel paragrafo 3.2 mostriamo un Teorema di
convergenza delle soluzioni in €2,, nel caso che I'operatore sia lineare cioe per il seguente

problema

2
u=0 su 0f). (3.2)

{—Apu = g0 in 2
Le soluzioni u,, dell’equazione (3.2) in 2,, convergono alla soluzione ug in €2 in un
opportuno spazio funzionale. Mostriamo inoltre alcuni risultati classici di regolarita,
vedi Lemmi 3.1, 3.2, che permettono di ottenere delle stime della soluzione u,,, relativa
al dominio €2,,, in opportune norme, che non dipendono dal dominio €2,, ma solo dalla
palla B. Tale risultato di convergenza si puo generalizzare al caso in cui g, — ¢
in un opportuno spazio funzionale, e questo ci servira per provare il nostro Teorema
principale.

Nel paragrafo 3.3 proviamo il nostro risultato principale, cioe 'esistenza di soluzioni

nei domini €2,, nel caso in cui 'operatore sia non lineare, ovvero per 1’equazione

—Ayu = f(u) in Q2
{u =0 su 0f) (3:3)

sotto opportune ipotesi sulla f. Ci limitiamo al caso di soluzioni non negative. In

Np—N+p
N—p

particolare ci interessa il caso in cui f(u) =u? perp—1< g < p < N. Per la
dimostrazione si utilizzano degli argomenti di grado topologico. Per ottenere soluzioni
positive inoltre calcoliamo il grado nel convesso C := {v € L"(B) tali che v(z) >
0 in B}. Talisoluzioni u, relative al dominio €2, convergono alla g, soluzione nell’aperto
().in opportuni spazi funzionali.

Nel paragrafo 3.4 utilizziamo un’idea presa da [DEM] per calcolare il grado nel
convesso C della soluzione positiva e della soluzione nulla in una palla di raggio unitario

per un problema sottocritico. Per poter applicare il Teorema astratto abbiamo infatti
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bisogno che il grado di queste soluzioni sia non nullo. Tale grado si calcola facilmente
per p = 2, poiché l'operatore derivabile. Ci serviamo dei risultati noti per p = 2 per
calcolare I'indice nel caso p # 2.

Tale omotopia fornisce dei limiti nella scelta degli esponenti p e ¢ che dipendono
dal metodo e speriamo di migliorare in futuro.

Nel paragrafo 3.5 infine forniamo I’applicazione del Teorema astratto, utilizzando i
risultati del paragrafo 3.4,e otteniamo la molteplicita delle soluzioni positive di alcuni
problemi sottocritici.

Rimandiamo all’Appendice per alcune considerazioni sull’indice.

3.2. Caso lineare

In questo paragrafo ci occupiamo del problema (3.2).
Mostriamo intanto alcuni risultati di regolarita. La dimostrazione ¢ nota, vedi
per esempio [P], la riportiamo per esplicitare il fatto che le stime possono essere rese

indipendenti dal dominio €2,, o €2, e che dipendono solo da B.

LEMMA 3.1. Sia Q una aperto limitato diRN, N > 2. Siau € Wy? (Q) soluzione
debole di

{—Apu =g (3.4)

u=>0 su O0€).
Sege L™ (Q) conr > % ep < N, allorau € L*(Q) e ||ul|loo < C(N,p, gl ||,S,r)

dove S ¢ la migliore costante per l'immersione di Sobolev, S = S(N,p).

DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione si puo trovare in [P] la riportiamo per com-

pletezza. Consideriamo intanto il caso p < N. Per k > 0 consideriamo la funzione
v = sign(u) (Ju| — k)"
u—k seu>k
v=210 se —k<u<k
u+k seu<-—k

allora u = v + ksign(u) e u,, = v, in A(k) = {z € Qt.c. |u(z)] >k}, v =0 in

Q\A (k) e v € Wy (). Usiamo v come funzione test nell'equazione (3.4) e otteniamo

/ [VolP = / gv,
Al) A(k)
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Sp(/ ‘”"’*)pf/ ’Wf{/ Q’TU I
A(k) A(k) A(k) A(k)
Sp(/ |w”)p SL/gﬂrvumP*%+ﬁ; (3.6)
A(k) Q
Np

dove p* = 55 ed S e la migliore costante per I'immersione di Sobolev che dipende

p*] #|A(k)\1‘(f*+%)-

3

solo da p e da N. Abbiamo usato la diseguaglianza di Sobolev in €2, che e aperto e

limitato, e la diseguaglianza di Holder. Per h > k > 0 abbiamo A(h) C A(k), quindi

(h k) (/A(h()h k) ) i* = (/A(h) ‘U|p> i* = </A(k)|v|p) L* .

Inserendo questa stima nella (3.6), otteniamo

*"“

|A(h)[7

p—1

f)y<mwmn (),

mew%w—kW*S“(/ v
A(k)

p=1 qll» 1-(L41
e Gee),

AW < gt

Hngp_l 1 (p flfﬂ)
< p—1 T

dove p% ( —1- —) > 1 proprio per come abbiamo scelto r. Applichiamo ora il

Claim : Se ®:[0,00) — [0,00) é una funzione non crescente tale che se h >k > kg

per qualche a > 0, B > 1, verifica

C

CI)(h) S m

[@ (k)]

allora ® (ko + d) =0 dove d* = 02;_‘[31 [q’(ko)]ﬁ_l

Nel nostro caso ®(h) = |A(h)| € non crescente, « = p* e ff = ]ﬁ (pr—1- ”7) > 1,

*
P

llg IIf

pp
SP*T

c= . Prendiamo ky = 0, ®(0) = |©2]. Otteniamo quindi ®(d) = 0 per

1

pP—
o ol

d=2

20,

P

1 * * 1 1 1 1

cio segue |A(d)| = 0 ovvero ]u| < d quasi ovunque in €2, e

lulloe < d=C(N,p, gl 12[,5,7).
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Se p = N posso ripetere la dimostrazione prendendo » > 1 e un esponente q >

Nr 2ok
-—7 > 1 qualunque al posto di p*.

Ul
DIMOSTRAZIONE DEL CLAIM. Sia k,, = kg +d — 2%, allora
c 2% [®(ko)]? d(k
B(k1) < —tex [B(R0))° = — 20l B,
(5) 275 [ (k)] 271
c 222 [®(ko)]? d(k
Dks) < o [0(k)) < — o PO 2,
() Q7 [B(ko))P ! 27 27
cosl per ricorrenza
d(k
®(k,) < (ko)
2B-1
Allora
= lim ®(k,) > ®(ko +d) > 0.
n—oo
]

Sia €, una successione di domini che verifica le ipotesi I) e II) dellintroduzione
e sia Q un aperto limitato di RY con N > 2. Sia B come nell'introduzione. Sia

g € L"(B) per qualche r > 1 opportuno. Considero il seguente problema

{—Apun = gjo, in Q,,

3.7
U, =0 su 0€),,. (3.7)

LEMMA 3.2. Siano Q,, una successione di domini che verifica le ipotesi 1) e II),
e siano u, € WyP(Q,) soluzioni dell’equazione (3.7) in Q,. Sia g € L"(B) con
r > max{l, %} Siano u, sono ottenute dalle w, prolungandole a zero fuori €2, su
tutto B. Allora 4, € L* (B) e ||unlloo = ||Unllco < C (N,p, |9l |B]|,7). Ovvero le ,

sono limitate in norma L uniformemente in n.

DIMOSTRAZIONE. Caso p < N. Per k > 0 sia v, = sign(u,)(a, — k)*. 0, €
Wy (Q,), la possiamo usare come funzione test nell'equazione (3.7) e ripetere la di-

mostrazione del Lemma 3.1, fino a ottenere la stima

LAy
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dove A(k) in questo caso & cost definito A(k) = {z € B t. c. |i,| > k} e la norma di g
¢ intesa in L (B). Siamo sempre nelle ipotesi per poter applicare il Claim, con ko = 0

e ®(0) = | B|. Otteniamo quindi la stima

[unlloe = lltnllco < d = C(N,p, gl B, S, 7).

Se invece p > N poiché u, € Wy*(Q,) allora @, € W,?(B) e Haan(E) =
supg |ty (z)| < Cllty||1,p = Cllunl1p, dove C = C(N, p,|B]) non dipende da n. Usando

u,, come funzione test nell’equazione (3.7), otteniamo

1
Hun“Zl),p = / gun < lunlsollgll < CHunHLp”g”l < C||un||17p||g||7’|B|T/v

n

dove r’ & ’esponente coniugato di r, e infine
_ 1
luallf," < Cllgll| Bl

Abbiamo quindi

1 1
litallwpr ) = Nl o,y < Cllgle 1BI7o=

da cui, utilizzando la diseguaglianza di Sobolev,

1

r-1) = C(Napa Hg”ﬁ ‘B|’ 70)'

1
lilloo < Cllunlli, < C'gll2™" B

0

Osserviamo in particolare che questa stima non dipende dai domini €2,, ma solo dal
dominio B in cui sono tutti contenuti ed € uniforme in n. Questo fatto sara cruciale

nella dimostrazione dei Teorema 3.1, e 3.2.

TEOREMA 3.1. Siano Q e Q, una successione di domini che verifica I) e II)
con §) regolare. Supponiamo che g € L™ (B) con r > max{1, %} Se u, € Wy* (Q)
risolve in senso debole lequazione (3.7), allora w, — ug in Wy (B) N L (B) per ogni

1 < q < oo, dove ug € Wy? () & l'unica soluzione (debole) del problema (3.7) in Q.

DIMOSTRAZIONE. Osserviamo innanzitutto che le wu,, esistono e si trovano come
minimi del funzionale associato. Inoltre sono uniche dal principio di confronto debole,

vedi [P], [Da].
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Passol : Estendiamo le u,, a zero fuori Q,, su tutto B, in questo modo u,, € W, (B)
per ogni n e ||unHWO1,p(B) = Hun”vvg’f’(gn)- Orag € L™ (B) conr > max{l1, %} quindi, dal
Lemma 3.2, le u,, stanno anche in L* (B) per ogni n e ||u,|lec < C (N, p, |9l |B], 7).

Dalla stima uniforme di w, in norma L*° otteniamo anche una stima uniforme in

W,y” (B) infatti
; 1
[ 190 b= [ gu< ( / gr) lullZ1BIF < C
B B B

dove 1’ & Pesponente coniugato di r. Quindi HUnHWOLp(B) < C(N,p, gl |Bl,r) e
|lunllo < C(N,p, gl |B|,r). Queste stime sono uniformi in n; non dipendono dal
dominio €2,, ma solo dalla palla B.

La successione u, ¢ limitata in W," (B), possiamo estrarre una sottosuccessione

che continuiamo a chiamare u,, tale che

1
e u, converge a u € Wy (B) debolmente,
® u, converge a u quasi ovunque in B,

Np

e u, converge a u forte in L?(B), per ogni q € [1,p*) dove p* = N sep <N, e

*

p* = o0 se p= N, altrimenti se p > N u,, converge a u forte in C (E)

Intanto ||u, |l < C implica anche v € L* (B). Dalla convergenza puntuale infatti,
esiste un insieme A di misura nulla (ottenuto facendo I'unione numerabile di insiemi

di misura nulla) tale che in B\ A abbiamo
un (@) = u(),

per ogni x € B\ A. Dalla convergenza puntuale ottengo appunto u(z) < C"in B\ Ae
|u]|o < C'. Dalla convergenza forte di u,, a u in L? per qualche ¢, se p < N, otteniamo

convergenza in L° per ogni 1 < s < oo, infatti

/ y — ul® < / et — 2t — ul? < Cllan — ]t = 0
B B

quindi u,, converge forte ad v in L® (B) per ogni s > 1.

Passo 2 : Mostriamo che u € Wol’p (2). Qui serve un po’ di regolarita su 0f2.
Abbiamo che u appartiene a VVO1 P (B), inoltre u = 0 quasi ovunque fuori 2; infatti se
K & un compatto tale che KN (Q U E) = () allora B\ K ¢ aperto tale che QUE C B\ K

e quindi Q, C B\ K per n > 7, dallipotesi IT). Inoltre Q, N K = () per ogni n > 7, e
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poiché u,(x) = 0in K C B\, per costruzione e u,, — u quasi ovunque in B, abbiamo
u(z) = 0 quasi ovunque in K e u(z) = 0 quasi ovunque su B\ (QU E). Infine poiché
002 U E ha misura nulla allora u(z) = 0 quasi ovunque fuori €.

Per ogni x € 0N sia n, il versore normale interno a d€) in z. Se xy appartiene a
0f), per continuita (dalla regolarita di 0f2) esiste un intorno V., di zy in Q tale che

Ny - Nz > 086 x € V,; NON. Un numero finito di V,, ricopre 92 poiché e compatto.

Per i =1,...,h consideriamo le funzioni p; € C*
0<¢p <1
o; =1 in V, (3.8)
w; =0 fuori V,,

dove V, & un pitt piccolo intorno di z;, V,, C V;,. Vicino a 0Q u = S &P infatti

=LY oy

il denominatore non si annulla mai in un intorno di d€2. In particolare > ¢; > 0 fuori

un compatto W C Q. Sia ora @) € C™ tale che 0 < ¢ < 1,9 = 1su W e zero in un

intorno di 0f2. Abbiamo

h
u=u+u(l—1) LA,
;Z%‘

Ora uy) € W,P (Q) perché ¢ € C°(Q), supp (up) C Q. Quindi u sta in W, (Q) se
1— i e WP (9 i=u(l—9) L e WP (Q),i=1,...,h
w(1= ) S g€ € W™ () ovvero se wi = u (1 - ¥) g€ € WP (), 4

¥ i
Trasliamo le w; nella direzione n,, in modo che siano supportate solo dentro 2. Notiamo

che supp w; C V,,,. Ovvero definiamo
w; () = wi(x + tny,).

Per ogni ¢t > 0, w;; = 0 in un intorno di 952, supp w;; C  quindi w;; € Wol’p (Q).
Ora mostriamo che w;,(x) — w;(x) per t — 0 forte in Wy (Q), quindi che w; €
Wy (Q) e cosi anche u. Basta provare che se w appartiene ad L? allora w;; — w forte
in LP.

Estendiamo w; e w;, a zero fuori © e lavoriamo in W,* (RY). Sia &, € C5°(RY)
una successione tale che ®, — w; in Wy (RY). Abbiamo |jw; — @[, < Ssek >k

Allora

p

||w;.e — Cbk,tHﬁ = / |w; (z + tng,) — ®r (z + tnyg,)
RN

£
= / wiy) = Pr(y)l” = flwi = Pelly < 3
RN
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sempre se k > k. Sia ora k > k fissato, per t — 0 & (z +1tn,,) — ®(z) puntualmente,

inoltre

[Pr(@ + tng,) = Cp(2) 7 < C (O] + | (2 + tny,)

")
e sia @, che ®y(x + tn,,) sono p-integrabili in RY. Possiamo passare a limite per
convergenza dominata e ottenere

€

3

per k > k fissato se t > £. Quindi, sia k > k fissato, abbiamo

[Pr — Prllp, <

e € €
lwig — willp < lwie — Prally + [ Pre — Prllp + ([P — will, < 3T3t3=¢

set > 1. Quindi w; € Wy (Q). Si pud ripetere per ognii = 1,...,h, cosiu € Wy™ (Q).

Passo 3 : Proviamo che u risolve equazione (3.7) in €2, cosi per I'unicita della
soluzione u = ug. Dalla convergenza debole in W,” (B) abbiamo che Vu, — Vu
quasi ovunque in B a meno di una sottosuccessione. Sia ® € C§° (Q2), dall'ipotesi I)

® € CF° (2,) per n grande e possiamo usarla come funzione test nell’equazione (3.7) ,

/|Vun|p_2Vun-V<I>:/ g®,
Qp Qp

/|Vun|p_2Vun-V<I>:/g<I>.
B B

Siamo nelle ipotesi di convergenza dominata poiché ||u,|1, < C, possiamo passare a

limite nell’integrale a sinistra e otteniamo

/|Vu|p_2Vu-V(I>:/g(I>,
B B

/|Vuyp2vu-vq>—/gq>
Q Q

per ogni & € C§° (). Quindi u risolve I'equazione (3.7) (in senso debole) e u = ugy per
I'unicita di tale soluzione.

Osserviamo inoltre che tutta la successione u,, deve tendere alla ug, che & 'unico
punto di accumulazione.

Passo 4 : u, — u debole in W,* (B). Mostriamo che anche ||up|l1, — [Jull1, -

Usiamo u,, come funzione test nell’equazione (3.7)

/ |vun‘p :/ gUnp,
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/|Vun|p:/gun.
B B

Dalla convergenza forte di u, a u in L® per ogni s > 1 abbiamo che

[ [

B B
/]Vun\p:/gun%/gu:/ |VulP
B B B B

poiché u risolve I'equazione in Q. Cosi |[uy |1, — [[ufl1p € u, — u forte in Wy? (B),

vedi [RN]. 0

quindi

OSSERVAZIONE 3.1. Consideriamo ora un dominio €2 formato da due palle tangenti
in un punto zy. Si puo trovare una successione di domini €2, regolari e stellati che
tendono ad €2. Nel punto di contatto xy non ¢ verificata la proprieta di segmento,
quindi non possiamo ripetere il passo 2 nella dimostrazione del Teorema precedente.
Comunque se p < N possiamo ottenere come prima che se u € VVO1 ?(B) e u=0 fuori
Q allora u € W, (Q). Questo si pud verificare nel seguente modo.

Consideriamo una pallina B, di raggio € > 0 centrata nel punto di contatto z,
allora u(z) € Wy* (B) e u(z) = 0 quasi ovunque fuori € implica u € W, * (Q U B.),
per ogni ¢ > 0, ( aperto Q U B. verifica le proprieta di regolarita, ha frontiera Lips-
chitziana).

Sia 7. una cut-off tale che n(z) = 1 per z € B (o) e n(x) = 0 per x € B\ B.(xo),
V| < 2 se & < |v— 20| <e. Abbiamo (1 —n.)u € Wy (B), inoltre u = 0 in
B\ (QUB%) e (1 —n) = 0in Be, quindi (1 —n)u € Wy (Q) per ogni € > 0.
Mostriamo che (1 — 7.)u tende ad u in W,? (Q)

/ V(1 —n)u — VulP = / (1 —=n.)Vu —uVn. — Vulf <

Q Q

<c, / IVl + VP < C, / Vup + G, / Vi <C
(9] Q B

ricordando che la u ¢ limitata in norma L, poiché u e 7. sono limitate in €, ||ul|1, ¢

limitata e

2\" eV
/ VP < (—) |B.| = 2P —wy =CeNP < C
Q € ep
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dove wy ¢ la misura della palla unitaria in RY, per ¢ — 0, quindi ¢ limitato se p < N.
Inoltre n. — 0 e Vn. — 0 quasi ovunque in B, e per convergenza dominata possiamo
passare a limite dentro 'integrale e ottenere che (1 —n.)u — u forte in Wy ” (), quindi
u € VVO1 7 (€). Abbiamo cosi ottenuto il passo 2 del Teorema 3.1 anche in questo caso.

Inoltre essendo 2 aperto sconnesso le funzioni test C§° (€2) devono annullarsi in un
intorno di xg, quindi essere soluzione debole in ) vuol dire essere soluzione nei due
aperti disgiunti ( come nel caso delle due palle separate) e tutte le buone proprieta
degli spazi di Sobolev come la diseguaglianza di Sobolev valgono perché valgono nei
due aperti separati e poi per densita di C§°(2) in Wol’p (©). Il passo 3 e il passo 4

seguono allo stesso modo.

OSSERVAZIONE 3.2. Quanto detto detto sopra si puo estendere come in [D3] al
caso di domini stellati €2, che approssimano k aperti disgiunti. Sia ); una aperto
stellato di RY tale che 9Q; ha frontiera regolare lontano da zero e tale che ; U {0}
e stellato rispetto a zero ed ¢ contenuto in un cono C; su un corpo convesso che non
contiene 0 e con vertice in 0. Siccome possiamo prendere il cono C; che sia ‘stretto’
a piacere, possiamo prendere €2y, ..., che verifichino le ipotesi precedenti e tali che
;N Q; = {0} per i # j. Anche in questo caso otteniamo la regolarita di Q = UK Q;
usando la cut-off nell’origine come nel caso delle due palle tangenti. Anche in questo

caso ci limitiamo al caso p < N.

PROPOSIZIONE 3.1. Se g, — ¢ in L"(B) con r > max{l,%} ed u, sono
soluzioni di

3.9
Uy, =0 su 08, (3.9)

e ug e soluzione dell’equazione

{—Apu0 = g|o in

{—Apun = Gnj, n Q,

ug =0 su 0f)

allora u, — ug in LY (B) N Wy (B) per ogni 1 < q < .

DiMOSTRAZIONE. Dalla convergenza di g, a g in L" abbiamo che esiste ng tale
che per ogni n > ng, ||gnll- < |lgll- + 1, quindi le g, sono uniformemente limitate

in norma L", se n grande. Con la scrittura || — ||, intendiamo qui sempre la norma
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in L" (B). Possiamo applicare il Lemma 3.2 e otteniamo per ogni n > ng, ||ty|le <
C (N, p,||gnllr, | B|, 7). Quando si ottiene tale stima come nel Lemma 3.2, la ||g, ||, puo
essere maggiorata con ||g||,, + 1, ottenendo una maggiorazione uniforme in n, ovvero
|tnlloo < C (N, p,||gll- |Bl,7), sia per p < N, che per p > N. Da questa otteniamo

poi una limitazione in norma Wy (B) delle u,,

1
HunHIl?,p :/Q |V, [P :/ Gt < | Gnllrl[unllo] Bl <

n

1
< C(lgl-+ 1) [Bl" = C(N,p, gl Bl 7),

dove 7’ & 'esponente coniugato di r. Anche in questo caso la norma || — ||;, € intesa
come la norma in W,” (B) che comunque coincide con la norma in Wy (€,,). Dalla
u, possiamo estrarre una sottosuccessione, che chiamiamo ancora u,, che converge
debolmente a z in VVO1 P (B), forte in L*(B) almeno per qualche s piccolo e quasi
ovunque in B. A questo punto la dimostrazione ricalca quella del Teorema 3.1. Dalla
limitazione in norma L*° delle u,, otteniamo una limitazione in norma L della z e
la convergenza forte di w, a z in L?(B) per ogni 1 < ¢ < oco. Come nel passo 2
otteniamo z € W," (Q). Ripetendo il passo 3 (utilizzando anche la convergenza di
gn & g in L™ (B)), abbiamo che z risolve I'equazione (3.7) in © e dall’unicita della
soluzione debole z = wug. Infine ripetiamo il passo 4; usiamo u, come funzione test e

dalla convergenza forte di u,, a win L7 (B) per ogni ¢ > 1 e di g, a g in L" (B) abbiamo

/gnun%/gua
B B

e quindi la convergenza della norma |[u,||1, a ||ul|1, da cui otteniamo infine la conver-

anche la convergenza

genza forte di u, a u in W, ? (B). O]

3.3. Caso non lineare

In questo paragrafo dimostriamo il nostro Teorema principale. Siccome la di-

mostrazione e I’enunciato sono un po’ articolati introduciamo intanto alcune notazioni.
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Siano €2 e €2,, come nel Teorema 3.1. Sia ug soluzione di

—Ayu= f(u) inQ
u>0 in Q (3.11)
u=20 su 0f)

e u, soluzione dello stesso problema in €2,. Ricordiamo che ) e tutti gli {2, sono
contenuti in B. Quindi, d’ora in poi, consideriamo le u,, e ug estese a zero fuori €2, e
Q) e definite su tutto B.

Consideriamo le seguenti mappe
in: L7 (Q,) = L"(B)

u(z) x €,

fn (u) (@) = {0 r € B\Q,

i, € una mappa lineare continua tale che ||i,| = 1, per ogni n; e la restrizione
rn: L7 (B) — L™ ()

o (u) (2) = u(z) z €y
rn € anch’essa lineare continua tale che || r,|| = 1, per ogni n.
Indichiamo con P, l'operatore inverso di —A, ristretto ad €2,, con condizione di
Dirichlet al bordo e con
Ayt L7 () = L7 (Q),
/In = P, o f. Infine
A,:L"(B)— L"(B),
A, =i,0A, 0r,. Indicocon P, 'operatore inverso di di —A,, ristretto a €2, A= Pyof
e A di conseguenza.
SiaC = {v € L" (B) tali che v(z) > 0 in B} e in generale Co, = {v € L" () t.c.
v(x) > 01in Q,}. Cq in modo analogo.

Possiamo ora enunciare il nostro risultato principale

TEOREMA 3.2. Sia f: R — R di classe C, f(s) > 0 per ogni s > 0 e |f(s)| <
C|s|® per s grandi, per qualche ¢ > 0. Sia ug € L™ () "W, 7 () una soluzione debole
dell’equazione (3.11) tale che

indexe (I — A, ug) # 0.
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Sia r > 1 tale che ¢ > max{1, %} Se 2, € una successione di domini che verifica
le ipotesi del Teorema 3.1 con ) sufficientemente regolare, esiste una soluzione u, €

L™ (Q,) N Wy (Q,) del problema in Q,

—Apuy, = fu,) in €y,
up, >0 in (3.13)
Uy, =0 su 0L,

tale che u, — ug in Wy (B) N L* (B) per ogni 1 < s < co.

A prima vista l'ipotesi sull’indice dell’operatore I — A sembrerebbe di difficile
verifica. Comunque come vedremo nell’Appendice in realta tale ipotesi si riduce a
richiedere indexc,, (I — A, u0> # 0. Quindi l'ipotesi richiesta e ricavabile direttamente

a partire dalla soluzione ug in €.

Riportiamo il seguente Lemma che sara utile per la dimostrazione:

LEMMA 3.3. Sia f : R — R continua e tale che |f(y)| < Cly|? per |y| grande per
qualche ¢ > 0. Allora la mappa F : u(x) — f (u(x)) ¢ continua da L* (Q) — La () e

manda limitati in limitati, se 0 < ¢ < s < 00.

Omettiamo la dimostrazione del Lemma che si puo trovare per esempio in [DF].

DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione ¢ un po’ elaborata la dividiamo quindi in al-
cuni passi.

Passo 1 : Mostriamo che l'operatore A, ¢ ben definito di L"(Q,) in sé ed &
precompatto. Intanto A, & continuo poiché f & continua di L7(€2,) in LieP, ¢
continuo di L9 in L°°, come si puo ricavare dal Lemma 3.1.

Sia v € L" (2,). Dal Lemma 3.3 f(v) € L4 (€,) e poiché - > max{l, %}, appli-
cando il Lemma 3.2, segue w := A,(v) = (=A,)" (f(v)) € L= (2,) e quindi anche
w € L"(Q,). A, & ben definito di L" (Q,) in sé. Osserviamo inoltre che quando
applichiamo il Lemma 3.2 la stima L si puo rendere indipendente da n.

Mostriamo che A, manda limitati in limitati. Sia V un insieme limitato in L" (£2,,).

Dal Lemma 3.3 f (V) & limitato in La (€,). P, & continuo di La (€,) in L™ (€,) e
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manda limitati in limitati dal Lemma 3.2, quindi A, (V) & limitato in L> (2,,) e anche
in L™ (Q,).
Osserviamo che da una limitazione in L> si ricava anche una limitazione in VVO1 P

infatti se v € V e w := A, (v), w verifica

/ [vul = / St
/ vl < / Jwwre /| e

/Q [Vwl? < Mjwl|oo[Q2n] + C([[0]l)* [l |€2n],

T

dove s é l'esponenete coniugato di 7 ed M = sup ¢y f(s). (7 > max{l, %} >1le
r>q,r>1).

Sia v una successione in V. Poniamo per notazione wj := fln(vk). Dal Lemma
3.3 f(vy) @ limitato in L+, e dal Lemma 3.2 si ha |Jw]lec < C(N,p, I1f (we)ll =, |BI, 7).
Comunque poiché f(vg) € limitato in La si puo ottenere una limitazione della norma
L> di wy, che sia uniforme in k, come fatto nella Proposizione 3.1. Ovvero ||wg|loo <
C(N, p, sup,ey Hf(v)Hg, |B|,r). Da questa limitazione uniforme in k si ottiene una

limitazione ( sempre uniforme in k) della norma Wy (€,,) di wy, come fatto sopra. E

possibile estrarre una sottosuccessione, che chiamiamo ancora wy, tale che :

e wy, — w debole in Wy* (Q,),
e w; — w forte in L*® (€2,) almeno se s piccolo, s > 1,

e w; — w quasi ovunque in €2,,.

Come nella dimostrazione del caso lineare abbiamo anche che ||wg|l < C implica
|w]leo < C" e wy, — w forte in L* (),) per ogni 1 < s < co. Quindi wy, — w forte in
L™ (Q,), we m, ed A, & precompatto di L (£2,) in sé.

Inoltre dal principio di massimo debole di [Da] e dal fatto che f(v) > 0 per v > 0
si ha che P,(f(v)) > 0, quindi A, mappa Cq, in sé ed & precompatto.

Passo 2 : Mostriamo che anche A,, & precompatto.

Intanto A,, € continuo e ben definito e manda limitati in limitati. Se V' e limitato
in L" (B); A, (V) ¢ limitato in L” (B) . Infatti r,, (V) & limitato in L" (€,), A, (7, (V)

e limitato in L" (Q2,,) e la sua inclusione in L" (B) rimane limitata.
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Inoltre osserviamo che A, (r,, (V) & limitato in L (Q,)NW, ™" (Q,,) e quindi A, (V)
¢ limitato in L™ (B) N Wy* (B).

Sia vy una successione in V' e wy := A, (vg). wi € limitata in Wol’p (B) N L>(B)
uniformemente in k, quindi esiste una sottosuccessione wy che converge debolmente a
w in W ? (B) e forte in L* (B) se s piccolo.

il = stupess,ephun(a)] = supessplin (Aura(w) ) | =
supessq, | Anra(v)] < C
poiché r,(vx) € limitato in L" (€2,,). Allora anche ||w| < C e wy — w forte in L* (B)
per ogni 1 < s < co. Quindi A,, & precompatto di L" (B) in sé.

Dal principio di massimo debole anche A,, mappa C in C ed e precompatto, quindi
e ben definito il grado nel convesso C.

Osserviamo inoltre che A,, ha codominio in VVO1 P (Q,), quindi i suoi punti fissi stanno
in Wy (Q,). Per questo dege (I — A,,0,V NL" (B)) = deg e, (I — A,,0,VNL (Qn)>
Per una spiegazione un po’ piu dettagliata di quest ultimo passaggio vedi Appendice.

Passo 3 : Sia ora V un intorno di uy in L (B) N C in cui non ci siano soluzioni
dell’equazione (3.11) diverse dalla ug. Un tale intorno si puo prendere in virtu dell’ipotesi
sull’indice. In particolare prendiamo V' in modo che non ci siano altre soluzioni su V.
Cerchiamo soluzioni dell’equazione (3.13) come punti fissi dell’operatore A,,, ovvero
u, = Ay (u,). Poiché A, ha codominio in VVO1 P(Q,), u, € VVO1 P(€2,) e risolvono
I’equazione per costruzione.

Sia H(t,v) = tA,(v)+(1—t)A(v) per 0 <t < 1. H(—,v) ¢ uniformemente continuo
in ¢ e per ¢ fissato ogni H(t,—) & precompatto ( perché somma di due precompatti);
siamo quindi nelle ipotesi per applicare I'invarianza per omotopia del grado nei convessi
vedi [AD] e

dege (I — Ap)ie,0,V) = dege (I — A),,0,V)
se non ci sono soluzioni sulla frontiera , ovvero se
u# tAu(u) + (1 —t)A(u)
per u € O¢V, 0 <t < 1. Poiché per ipotesi

dege (I — A).,0,V) =indexe (I — A, uo) # 0

e
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allora anche dege ((I - A, 0, V) # 0 e questo implica 'esistenza di soluzioni per
I'equazione (3.13) in V.

Supponiamo per assurdo che esistano @, € W e 0 <t, <1 tali che
Up =ty Ap(ty,) + (1 —t,) Aty,)

per ogni n > ng. V' ¢ limitato in L" (B) quindi anche d¢V ¢ limitato. A, () e A(dy,)
sono limitati in L (B) N W, (B) uniformemente in n, allora i, stessa & limitata in
L>® (B)NW,” (B), quindi da i, possiamo estrarre una sottosuccessione convergente a
z € Wy*(B) debole in Wy (B) pit forte in L* (B) per s > 1 piccolo. Dalla limitazione
delle u,, in norma L% troviamo anche una limitazione di z in norma L* e quindi la
convergenza forte di %, a z in L® per ogni 1 < s < oo. Inoltre z € 0¢V poiché ci stanno
le i, per ogni n e OcV e chiuso. u, € VVO1 P(€2,,) sono nulle fuori €2, quindi z = 0 quasi
ovunque fuori QU E e poiché 2 & sufficientemente regolare z € VVO1 (). A& continuo

di L" (B) in L* (B) "W, (B) con 1 < s < 0o, quindi
A(t,) — A(2)
forte in L* (B) N W, " (B), inoltre
A, () = A(2)

forte in L* (B) N Wy* (B) dalla Proposizione 3.1. Avremmo allora z = A(z), quindi
2|q risolve 'equazione (3.11) e z € O¢V, z € Wy™ (), z # ug, contro Pipotesi che non
ci fossero altre soluzioni in V.

Abbiamo provato l'esistenza delle u,, € L™ (B) tali che u,, = A, (u,). Come detto
in precedenza u,, € VVO1 P(€2,) e sono quindi le soluzioni dell’equazione in €2, cercate.

Passo 4 : Abbiamo mostrato I'esistenza delle u,,; mostriamo ora che esse convergono
alla ug. Le u, verificano —A,u,, = f(u,), inoltre ||u, ||, < C poiché stanno in V', quindi
||f(un)||g < C' dal Lemma 3.3 e ancora ||u,|l < C, ||un||W(}p < C'. Anche in questo
caso questa stima si puo rendere uniforme in n. A meno di una sottosuccesione u,, — u
debole in VVO1 P (B) e forte in L* per s piccolo. Come in precedenza dalla limitazione in
norma L, segue la convergenza forte in L® per ogni 1 < s < oo. Inoltre u, tende ad
u quasi ovunque in B. Poiché f & continua dalla limitatezza delle wu,, f(u,) — f(u)

quasi ovunque in B e per convergenza dominata f(u,) — f(u) in L". Dalla regolarita
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di © inoltre v € W, (Q), poi si pud ripetere il passo 3 del Teorema 3.1 e ottenere che
u € soluzione del problema in €2 e per 'unicita della soluzione in V' u = uy. Con un
analogo del passo 4 in Teorema 3.1, sfruttando la convergenza di f(u,) a f(u) in L"

otteniamo la convergenza forte di u, a ug in W, ? (B), vedi Proposizione 3.1. O

OSSERVAZIONE 3.3. Osserviamo che tutto si puo applicare anche supponendo che
il grado di una soluzione isolata sia diverso da zero (non & necessario che sia l'indice).
E importante pero che la soluzione sia isolata per poter scegliere I'intorno V' come nella
dimostrazione del Teorema. Inoltre l'esistenza delle soluzioni in {2, si ottiene anche
considerando il grado in L” e non in C, ma potrebbero essere soluzioni che cambiano
segno anche partendo da una soluzione uy positiva in 2. In questo caso si puo anche

eliminare I'ipotesi sulla positivita della f.

OSSERVAZIONE 3.4. L’ipotesi f > 0 si puo indebolire facendo un’ipotesi del tipo
fy) + Cly|P2y > 0 in [0, ||u||s + 1], per qualche costante C' > 0. Si definisce poi
Poperatore P, = (=A, + C'L)~! dove L(u) = |ulP2u ¢ A, = P, o f dove f(s) =
f(s)+C"s[P2s e C" > C > 0 & tale che f(s) > 0 in [0,00). A, si definisce come in
precedenza a partire da A,. Si cercano punti fissi per loperatore A, in L"(B)NC esi
ottengono soluzioni dell’equazione (3.13) in €Q,,.

Osserviamo che, tramite un’omotopia del grado, si ha infatti che il grado dell’operatore
I— A, con la nuova definizione, non dipende dalla costante C' e possiamo quindi ripetere

il Teorema 3.2.

Vogliamo ora applicare il Teorema 3.2 ad un caso particolare, f(s) = s? per qualche
esponente g opportuno se €2 ¢ unione di due palle disgiunte di raggio unitario. In parti-
colare dobbiamo trovare delle soluzioni non negative che verifichino I'ipotesi sull’indice
nel convesso richieste dal Teorema. La verifica di questa ipotesi non ¢ immediata, come
nel caso del Laplaciano, perché, per p # 2, 'operatore —A, non ¢ derivabile e non si
puo quindi usare 'operatore linearizzato per calcolare I'indice. Le nostre conoscenze
sull’indice nei convessi si fermano infatti al caso di operatori derivabili, vedi [AD]

e altri. Per superare questa difficolta abbiamo usato un’idea di Del Pino, Elgueta,
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Manasevich che, in [DEM], sfruttano un’omotopia su p e dimostrano che il grado di
Leray-Schauder della soluzione banale dell’equazione —(|u/[P~2u/) = Mu|P~2u con le
condizioni u(0) = u(T) = 0 con A # A, dove i A, sono gli autovalori dello stesso
operatore con condizione di Dirichlet, ¢ dato da deg(T,,0, B(0,7)) = (—1)” per ogni
r > 0, dove 8 ¢ il numero degli autovalori A, minori di A, e con B(0,7) si intende
qui la palla di raggio 7 centrata nell’origine dello spazio C°[0,T]. Gli autori appli-
cano un’invarianza per omotopia del grado, nel caso N = 1, e per fare cio necessitano
della esplicita conoscenza degli autovalori \,,. Nel nostro caso il problema analogo sara
quello di trovare delle stime a priori in norma L" delle soluzioni non negative, per poter
applicare I'invarianza per omotopia.

Iniziamo la trattazione del problema specifico proprio con 'omotopia su p, per
vedere in quali casi otteniamo Iipotesi sull’indice richiesta dal Teorema 3.2.
Osserviamo in particolare che il metodo utilizzato per trovare le stime uniformi in
norma L", e quindi poter effettuare tale omotopia, produce dei grossi limiti nella scelta
dell’esponente ¢ che compare nell’equazione (3.14) e che rendono validi i risultati solo
per N = 3. Siamo comunque convinti che queste limitazioni siano dovute esclusiva-
mente al metodo e che possono essere superate dalla conoscenza di stime a priori in
norma C1® delle soluzioni, vedi [diBe], che siano uniformemente limitate per p > 1 in
un compatto opportuno. Questo fornirebbe la validita di un risultato di molteplicita
perognil<p<N,p—1<q<NN—Z)—leNZZS. Il caso N = 2 non riusciamo a
trattarlo usando 'omotopia perché per usare le buone proprieta del Laplaciano dobbi-
amo arrivare necessariamente fino a p = 2 e le stime a priori in norma L° non sono
uniformemente limitate nel passaggio dap < N ap = N.

Iniziamo quindi a trattare ’'omotopia su p per poter poi applicare il Teorema 3.2 e

ottenere la molteplicita delle soluzioni in domini particolari come in [D1].

3.4. Omotopia su p
Sia N > 3. Sia p € (%,2) e sia q € (1,NN—Z)—1} se 1 < p < 2, oppure

]96(2,11&111{N,]$—£V2 )eqe(p—l,%) se2<p<N.
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Consideriamo il problema

—A,u=u! inB
u>0 in B (3.14)
u=0 su 0B

dove B C RY & una palla di raggio unitario che per comodita consideriamo centrata

nell’origine. Poniamo per notazione p; = inf{2,p} e po = sup{2, p}. Osserviamo che

Np

per come abbiamo scelto l’esponente g abbiamo p; —1 < ¢ < pj —1, dove con p* = Np

indichiamo I’esponente critico per I'immersione di Sobolev. Osserviamo anche che per
come abbiamo preso p un tale valore di ¢ esiste sempre. Vogliamo fare un’omotopia su
p, nel compatto [p1, pe], in modo da calcolare il grado di una soluzione noto il grado
della soluzione corrispondente per p = 2.

Intanto da [Br] (Lemma 2) la soluzione positiva del problema (3.14) che indichiamo
con u, ¢ radiale e ¢ < 0 se € B\ {0} dove 0 ¢ il centro della palla e r = |z — 0].
Da [AY] la soluzione radiale positiva ¢ unica. Quindi in B abbiamo solo due soluzioni
non negative che sono 0 e u, > 0 per ogni p > 1. Vogliamo calcolare il grado di tali
soluzioni utilizzando un’omotopia su p.

Sia r > 1 tale che £ > &. Consideriamo I'applicazione
9”7 m pp

H(p,v) = [p1,pa] x L' (B)NC — L™ (B)NC

(p,v) — w

dove w ¢ 'unica soluzione di —A,w = v? in B con condizione di Dirichlet al bordo.
Dall’ipotesi su r e dal Lemma 3.1 abbiamo che w € L*(B), inoltre dal principio del
massimo w > 0, quindi H(p, v) & ben definito di C C L" in sé. Mostriamo che H(p, v)
e completamente continuo. Iniziamo a verificarne la continuita.

Consideriamo una successione py — p in [p1,ps], € vy — v in L"(B). Siano

wy, = H(pg,vk). wy verificano —A, wp = v} in B, wy = 0 su dB. Abbiamo
v! € Li(B) e - > %, quindi applicando il Lemma 3.1 otteniamo || wi|/.c < C dove
1
q syl 1 Np Npi_q
C = C(N,py, H%Hgy |Bl,r) = 2% SpkiliI | B|"*, con B, = =T <Nf£k —1- Nfgk;) >
k

Lewy = é(b’k —1) > 0. Ora ||UZH§ = |luelle < (|Jv]l- + 1)? < C(q). Per il resto le

Bk 1 Dk
Br—17 pp—17 pp—1°

funzioni vk sono continue in p nel compatto [p1, ps] e sono quindi
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uniformemente limitate. Osserviamo anche che la costante Sy = S(py, N) € continua

in pper 1 < p < N e quindi uniformemente limitata. Per p < N e inoltre strettamente

positiva.
8 L
La costante C' = C(N, py, ||U,Z||§, |B|,r) < 25k51%|3|7k ¢ una funzione con-
SPr—1

tinua di py, ed & quindi limitata sul compatto [py, ps]. Otteniamo cosl una stima del tipo
|wklloo < C(N,q,r,|B|), che non dipende da p. Osserviamo inoltre che tale costante
si puo rendere uniforme in ¢ su un compatto, ma al momento non ci interessa.

Da una limitazione in norma L*(B) otteniamo anche una limitazione in norma

W, P*(B), infatti dall’equazione —A,wy, = v abbiamo

q
T _ _
/B‘Vwk’pk - /ngwk < lwe || </B v’:) 1B+ < |Jwlloollox||9]B] 7 <

< C(N,q,r,B).

Inoltre W, **(B) € W, *"(B) per ogni k, quindi wy, € W, (B) e

Pl —P1

Pl
P PL—P1
lwel?, = / Vg < ( / \vfwmk) B < well? won™ < C(N,q,r,on).
B B

P —P1
La funzione wy™ & anch’essa continua sul compatto [py,ps] ed ¢ quindi limitata.

Ricordo che wy ¢ la misura della palla unitaria di RV.

Da wy, estraggo una sottosuccessione wy — z debole in Wy (B) e forte in L*(B)
almeno per s < pj. Inoltre wy — 2z e Vw, — Vz quasi ovunque in B.
Dalla limitazione in norma L delle w; otteniamo una limitazione in norma L della
z, come nel Teorema 3.1, passo 1, e anche la convergenza di wy a z in L*(B) per ogni

1 < s <o0. Sia g € C§° (B), la usiamo come funzione test nell’equazione per le wy;

B B

Inoltre, sempre sul compatto [py, ps)

pE—1

P 1—-L
[ 9w Vo < [ [9un 94 < 196 ( / |Vwk|pk) oy <
B B B
S C(N7 q’ T? 80)7

A
/B o6 < [lolle ( /B ) W < OV, gm0,
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Passiamo a limite sotto il segno di integrale, per convergenza dominata, e otteniamo

/ Vz[P2Vz -V = / vip
B B

per ogni ¢ € C§° (B). Inoltre poiché

1

el = ( / \Vwkrpk) " N0, B,

anche in questa relazione possiamo passare a limite per convergenza dominata e avere

2l = ( / |Vz|p) < C(N,q.B.7)
B

da cui otteniamo z € Wy*(B). z & soluzione debole di —A,z = v%in B, z = 0 su
OB, quindi z = H(p,v) e wy = H(pg,v) = H(p,v) = z in L" (B). Abbiamo cosi la

continuita dell’operatore H.

Mostriamo ora che H(p,v) manda limitati in limitati. Sia A x W un limitato di
[p1,p2] X L™ (B) NC, quindi ||v||, < C per ogni v € W, quHg = [[v]|2 < C(q) per
ogni v € W. Inoltre dal Lemma 3.1 se p fissato ||w||e < C (N,p, quHg, \B[,r) =

1
p—1

g lvllz™ B =
27T —4- |B|7 < 271 M|B|’y Consideriamo la funzione f(p) = Qﬂ%|B|W
Sp=T SP=
con f = ﬁ (%—fi —1- %—fig) ey = i(ﬂ —1); f & una funzione continua di p

quindi nel compatto [p;, p2] ha massimo e minimo. Come prima otteniamo ||w||s <
C(N,q,r,B). Una limitazione in norma L* implica anche una limitazione in norma

L"(B), quindi H(p,v) manda limitati in limitati.

Sia (pg,vx) una successione in A x W, da p; possiamo estrarre una sottosucces-
sione che converge a p e da v, possiamo estarre una sottosuccessione che converge a
v debolmente in L" (B), inoltre ||vg||, < C. Ora sia wy = H(pg,vg). Come nella
dimostrazione della continuita di H(p,v), otteniamo || wi|| < C(N,q,r, B) e anche
| will1p, < C(N,q,7,B) e infine ||wgl|1p < C(N,q,7,B). Da wy estraiamo una
sottosuccesione che converge a z debolmente in VV1 P1(B) e forte in L® se s piccolo,
inoltre poiché || wi|w < C allora || z]joc < C e wy tende a z forte in L® per ogni
s. Inoltre Vw, — Vz quasi ovunque in B e poiché || wg|l1,, < C si puo passare a
limite dentro l'integrale per convergenza dominata e || w1, — ||z]l1, < C cosi che

2 € Wy (B). Inoltre wy, risolve in senso debole equazione —A,wy = vf. Sia 1 € Cg°,
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abbiamo [vfy — [ 5 V1 poiché v converge debole in L" allora v? converge debole
in Le e ¢ sta nel duale di L poiché sta in C°. Ancora S5 |Vwg[PE=2Vwy, - Vip <
1

1— L
| V| oo | wk||§)f“p_klw ~ F. Possiamo passare a limite dentro gli integrali per convergenza

dominata e abbiamo che

/B IV2P2Vz - Vi = /B vt

per ogni ¢ € C§°(B), ovvero z = H(p,v) e poiché (p,v) € A x W, H(p,v) & precom-
patto.

Possiamo applicare l'invarianza per omotopia del grado su p se troviamo

1) un intorno Wy di 0 in L" (B) tale che H(p,v) # v per ogni v € 9W, per ogni
P € [p1,p2], cioé un intorno dello zero in cui non ci sono altre soluzioni u, oltre

a quella nulla per ogni p € [p1, pa).

2) un intorno W in L" della soluzione uy (soluzione positiva per p = 2) tale che

H(p,v) # v per ogni v € OW per ogni p € [p1, pa).

Quindi per provare 1) serve sapere che per ogni p € [p1,po] esiste € > 0 tale che
| uplls > € se u, ¢ la soluzione positiva del problema (3.14). Dato 1) per avere 2) ¢

sufficiente una stima superiore della norma L, || u,]|, < C.

1) Se per assurdo non esiste € > cosi fatto preso ¢ = % possiamo trovare una

1 ovvero

successione pp € [p1,p2] ed una successione u, € L" (B), tale che || ul[, < ¢

ur, — 0 forte in L" e quasi ovunque in B. Inoltre uy verificano —A,, u, = uj in B,

up > 0in B, e u, = 0 su 0B. Sia ora 1, = ”;‘:” allora || 4|, = 1 per ogni k e
s
~ : ~ 1 _ 1 q _ _lwll? ~q _ a—(pr—1) ~
uy, verifica _Apkuk — . Pk T (_Apkuk> - pp-1 U = P T U = ||uk||7’ u.
Il w {7 flug I

Poiché ¢ > p, — 1, anche ¢ > p;, — 1 per ogni k. uy verifica

—Ap iy = |ullE P Va in B
ug > 0 in B
up =0 su 0B
| tgllr = 1, ||fLZH§ =1, |lup|& """ < € quindi il secondo membro ¢ limitato in

norma L1 (B) e dal Lemma 3.2, come in precedenza, otteniamo || i ||oo < C(N,r,q, B).
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Allora anche || gll1,, < C(N,7,q¢,B) e || Ugll1p, < C(N,7,q,B). A meno di una
sottosuccessione i, — z debole in Wy (B) e Vi, — Vz quasi ovunque in B.
I tkllipe — |2, < C cosi che z € WyP(B). Inoltre [ |V P2V, - Vi <
CN,r.q.0) e [lug=®Y [l < &PV @l [llawy < OO, q,).
Possiamo passare a limite per convergenza dominata quindi e [, [V[P*~*Viy, - Vi) —
[ |V2P2V2z- Ve [aj — [ 2% e || we| TPV = 0. Quindi 2 € WP (B) verifica

in senso debole

—Ay,z=0 inB
z>0 in B
z=0 su 0B

e l'unica soluzione ¢ z = 0 assurdo perché avevamo || z||, = 1.

»
2) Consideriamo ora il funzionale F'(u,p) = IBLUIL. Sia Cp, = inf{F'(u,p) :
(Jp lulrtt) =

u € WyP(B), u # 0}. Tale estremo inferiore ¢ sempre assunto per ogni p € [py, ps]
poiché I'esponente g ¢ sottocritico per tutti tali valori di p. Sia u, € Wol’p(B) la
funzione che lo minimizza. w, ¢ anche I'unica soluzione positiva del problema (3.14).
Osserviamo che per u € C§° (B) fissato il funzionale F'(u,p) € continuo in p.

Sia u, € C°(B) tale che u, — u, in WyP(B), allora |ug,lli, — ||up

1,p €
|k pllgr1 = llupllq+1 perché ¢ +1 < p* per ogni p € [py, po]. Inoltre |Jugpllg41 > ¢ >0,

allora F'(uy,,p) = F'(u,, p) ovvero per ogni e > 0 esiste ko > 0 tale che per ogni k > ko

fB |vuk,p|p _ fB |Vup|p

(fB ‘uk,p’qﬂ)# (fB |up‘q+1)#

Inoltre per uy, € C§°(B) fissato abbiamo che per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che

fB Vg, p|P _ fB ‘Vukm‘ﬁ
_p_

(i Pl 1) =5 ([ funp|+) 7

se |p — p| < 4. Sia quindi € > 0, sia k > ky abbiamo

fB yvuk,p’p fB ‘Vuk,p‘p

(fB ’uk,p|q—~_1)‘%1 (fB |uk,p’q+1)ﬁ

Cost Cp < Cp+2¢e se [p—p| < . Scambiando i ruoli di p e p otteniamo la diseguaglianza

—€ < <é€

—e <

<e€

|’t§\

1

+

C; <

< +e<Cy+e+te.

opposta e quindi la continuita di C), rispetto a p.
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In particolare nel compatto [py,p2] i C}, sono uniformemente limitati. Inoltre

fB |Vup|p
(fB |Up‘q+1)qu

[ v = [
B B

fB uq—l—l

(Jpus™) ™

a—(p—1)

(/B“fo*l> T o—g=c

uniformemente in p. Questo mi fornisce una stima dall’alto della norma di v in L" (B)

da cul si ottiene

e quindi

ser < g+ 1.

Quest’ultima restrizione, fornisce un limite ulteriore nella scelte di p, in particolare
limita la dimensione N a cui tale omotopia si puo applicare. Devono infatti essere
verificate contemporaneamente le due relazioni

{7‘ <g+1
N

4q = pr-

Per 1 < p < 2 allora questo implica ¢ +1 > r > —q, da cui ¢ < . Inoltre doveva

anche essere verificata la relazione ¢ > 1 e cio porta alla 11m1ta21one 1 <qg< Npr

verificata solo se p > &. Poiché 1 < p < 2 inoltre 'unico caso possibile ¢ N = 3 e

2
pe (3.2, 1<qg< &

Per p > 2 invece ¢q+1 > 1 > %q, eq< ﬁ Inoltre deve essere verificata anche la
relazione ¢ > p — 1, quindi ﬁ >p—1,0ovvero p < 5. Ma 5 > 2solose N < 4.
Anche in questo caso I’omotopia ¢ possibile solo per N = 3, pE [2, Nep—1<qg<2.

Purtroppo queste limitazioni derivano dal metodo usato e non sono insite nel prob-

lema, possono molto probabilmente essere eliminate utilizzando una stima della norma

di u, in L™ che sia uniforme in p almeno nel compatto [ps, pa].

A questo punto possiamo applicare 'omotopia sul grado delle soluzioni nel cono

C C L"(B) per r sufficientemente grande e otteniamo

deg, (1 _ A0, WO> — dege (I — AV o £,0, W) =1 £0,
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deg, <I — A,up, W) = deg, (I —A7lo fu, W) £ 0.

3.5. Molteplicita di soluzioni per un problema ellitico degenere in domini

non convessi

Consideriamo il problema (3.14) in Q C RY con N =3, 1 < ¢ < 35 e p € (3,2]
oppure p — 1 < ¢ < 2 se p € [2,3). Vogliamo provare la molteplicita delle soluzioni in

alcuni domini non convessi.

Sia 2 = B;UBs unione di due palle disgiunte di raggio unitario. € verifica le ipotesi
di regolarita del Teorema 3.2. Siano (), una successione di domini che approssima {2
dall’esterno ottenuti unendo due palle con un sottile tubicino e regolarizzando. Per
questi domini §2,, proviamo la molteplicita delle soluzioni non negative.

) non & connesso; quindi una soluzione debole dell’equazione (3.14) ¢ data da una
coppia di soluzioni u; nelle singole palle B;. Dall’'unicita della soluzione positiva per il
problema (3.14) nella palla , vedi [Br| e [AY], abbiamo esattamente 4 soluzioni non

negative in €2
(07 0) <u17 0) (07 u2) (ul, u2)7 (318)

dove wu; e l'unica soluzione positiva nella palla B; ed e radiale rispetto al centro
della palla, vedi [Br]. Per poter applicare il Teorema 3.2 bisogna verificare 'ipotesi
sull’indice. Vogliamo applicare tale Teorema ad ognuna delle soluzioni precedenti in
modo da trovare almeno 4 soluzioni distinte non negative in 2,,.

Come abbiamo detto alla fine del passo 2 del Teorema 3.2, dege (I — A,0,W) =
dege,, (I — A0, W), quindi basta calcolare il grado in corrispondenza di ognuna delle
4 soluzioni in 2. Come abbiamo osservato alla fine del paragrafo 2 inoltre ci basta
calcolare il grado e non I'indice.

Possiamo considerare la mappa I — A, definita in Teorema 3.2, come mappa prodotto
I— A xAy : L' (By) x L" (By) — L™ (By) x L" (B,)

(u1, ug) — (I - 1211(“1% I— 142(“2))
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dove A; & la restrizione di A a B;. Ovvero A; = (—Ap)fBli o f. Poiché €2 ¢ non
connesso anche lo spazio L™ () = L" (B;) U L" (By) ¢ esattamente lo spazio prodotto
L™ (B;) x L™ (B3) e lo stesso per il cono Cq = Cp, X Cp,. Sia W; un intorno di w;
in L" (B;) N Cg, in cui non ci siano soluzioni dell’equazione diverse dalla u; in tutto
W,. E possibile prendere un tale intorno W; poiché le uniche soluzioni in B; sono u; e
0. In particolare prendiamo W in modo da poter fare I'omotopia su p come visto nel

paragrafo precedente. Dalla formula per il grado di una mappa prodotto, vedi [AD],

abbiamo

dego, xc, (1 _ (211,[12) L(0,0), Wy x WQ) = dego, <I — A,,0, W1>

degc, (] — Ay, 0, Wg) ,

e quindi anche

indexc, xc, ([ — <f11,f12> ,(Ul,'U,2>) = indexc, (I — fll,ul)
indexc, <[ — flg, u2> )

Per calcolare il grado di questi operatori facciamo un’omotopia su p e calcoliamo solo
il grado o I'indice per p = 2. In questo caso infatti i calcoli sono molto piu semplici in
virtu della derivabilita dell’operatore e del legame dell’indice con l'invertibilita o con
il raggio spettrale del linearizzato.

Studiamo quindi il caso p = 2. Sia u I'unica soluzione positiva nella palla B e sia
P = (—A)""of. Poiché u > 0in B, secondo le notazioni di [AD], u & un ‘demiinterior’

per il cono C. Questo significa, seguendo [AD] che detto
Co={z€L"(B):3t>0tc. u+tzel}

u & un ‘demiinterior’ per C se C, = L" (B). Per i ‘demiinterior’ vale la seguente identita
indexc (I — P,u) = indexprg) (I — P,u),

inoltre poiché u ¢ un punto fisso isolato di P, P ¢ differenziabile in u e I — P'(u) &

invertibile allora

index gy (I — P,u) = indexpr(p) (I — P'(u),0) = £1.
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Quindi nel nostro caso
indexe (I — P,u) = indexyrgy (I — P,u) = £1 # 0.

La soluzione 0 e invece il vertice del cono C, quindi potrebbe accadere anche che
indexe (I — P,u) = 0; perod poiché P'(0) = 0 e 'operatore nullo, allora r (P'(0)) = 0
dove r ¢ il raggio spettrale e dalla definizione di indice abbiamo

indexe (I — P,0) = {gﬂd@xmm (I = P'(0),0) = (=1) zg :EJ;ES;; i 1
dove v = > \; per \; > 1, e i \; sono gli autovalori dell’operatore I — P’(0) maggiori
di 1. Abbiamo cosl
indexc (I — P,0) =1#0.
Quindi per p = 2 entrambe le soluzioni non negative hanno indice diverso da zero. A

questo punto posso sfruttare I'omotopia su p per avere
indexc, xc, (I — (A1, A3),(0,0)) # 0,
indexc, xc, (I — (A1, As), (u1,0)) #0,
indexc,xc, (I — (A1, A2), (0,u2)) # 0,

indexc, xc, (I — (A1, As), (u1,uz)) # 0.

Siamo nelle ipotesi per poter applicare il Teorema 3.2 in corrispondenza di ognuna
delle 4 soluzioni in 2. Ricaviamo quindi I'esistenza di 4 soluzioni non negative distinte
in €2,,. Fra queste abbiamo la soluzione nulla in €2,, che sara quella corrispondente alla
soluzione nulla in €2, e altre 3 soluzioni non negative in €2,. Inoltre dal principio del
massimo forte otteniamo che tali soluzioni devono essere strettamente positive in 2,,,
che & connesso. Troviamo cosi Uesistenza di 3 soluzioni positive per il problema (3.14)

nei domini §2,, se n grande, e quindi la molteplicita delle soluzioni positive.

Si possono poi fare variare i raggi delle due palle e il risultato si mantiene. Si puo

anche aumentare il numero delle palle aumentando cosi il numero delle soluzioni.

Osserviamo che per p = 2 la molteplicita e stata provata da Dancer che ha mostrato

che le soluzioni in questo caso sono esattamente 4, sfruttando la non degenerazione delle
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soluzioni u;. Per p # 2 invece I'operatore linearizzato in generale non e ben definito,

quindi non si riescono a contare le soluzioni con questo metodo.

3.6. Appendice

3.6.1. Grado e indice. In un vecchio ma interessante articolo [N] Nussbaum
studia fra le altre cose le proprieta dell’indice topologico dei punti fissi per mappe di
condensazione. In particolare ci interessa il legame con il grado di Leray-Schauder in
spazi di Banach.

Sia U un aperto in uno spazio di Banach X e sia A : U — X una mappa
precompatta tale che z # A(x) se x € OU. Sotto queste ipotesi degx (I — A,0,U) ¢
ben definito, dove con deg intendiamo appunto il grado di Leray-Schauder. Sotto le
stesse ipotesi anche l'indice topologico iy (A,U) é ben definito. Non ci addentriamo
in questa questione, Nussbaum lo definisce nel caso di mappe piu generali. Se A ¢

precompatta comunque per noi ix (A, U) & ben definito. Abbiamo inoltre il seguente
PROPOSIZIONE 3.2. ix (A,U) =degx (I — A,0,U).

vedi prop. 1 pag 243 in [N]. Nella dimostrazione Nussbaum si occupa appunto
di mostrare come ix (A,U) sia ben definito e la sua coincidenza col grado di Leray-
Schauder nel caso di mappe A precompatte.
In particolare vogliamo sfruttare le proprieta dell’indice studiate da Nussbaum e ap-

plicarle al grado di Leray-Schauder. Riportiamo il seguente

TEOREMA 3.3. Siano Uy e Uy apertiin X1, X5 spazi di Banach. Siano Ay : Uy —
X, e Ay : Uy — X, mappe continue tali che Sy = {x € AN (Uy) t. c¢. AjAy(x) = z}

sia compatto. Assumiamo K,gq € Keyven Siano compatti, allora

in (AQAl, AI_I(UQ)) = iXQ (A1A27 AQ_I(Ul)) .

Vedi Teorema 3 pag 242 in [N]. Senza inoltrarci nelle definizioni di Nussbaum,
possiamo osservare che se A; ¢ precompatta allora A; Ay e Ay A; sono precompatte e
Koga € Kepen, sono compatti come mostrato sempre da Nussbaum. Possiamo quindi

rienunciare il Teorema precedente nella seguente forma
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TEOREMA 3.4. Siano Uy e Uy aperti in X1, X5 spazi di Banach. Sia Ay : Uy —
X, una mappa precompatta e Ay : Uy — X, continua tali che Sy = {x € A7 (Uy) t. c.

A1 As(x) = x} sia compatto. Allora

in (AQAl, AI1<U2)) - ng (AlAQ, A;l(Ul)) .

Applichiamo il Teorema 3.4 al nostro caso. Con le notazioni di Teorema 3.2, defini-
amo
X, =L"(B), Xy=L(Q),
Up=VnNL"(B), Uy=VNL (Q,),
A :VNL (B)— L (), Ay = Apory,

Ay:VNL (Q,) — L (B), Ay =iy,

Allora, poiché r, o i, = Ijq,
ArAy =in0A,or,=A, e AjAy = Aoy 0i, = A,
ATN(Uy) = ATN (VN LT (Q,)) CVNL (B);
AN U) =V NL(Q,) = Us.

Sy ={x € A;HUY) : AjAy(u) =u}={z e VNL (Q,) : A,(u) =u}.
Questo insieme ¢ compatto infatti se uy ¢ una successione in VN L" (€2,,) tale che ux =
A, (ug), uy, verifica —Ayuy, = f(ug) in Q, e |lull, < C, Hf(uk)Hg <O uglloo < Ce
g, < C, da uy estraggo una sottosuccessione che converge debole a u in Wy (B)
piu forte in L” per ogni . Sotto queste ipotesi posso passare a limite nella formulazione
debole dell’equazione —A,uy, = f(uz) e ottengo u = A,(u) e u non pud stare su IV

per le ipotesi fatte, non ci devono essere punti fissi sulla frontiera almeno per n grande.

Quindi S e compatto e posso applicare il Teorema 3.4, ovvero
izrm) (A, ATH(V O LT (Q,)) = i (An, VAL (Qn)) .

Ora siccome i punti fissi di 4, in V N L" (B) sono contenuti in A7 (V NL"(2,)) in
particolare se u = A, (u) allora u(x) = 0 fuori Q,, quindi u(z) € i, 0 A1 (V N L" (,)),

allora per ‘excesion’ dell’indice topologico abbiamo

irr(m) (An, ATH(VNL () =
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inr(e) (Anin Ay (VO LT (@) = ir() (An, V O L (B))
quindi infine
degrr(5) (A3, 0,V N L"(B)) =irrp) (A, VN L"(B)) =
i@ (Au VOLT () = degira,) (An,0,V N L7 (20)).
In questo modo proviamo che il grado delle soluzioni ugy e u, € lo stesso sia che lo

calcoliamo in L"(€2,,) o consideriamo le funzioni estese a zero fuori € o 2, su tutto B

e ne calcoliamo il grado in L"(B).
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