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Sommario: Nella letteratura dedicata allo studio dei gruppi finiti appare sempre pin frequentemente la
denominazione “asymptotic group theory”. Questa denominazione, un po’ generica, st riferisce a tutte quelle
sttuaziont in cui si considera un invariante numerico associato allo studio dei gruppi finiti e ci si chiede se, escluse
le oscillazioni anche notevoli che si osservano nell'insieme dei valort assunti dalltnvariante in questione se si
considera solo una porzione molto limitata di gruppi finiti, emerge un andamento pin regolare ¢ in qualche modo
descrivibile se st allarga Uorizzonte a famiglie sempre pin grandi. In altri termini st studia Uandamento asintotico
dellinvariante in questione. In questa esposizione ct proponiamo di analizzare una serie di situaziont di questo
tipo, concentrandoci su esempi che possono essere introdotti e descritti usando solo le nozioni piw elementari della
teoria dei gruppr.

Abstract: In the literature dedicated to the study of finite groups, the term ‘asymptotic group theory’ appears
mcreasingly frequently. This somewhat generic term refers to all those situations where a numerical invariant
associated with the study of finite groups is considered, and one wonders if, excluding the sometimes significant
fluctuations observed in the set of values assumed by the invariant when considering only a very limited portion
of finite groups, a more reqular and somewhat describable pattern emerges when the horizon is broadened to
increasingly larger families. In other words, the asymptotic behavior of the invariant in question is studied. In
this exposition, we aim to analyze a series of situations of this type, focusing on examples that can be introduced

and described using only the most elementary notions of group theory.

1. — Introduzione

Negli ultimi anni si parla sempre piu frequentemen-
te di “teoria asintotica dei gruppi”. E una denomi-
nazione un po’ vaga, che include situazioni e proble-
matiche anche abbastanza diverse. In questa espo-
sizione prestero particolare attenzione all’approccio
asintotico alla teoria dei gruppi finiti, che si presta, a
mio parere, a essere illustrato senza bisogno di
troppe nozioni tecniche. In particolare vorrei con-
centrarmi su esempi che possono essere raccontati
usando soltanto le nozioni di teoria dei gruppi che
vengono impartite ai nostri studenti nei primi anni
della laurea triennale in matematica.

Accettato: 9 giugno 2025.

L’idea di base e considerare un qualche invarian-
te numerico collegato allo studio dei gruppi finiti, ad
esempio il numero di sottogruppi di un gruppo finito,
il numero di gruppi finiti di ordine assegnato,
I'ordine medio di un elemento nel gruppo simmetri-
co. Se si considera solo un gruppo particolare, o una
famiglia di pochi gruppi finiti, il valore assunto da
quell'invariante appare in genere caotico e privo di
particolare significato. Ma se ci si colloca a una
opportuna distanza, osservando una porzione pil
ampia di gruppi, molto spesso si scopre una certa
regolarita nel comportamento di quel particolare
invariante. Puo succedere che l'invariante conside-
rato cambi fortemente, senza nessuna evidente
regolarita. Pero in molto casi, un’indagine piu accu-
rata rivela I'esistenza di limitazioni inferiori e supe-
riori asintoticamente ottimali e in diversi casi si
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osserva una maggiore regolarita se si considerano
opportune sottofamiglie della famiglia dei gruppi
presi in considerazione.

L’attenzione a risultati di questo tipo non e nuova.
Incontreremo nei diversi esempi che prenderemo in
considerazioni contributi databili all’inizio del secolo
scorso, ma indubbiamente la ricerca in questa dire-
zione e stata fortemente stimolata dallo sviluppo
della “teoria computazionale dei gruppi”. Nell'idea-
zione e implementazione di algoritmi che permetta-
no di studiare i gruppi finiti con I'ausilio dei compu-
ter & molto importante avere stime asintotiche per
poter analizzare l'efficienza di tali algoritmi.

Anche se concentrero la mia attenzione su que-
stioni collegate ai gruppi finiti, vorrei menzionare
che i metodi e risultati descritti si applicano anche
allo studio di gruppi infiniti, ad esempio collegando
le proprieta strutturali di un gruppo infinito al
comportamento asintotico di invarianti calcolati nel-
la famiglia dei gruppi finiti che ne compaiono come
immagini epimorfe.

2. — L’enumerazione dei gruppi finiti

1. Dato un numero intero positivo %, indichiamo con
f(n) il numero di gruppi di ordine % (contati a meno di
isomorfismo). E naturale chiedersi se ci sia un qual-
che tipo di regolarita nell’andamento della successio-
ne {f(n)},cn- Un esercizio alla portata di uno stu-
dente dei primi anni di un corso di studi in matema-
tica & determinare i primi 15 valori di questa succes-
sione: si ha f(n) =1 se n € {1,2,3,5,7,11,13,15},
fm)=2 se mne{4,6910,14}, f(n)=5 se
n € {8,12}. Questi primi valori non permettono di
fare grandi previsioni sull’andamento della succes-
sione, ma anche chi non ha alcuna familiarita con la
teoria dei gruppi e portato a congetturare che f(n)
siauguale ad 1 se # € un numero primo, come di fatto
insegnamo ai nostri studenti. Determinare invece
f(16) & un esercizio troppo difficile. Furono Otto
Holder [21] e Jacob Young [49], nel 1893, i primi a
provare che f(16) = 14.

Negli ultimi anni si & notevolmente sviluppata la
teoria computazionale dei gruppi, che permette di
studiare proprieta dei gruppi finiti per mezzo di un
computer. Tra i risultati di maggior rilievo ottenuti
c’e la costruzione, dovuta a Hans Ulrich Besche,

Bettina Eick e Eamon O’Brien [2] della completa
libreria dei gruppi di ordine minore o uguale a 2.000.
Possiamo pertanto usare questa libreria per deter-
minare i primi 2.000 valori nella nostra successione.
Evidenziamo i fatti seguenti: ci sono quasi 50 mi-
liardi di gruppi di ordine minore o uguale a 2.000
(esattamente 49.910.531.351). D’altra parte, se ana-
lizziamo i valori ottenuti da f(n) per » < 2.000,
scopriamo che in 1.490 casi otteniamo valori inferiori
a 10, in 1.863 valori inferiori a 100, in 1.952 valori
inferiori a 1.000, in 1.992 valori inferiori a 10.000.
Solo in 6 casi risulta f(n) > 1.000.000. Chi sono
questi 6 valori? Eccoli:

£(28-7) = 1.083.553,
£(28 - 3) = 1.090.235,
£(28-5) = 1.116.461,
£(29) = 10.494.213,
£(2° - 3) = 408.641.062,
£(21) = 49.487.367.289.

Da tutti questi valori si ricava soprattutto la seguen-
te impressionante osservazione: piu del 99% dei
gruppi di ordine minore o uguale di 2.000 ha ordi-
ne 219,

Cosa abbiamo imparato a questo punto sulla
nostra successione? In realta ancora abbastanza
poco, ma ci siamo resi conto che il valore f(n) e
particolarmente elevato quando c¢’@ un primo che
divide 7 con molteplicita elevata. Ci viene voglia di
studiare una successione diversa. Fissiamo un primo
p e vediamo come cresce la successione {f(p")},,cx-

Per p = 2 disponiamo dei seguenti primi valori:

f(2) =1,f(2%) =2,f(2°) =8,f(2") = 14,f(2°) = 51,
£(2) = 267, £(27) = 2.328, £(2%) = 56.092,
£(29) = 10.494.213, f(210) = 49.487.367.289.

Per p = 3, i valori noti sono i sequenti:

f(8) =1f(3) =2,f(3%) = 5,f(8") =15,
£(3°%) = 67,£(3%) = 504, £(37) = 9.310.

In base a questi dati, per quanto limitati, ci si puo
aspettare che, comunque si fissi il primo p, la
successione {f(p”)},,cn tenda all'infinito molto ve-
locemente. Ma quanto velocemente?

Una prima risposta la diede Graham Higman [20]
nel 1960, dimostrando che, per ogni primo p e ogni
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intero positivo m risulta

2.1)

Pochi anni dopo, nel 1965, Charles Sims [47] diede
una limitazione superiore al valore di f(p™) dimo-
strando

8

2 3 kY
(22) pa O > fpm).

Le due disuguaglianze (2.1) e (2.2) si possono con-
globare in un unico enunciato, che fornisce una
indicazione molto precisa sull’andamento asintotico
della successione {f(p™)},,ex:

2
f(pm) — pamg(lﬂ)(l))-

La precedente formula stimola la domanda: perche
proprio 2/277 Non e molto difficile scoprirlo. Un
ruolo chiave nello studio dei p-gruppi finiti & svolto
dal loro sottogruppo di Frattini. Il sottogruppo di
Frattini di un gruppo finito G e l'intersezione dei
sottogruppi massimali di G. Nella sua dimostrazio-
ne, Higman prova che, fissati due interi positivi a, b
cona + b = m, il numero di gruppi di ordine p™ il cui

sottogruppo di Frattini ha indice p® e ordine p° &
aZb 2 b
all'incirca p:: la funzione %, soggetta al vincolo

(2.3)

. . 2
a + b =m, assume il suo massimo per a =-m e

2
questo massimo e per 'appunto ﬁmg

Abbiamo visto cosi che la successione {f (%)}, cx
ha un andamento asintotico ben determinato quando
viene ristretta ai numeri interi positivi che sono
potenza di primo. Ma cosa succede per i rimanenti
valori?

Per affrontare questa questione dobbiamo richia-
mare la teoria di Sylow. Supponiamo n = p{* - - - p;*
con pi,...,pr primi distinti. I teoremi di Sylow ci
garantiscono che un gruppo G di ordine % contiene
un sottogruppo P; di ordine p}’ perognil <i<ke
tale P; & univocamente determinato a meno di
isomorfismo.

Consideriamo allora P, ..., P} di ordini, rispet-
tivamente, p{',...,p{*. Quanti sono i gruppi di
ordine 7 che hanno i sottogruppi di Sylow isomorfi
a Pi,...,P;? La risposta e stata fornita da Laszlo
Pyber [42] nel 1993.

Sia p = max;<;<x a; e siano Py,..., Py gruppi di
ordine p{',...p%. Il numero di gruppi di ordine
n=pi'---pi* con sottogruppi di Sylow isomorfi a
Pi,...,P, & al pit »™*16. Combinando questo
risultato, la cui dimostrazione e particolarmente
profonda e coinvolge in diversi passaggi la classifi-
cazione dei gruppi semplici finiti, con i risultati di
Higman e Sims, si ottiene infine una stima asintotica

dell’andamento della successione {f(n)},,cx-

2

2
(2.4) f(n) < n(ﬁo(l))lt perp — oo.

Nonostante questo risultato di Pyber sia molto
preciso e significativo, restano aperte affascinanti
questioni. Per esempio abbiamo osservato prima che
piu del 99% dei gruppi di ordine < 2.000 ha ordine
210 Questo suggerisce la seguente domanda, che
non ha ancora trovato risposta: possiamo dire che il
numero di gruppi di ordine al pit1 7 & “dominato” da
f(2™) essendo 2™ la piu grande potenza di 2 minore o
uguale ad n?

2. Invece di enumerare tutti i gruppi di ordine 7, si
possono contare solo i gruppi di ordine 7 che soddi-
sfano a qualche ulteriore proprieta. Un contributo
significativo in questa direzione e dovuto a Derek
Holt [22]. Ricordiamo che un gruppo G & detto
perfetto se non contiene nessun sottogruppo norma-
le proprio N tale che G/N sia abeliano. Holt ha
fornito una stima asintotica per il numero fpe (%)
dei gruppi perfetti di ordine minore o uguale ad n,
dimostrando che

(logy(n))?  13logy(n) )2

n 108 36

(logg (1)

< hperf(n) <n

+log, (1)

2.5)

Utilizzando i risultati di Higman e Sims per stimare
h(n) = _,,<,f (m), Holt prova anche

m hperf (TL) o

= hn)

I

in altre parole, parafrasando la battuta in un celebre
film, “quasi nessun gruppo finito e perfetto”. Anche
in questo caso, i recenti sviluppi della teoria dei
gruppi computazionali ci permettono di disporre di
verifiche sperimentali di questo risultato: ci sono
soltanto 15.768 gruppi perfetti di ordine al piu
2.000.0000 [23]. Vale anche la pena di osservare che
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circa il 46% di questi gruppi perfetti ha ordine
1.966.080 = 217 .3 - 5.

3. Un gruppo finito di ordine »n puo essere generato
con [log,(n)] elementi, ma molto spesso basta un
numero decisamente piu basso di elementi. Ad
esempio 2.149 dei 2.328 gruppi di ordine 27 possono
essere generati con 4 elementi. E quindi interessan-
te, fissato d € I\, considerare il numero f(n,d) di
gruppi di ordine 7 generabili con d elementi e
studiare I'andamento asintotico della successione
{f(n,d)},cn- In [40] si prova che, per ogni primo p,

(d,+1)m,2

(26) f(pm;d) S p—2 +O(7n).

Nel 2001 Alex Lubotzky [34] ha generalizzato questo
risultato, provando che esiste una costante c tale che

f(n, d) < ncdlogz(n)

perognin,d € N. Questa stima e del corretto ordine
di grandezza. Infatti Avinoam Mann [38] ha provato
che per ognid > 1 esiste una costante positiva c; tale
che f(p™,d) > p‘™ per ogni potenza di primo p™.

3. — Sottogruppi e classi di coniugio

1. Denotiamo con o(G) il numero di sottogruppi di un
assegnato gruppo G. Recentemente, rendendo piu
preciso un risultato contenuto in [3], Marco Fusari e
Pablo Spiga [17] hanno dimostrato che, per ogni
gruppo finito G, risulta

logs (1G])

o(G) < |G+

essendo

1 > 1
c=]] 1<_1+2,;%>N7'37197'

1l =5

Questa stima e asintoticamente ottimale. Infatti se
indichiamo con P, il prodotto diretto di » gruppi
ciclici di ordine 2 allora

- _o(1Pul)
7,}Lnolc IOEZ(‘PM) =cC.
4

1P

Cosa possiamo dire se, invece di considerare tutti i
sottogruppi di un gruppo finito, consideriamo solo
quelli massimali? Nel 1961 Tim Wall [48] congetturo

che il numero di sottogruppi massimali di un gruppo
finito G fosse al piu |G| —1 (questa sarebbe una
stima ottimale, perche il prodotto diretto di » gruppi
ciclici di ordine 2 ha ordine 2" e contiene esattamen-
te 2" — 1 sottogruppi massimali). Lo stesso Wall
provo che la congettura e vera per ogni gruppo finito
risolubile. Nel 2007 Liebeck, Pyber e Shalev [32]
provarono un enunciato piu debole (esiste una co-
stante c tale che ogni gruppo finito G contiene al piu

3
2¢|G 2 sottogruppi massimali) ma nello stesso lavoro
dimostrarono anche che i gruppi semplici finiti,
tranne un numero finito di possibili eccezioni, soddi-
sfano alla congettura di Wall. Un inaspettato colpo di
scena si verifico nel 2012. Per renderne conto, devo
qui essere un po’ pit tecnico che nel resto di questa
esposizione. I1lettore che abbia meno familiarita con
le nozioni che sto per usare non si spaventi. E una
breve parentesi che mi permetto, con la giustifica-
zione che quello che sto descrivendo e stato uno degli
eventi piu significativi tra gli approcei asintotici alla
teoria dei gruppi degli ultimi anni. Successivamente
tornero a utilizzare solo nozioni assolutamente di
base. Scommettendo che la congettura fosse vera
per tutti i gruppi semplici, il caso critico che si
prospettava era quello del prodotto semidiretto di
uno spazio vettoriale V con un gruppo semplice G
che agisce su V irriducibilmente e fedelmente. Il
conto del numero di sottogruppi massimali di tale
prodotto semidiretto richiede il calcolo della dimen-
sione del primo gruppo di coomologia H* (G,V). Nel
1986 Bob Guralnick aveva congetturato che tale
dimensione fosse limitata da una costante assoluta
valida in tuttii casi. In realta, ai fini della congettura
di Wall, quello che basta, e che & in ogni caso
necessario, & limitare la dimensione di H'(G,V) in
funzione del rango di Lie di G nel caso in cui G sia un
gruppo semplice di tipo Lie. Nel giugno del 2012 fu
organizzato, presso '’American Institute of Mathe-
matics (San Jose, California), un workshop intitolato
“Cohomology bounds and growth rates”, dedicato a
recenti sviluppi che sembravano prospettare un’im-
minente dimostrazione della congettura di Gural-
nick. Il terzo giorno del workshop Leonard Scott,
uno degli organizzatori, riferi di alcune evidenze
computazionali ottenute da un suo studente, Tim
Sprowl, che prospettavano I'esistenza di esempi in
cui la dimensione di H'(G, V) assumesse valori non
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contrari alla congettura di Guralnick ma comunque
superiori alle aspettative. Uno dei partecipanti al
workshop, Frank Luebeck, era un esperto di teoria
dei gruppi computazionale, e riusci a far girare
durante la notte un programma da lui implementato
per effettuare computazioni proibitive che nessuno
finora era riuscito a completare. Tra gli esempi che
Luebeck riusci a testare, se ne presentarono alcuni
che smentirono sia la congettura di Guralnick che la
congettura di Wall. Nei giorni successivi questo
approccio porto a concludere che non solo la conget-
tura di Wall era falsa, ma che si potevano esibire
infiniti controesempi. E curioso tuttavia osservare
che in tutti i controesempi noti, il numero di sotto-
gruppi massimali di G € comunque inferiore a |G| Ita
con a < 1/1000. Quindi seppur falsa, la congettura
predice un numero di sottogruppi massimali di
pochissimo inferiore a quello che in realta sembra
potersi verificare.

2. Ricordo che due elementi g1, g» di un gruppo G si
dicono coniugati in G se esiste x € G tali che
g2 = 2 'g1x. La relazione di coniugazione & una
relazione di equivalenza e le classi di equivalenza
vengono dette classi di coniugazione. Indichiamo con
x(@G) il numero di classi di coniugazione di un dato
gruppo G. Chiaramente x(G) < |G|, e vale 'ugua-
glianza se e solo se G & un gruppo abeliano. Ma
quanto piu piccolo puo essere x(G) rispetto a |G|?
Una prima rilevante osservazione relativamente a
questa domanda la si puo trovare in un lavoro di
Edmund Landau [30] del 1903. Rispondendo a un
quesito proposto da Frobenius, Landau dimostra
che, per ogni intero positivo ¢, esiste solo un numero
finito di gruppi finiti G con k(G) = t. Come osservato
da Richard Brauer, 'argomento usato da Landau
permette di dimostrare che, per ogni gruppo finito
G, risulta

r(G) = logy(log,(|GI)).

Val la pena di osservare che, contrariamente a
quanto si puo essere portati a congetturare in base
a questo risultato, esistono gruppi infiniti in cui tutti
gli elementi diversi dall’identita sono tra loro coniu-
gati.

In una sua famosa raccolta di problemi aperti,
Brauer [4] propose di cercare una stima inferiore
sostanzialmente piu fine. Segue da un classico

risultato di Philip Hall che x(G) > logy(|G|) per
ogni gruppo G finito e nilpotente, mentre Mark
Cartwright [6] dimostro che esiste una costante
positiva a tale che, per ogni gruppo finito risolubi-
le G, si ha x(G) > a(logy |G])’, con b~ 0.00347.
D’altra parte Laszlo Kovacs e Charles Leedham-
Green [28] hanno provato che per ogni primo
dispari p esiste un gruppo P di ordine p” con
k(P) = (p* — p? + p + 1)/2. Quindi esistono gruppi
con ordine n arbitrariamente grande, ma con meno
di (logy(n))? classi di coniugazione.

La migliore risposta alla questione proposta da
Brauer e al momento quella data da Thomas Keller
[27] nel 2011: esiste una costante € > 0, esplicita-
mente computabile, tale che per ogni gruppo G di
ordine n > 4, risulta

elogsm

G)> 2" .
(logy logy 1)

3. Concludiamo questa sezione con un’altra domanda
piuttosto naturale e concreta. Quanto e lontano un
gruppo finito dall’essere abeliano? Formalizziamo
meglio la domanda. Ogni gruppo finito G contiene
sottogruppi abeliani (ad esempio tutti i suoi sotto-
gruppi ciclici). Si puo dire che almeno uno di questi
sottogruppi abeliani ha ordine “grande” in funzione
dell’ordine del gruppo G?

Lo studio di questa questione comincia con un
contributo di Paul Erdos e Ernst Gabor Straus [9]
che nel 1976 hanno dimostrato che ogni gruppo di
ordine » contiene un sottogruppo abeliano di ordine
approssimativamente uguale a log, 7. Questo risul-
tato e stato perfezionato da Pyber [43], dimostrando
che esiste ¢ > 0 tale che ogni gruppo di ordine 7
contiene un sottogruppo abeliano di ordine almeno

Zew/logzn.

Merita di essere menzionato un altro risultato
asintotico contenuto in [9]. Denotiamo con oy(G) il
numero di t-uple ordinate di elementi di G che
au(G)

a;-1(G)
all'infinito con il crescere dell’ordine di |G|.

commutano a due a due. Risulta che tende

4. — |l gruppo simmetrico

Riconsideriamo adesso alcune delle questioni propo-
ste nella sezione precedente nel caso particolare del
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gruppo simmetrico Sym(n), ossia il gruppo delle
permutazioni dell'insieme {1,...,n}.

1. E ben noto che il numero di classi di coniugazione
k(Sym(n)) del gruppo simmetrico di grado % coinci-
de con il numero di partizioni di 7, ossia con il
numero p(n) di modi di scrivere n come somma di
interi positivi, senza tener conto dell’'ordine degli
addendi. Determinare l'andamento asintotico di
k(Sym(n)) al crescere di » si riduce quindi a un
problema di teoria dei numeri (qual & 'andamento
asintotico della funzione di partizione?), a cui hanno
dato soluzione Ramanujan e Hardy nel 1918. Ricor-
diamo anche un risultato di Kovacs e Robinson [29],
in base al quale x(G) < 5"~ per ogni G < Sym(n).

Cosa succede invece se consideriamo il numero
o(Sym(n)) dei sottogruppi di Sym(n)? Utilizzando
un computer possiamo ricavare alcuni dati speri-
mentali, per farci una vaga idea della rapidita con cui
cresce o(Sym(n)) all’aumentare del valore di n.
Nella seconda colonna della tabella successiva sono
indicatiivalori di o(Sym(n)) al variare din trale 12.
Molti di questi sottogruppi sono tra di loro isomorfi,
cosi nella terza colonna viene riportato il numero di
sottogruppi di Sym(n), contati a meno di isomorfi-
smo.

1 1 1
2 2 2
3 6 4
4 30 9
5 156 16
6 1455 29
7 11300 55
8 151221 137
9 1694723 241
10 25594446 453
11 404126228 894
12 10594925360 2065

Come in altre situazioni descritte prima, ci si rende
conto che o(Sym(n)) cresce molto rapidamente. Una
descrizione alquanto precisa dell’andamento asinto-
tico della successione {o(Sym(n))},c € stata otte-
nuta solo recentemente da Colva Roney-Dougal e
Gareth Tracey [45], che hanno provato il seguente

risultato: esistono due costanti o > 0 e (3 tali che, per
ogni n > 1, risulta

Hz nz §
(41) 2E+om10gn S U(Sym(%)) S 2£+3’ﬂ2

In [26] invece si dimostra che il numero di sotto-
gruppi di Sym(n), contati a meno di isomorfismo, &

almeno 25 °™). Si pud calcolare che circa il 42% dei
sottogruppi di Sym(12) ha ordine potenza di 2. Si
congettura che questa proporzione si avvicini ad 1 al
crescere di #, ma manca ancora la dimostrazione di
un risultato di questo tipo.

2. Ci si puo anche chiedere con quale probabilita un
sottogruppo casuale di Sym(n) soddisfi a determi-
nate proprieta permutazionali. Ad esempio e inte-
ressante studiare il numero fiyans(7) di sottogruppi
di Sym(n) che sono transitivi (ricordiamo che
G < Sym(n) e transitivo se, per ogni 1 < i <j <,
esiste g € G tale che g(7) =j). In[35] si dimostra che
esiste una costante positiva [ tale che

(1’71,2

(4.2) fvans(m) < 2V,

Combinando (4.1) e (4.2), si deduce che la probabilita
che un sottogruppo casuale di Sym(n) sia transitivo
tende a zero quando 7 va all'infinito. A questo risul-
tato si puo collegare anche il seguente: con il tendere
di  all'infinito tende a 1 la probabilita che un arbi-
trario elemento g di Sym(n) abbia la proprieta che gli
unici sottogruppi transitivi di Sym(») che lo conten-
gono siano Sym(n) e il gruppo alterno Alt(n) [37].

3. Tra i sottogruppi transitivi di Sym(n), sono par-
ticolarmente importanti quelli primitivi. Ricordiamo
che un sottogruppo transitivo G di Sym(n) e detto
primitivo se le uniche partizioni di {1,...,n} inva-
rianti per I'azione di G sono quella che consiste degli n
blocehi {1},...,{n} e quella che consiste dell'unico
bloceo {1, ...,n}. In tantissimi casi, la dimostrazione
di un qualsiasi risultato riguardante i gruppi di
permutazione transitivi si riduce al caso primitivo,
quindi non sarebbe sbagliato affermare che i gruppi
primitivi svolgono nell’ambito dello studio dei gruppi
di permutazione un ruolo paragonabile a quello svolto
dai gruppi semplici nello studio dei gruppi finiti. Per
n >3, Sym(n) e Alt(n) sono primitivi. Un altro
esempio di gruppo primitivo lo si ottiene quando » e
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una potenza di primo, e si considera il gruppo delle
permutazioni sugli elementi di un campo [ con n
elementi che mandano x € I¥ in ax + b, dove a e b
sono arbitrari elementi di F, con a # 0. Un risultato
molto importante di Peter Cameron, Peter Neumann
e David Teague [5] afferma che linsieme A dei
numeri naturali » per i quali Sym(n) e Alt(n) sono
gli unici sottogruppi primitivi di Sym(») ha densita 1
nell'insieme N (ma attenzione, quello che succede per
valori piccoli di % potrebbe trarre in inganno: 34 e il
pit piccolo elemento di A). Pii precisamente, deno-
tato con A\(n) il numero degli interi positivim < n per
iquali Sym(m) contiene sottogruppi primitivi diversi
da Sym(m) e Alt(m), siha A\(n) ~ 2n/log, n. In ogni
caso, i sottogruppi primitivi di Sym(») sono comun-
que “pochi”. Esiste infatti una costante assoluta c tale
che Sym(n) contiene al pit n¢°8" classi di coniugio di
sottogruppi primitivi [44]. Se » & un primo, allora tutti
i sottogruppi transitivi di Sym(#) sono primitivi, ma
utilizzando il risultato precedente si puo dimostrare
che, fissato un primo p, il rapporto tra sottogruppi
primitivi e sottogruppi transitivi di Sym(p*) tende a 0
quando % tende all'infinito.

Oltre che “pochi”, i sottogruppi primitivi di
Sym(n) sono anche “piceoli”. Quello di stimare I'ordi-
ne dei sottogruppi primitivi di Sym(») in funzione di
n e stato uno dei problemi centrali della teoria dei
gruppi nel diciannovesimo secolo, con contributi, tra
gli altri, di Cauchy e Bertrand. Nel 1860 questo
problema fu oggetto del Gran Premio dell’ Accademia
di Parigi. Il premio in quell’occasione non fu asse-
gnato, sebbene tra i contendenti si annoveri anche
Jordan. Utilizzando la classificazione dei gruppi sem-
plici finiti, negli ultimi decenni sono stati dimostrati
numerosi risultati significativi. Per esempio Cheryl
Praeger e Jan Saxl [41] hanno dimostrato che un
sottogruppo primitivo di Sym(n), diverso da Alt(n) e
Sym(n), ha ordine al piu 4.

4. Un altra domanda che ha stimolato diverse inve-
stigazioni e cosa si possa dire di un elemento casuale
di Sym(n). Questioni di questo tipo rientrano in
quella che si suole chiamare “teoria statistica dei
gruppi”. Ogni elemento del gruppo simmetrico si
puo scrivere come prodotto di cicli disgiunti e nel
1944 Goncharov [18] dimostro che per quasi tutti i
suoi elementi il numero di cicli coinvolti in questa
decomposizione e all'incirca In(n) (dove dicendo

“quasi tutti” si intende che le eccezioni sono al piu
o(n!)). Ma in questo contesto vanno menzionati
soprattutto una serie di contributi dovuti a Paul
Erdos e Pal Turan, apparsi tra il 1965 e 1973, e
dedicati al comportamento asintotico dell’ordine di
un elemento casuale di Sym(n) [10], [11], [12], [13],
[14], [15], [16]. Ad esempio, in questi lavori & dimo-
strato chel'ordine ord(x) di un elemento casuale x di
()2
Sym(n) e all'incirca e%, che tale ordine e divisibile
per tuttii primi minori di In(%)/ In(In(x)) e che il suo
piu grande fattore primo e approssimativamente
n/ eVl Piy precisamente, la distribuzione di
In(ord(x)) e asintoticamente una distribuzione nor-

. 1 . 1
male con mediana Eln2 n e varianza glm2 n. Questo

contrasta fortemente con un classico risultato di
Landau, in base al quale il massimo valore di
In(ord(x)) € (14 o(1))y/nIn(n).

5. — La congettura di Netto

1. Quello che discuteremo in questa sezione e un
problema che origina dal paragrafo seguente, conte-
nuto in un classico testo scritto da Eugen Netto [39]
nel 1892: If we arbitrarily select two or more sub-
stitutions of m elements, it is to be regarded as
extremely probable that the group of lowest order
which contains these is the symmetric group, or at
least the alternating group. In the case of two sub-
stitutions the probability in favor of the symmetric
group may be taken as about 3/}, and in favor of the
alternating, but not symmetric, group as about 1/}.

Formuliamo meglio quello che sta congetturando
Netto. Partiamo dalla facile osservazione che se
prendiamo a caso una coppia ordinata (x,y) di ele-
menti in Sym(n), con probabilita 1/4 entrambi questi
elementi appartengono al sottogruppo Alt(n), mentre
con probabilita 3/4 almeno uno dei due elementi non vi
appartiene. Secondo Netto, nel primo caso € molto
probabile che il sottogruppo di Sym(7) generato da x
e y sia esattamente Alt(n), mentre nel secondo caso
molto probabilmente x e y generano l'intero gruppo
simmetrico Sym(#). Di conseguenza, quasi certamen-
te il sottogruppo (x, y) generato da x e y coincide o con
Alt(n) o con Sym(n). Definiamo dunque:

[{(x,y) € Sym(n) x Sym(n) | Alt(rn) < (x,y)}|

Dn =
|Sym(n)[?

UN APPROCCIO ASINTOTICO ALLA TEORIA DEI GRUPPI FINITI

193



Anche in questo caso, possiamo usare un computer
per determinare p,, quando 7 & piccolo. Nella tabella
seguente vengono riportati i valori di p, per
2 <n <13. I primissimi valori oscillano un po’ e
non rivelano ancora un preciso andamento, ma a
partire da % > 7 la successione {p,}, . € crescente
e gia per n > 12 assume valori maggiori di 0.9.

2 0.750 0.795
3 0.722 0.859
4 0.542 10 0.875
5 0.633 11 0.894
6 0.588 12 0.903
7 0.794 13 0.913

Fu John Dixon [8] a confermare, nel 1969, la con-
gettura di Netto, provando che lim,,_.., p, = 1. Piu

precisamente p, > 1 — 2/(In(In(n)))>.

2. Voglio evidenziare una conseguenza poco eviden-
te di questo risultato, legata a una questione con-
creta che emerge nell’ambito della teoria dei gruppi
computazionale. Supponiamo di voler identificare
computazionalmente, per un assegnato gruppo G e
un intero positivo ¢ “non troppo grande” un insieme
91,--.,0¢ di elementi di G tali che G = (¢g1,...,9:)
testando t-uple in G* scelte casualmente. Chiara-
mente ¢t deve essere maggiore o uguale della
cardinalita minima, che denoteremo con d(G), di
un insieme di generatori per G. Denotiamo con
P(G,t) la probabilita che una t-upla ordinata
(91,---,9¢) € G' generi G. Se P(G,t) & troppo vicino
a zero, la nostra ricerca di una t-upla di generatori
fatta testando t{-uple scelte casualmente ha scarse
probabilita di avere successo. Quindi e importante
scegliere ¢ che sia sufficientemente grande per
garantirci che P(G,t) sia abbastanza elevato e nello
stesso tempo il pitl piceolo possibile rispetto a d(G).
Fissato un numero reale positivo < 1 la domanda
che emerge e: esiste una funzione f, : N — N tale
che P(G.,f,(d(G))) > n per ogni gruppo finito G2 11
risultato di Dixon implica

lim P(Alt(n),2) =1.

NnN—0o0

Inoltre é noto che per ogni n > 5,

P(Alt(n),2) > P(Alt(6),2) = 53/90.

Non e difficile dimostrare che, per n > 5, il prodotto
diretto (Alt(n))" diu copie di Alt(n) & generabile con
2 elementi se e solo se

P(Alt(n),2) - n!

Qp,

u <

cona, = 8sen = 6, a, = 4 altrimenti. Ad esempio,
essendo P(Alt(5),2) = %, il prodotto diretto
(Alt(5))" di 19 copie di Alt(5) & generabile con 2
elementi. Ma si puo anche dimostrare che la
probabilita di generare con 2 elementi (Alt(5))"
& molto bassa. Infatti segue ad esempio da[25 Pro-
position 9] che

190 2263261

3019 216243896484375000

Pit in generale, da quanto detto sopra, segue che per

n!

P((Alt(5))",2)

n > T1il gruppo (Alt(n))s e 2-generato ma la proba-
bilita che una coppia di elementi lo generi e pressoché
nulla. Ma é molto peggio di cosi: Alex Lubotzky e Bill
Kantor [25] hanno provato infatti il fatto seguente:

n!

lim P((Alt(n))s, [v/]) = 0.
In particolare, fissato k € N, la probabilita che k

n!

elementi di (Alt(n))s lo generino tende a zero al
crescere di n. Questo dimostra che per nessun
numero reale positivo 1 puo esistere una funzione
f», con le proprieta prima auspicate. Vale comunque
un risultato pit debole: per ogni 0 < 1 < 1 esiste una
costante c, tale che, per ogni gruppo finito G,
P(G,d(G) + ¢, log;logy |G]) > 7 [7].

3. Stime asintotiche sulla probabilita di generare un
gruppo finito con un assegnato numero di elementi
sono alla base di un algoritmo proposto in [36], per
risolvere in tempo polinomiale il problema della
generazione di un dato gruppo finito G, dove con
“problema di generazione” si intende: determinare
d(G) e trovare un insieme di generatori di G di
cardinalita d(G). Piu precisamente, chiamiamo “test
di generazione” la verifica che un assegnato sottoin-
sieme di G lo generi. In [36] si dimostra che si puo
risolvere il problema di generazione per G effettuan-
do al piu |G| 13/5 test di generazione. Successivamente
in [24] e stata presentata una variante stocastica
dell’algoritmo proposto in [36] che permette di risol-
vere il problema di generazione per gruppi di permu-
tazione di gradon con O(n? log n) test di generazione.

194

ANDREA LUCCHINI



6. — Gruppi semplici

1. E ben noto che risale al 1984 il completamento
della classificazione dei gruppi semplici finiti. Si
tratta di un risultato chiave, si puo dire il piu
rilevante, nell’ambito della teoria dei gruppi. D’altra
parte la dimostrazione completa del teorema di
classificazione e distribuita in circa 500 articoli, e
riempie quasi 15.000 pagine a stampa. Sono in atto
diversi progetti mirati a rivedere e migliorare la
dimostrazione, ma finora nessuna sostanziale sem-
plificazione e stata prodotta. Per questo, quando si
dimostrano nuovi risultati in teoria dei gruppi, c¢’e
sempre lo sforzo di usare con parsimonia (se possi-
bile addirittura evitarla) la classificazione dei gruppi
semplici. Ma e raro che si riescano a produrre
risultati significativi senza far ricorso, in un modo
o nell’altro, a proprieta dei gruppi semplici al mo-
mento dimostrabili solo usando la classificazione.
Questo € ampiamente vero per la maggior parte
dei risultati che ho esposto finora. Quasi tutti dipen-
dono dalla classificazione, e alcuni di essiin maniera
davvero pesante.

Sia come elemento base per dimostrare risultati
pit generali sia come argomento rilevante di per sé,
il comportamento asintotico dei gruppi semplici
finiti e stato ampiamente investigato.

2. Abbiamo visto nella sezione precedente che la
probabilita di generare il gruppo alterno di grado
n con due suoi elementi scelti a caso tende a 1 quando
n tende all'infinito. Nel lavoro in cui lo dimostro,
Dixon congetturo che si trattasse del caso partico-
lare di un risultato piu generale. Una delle conse-
guenze della classificazione dei gruppi semplici e che
ogni gruppo semplice puo essere generato con 2
elementi. Quello che congetturo Dixon e che, facen-
do variare S nella famiglia dei gruppi semplici finiti,
la probabilita che due elementi di S lo generino
tende a 1 quando l'ordine di S va all'infinito. La
congettura e vera e la dimostrazione viene dai
risultati dimostrati in [25] e [33]. Val la pena di
evidenziare un ingrediente fondamentale della di-
mostrazione. Se due elementi di S non lo generano,
allora il sottogruppo che essi generano e contenuto
in un sottogruppo massimale di S. Intuitivamente,
pit alto e il numero di sottogruppi massimali di S, piu

bassa e la probabilita di generarlo con 2 elementi.
Questo ha suggerito di introdurre una funzione zeta
che codifica la crescita del numero di sottogruppi
massimali di S in funzione del loro indice. Precisa-
mente, considerato Ml'insieme dei sottogruppi mas-
simali di S, per ogni ¢t € R definiamo

Gs(t) = > 1S M|,

MeM

In [31] & dimostrato che, fissato ¢ > 1, (s(t) — 0 per
IS| — oo. La congettura di Dixon segue da questo
risultato e dal fatto che P(S,2) > 1 — (5(2).

Non sorprende che 'abbondanza in un gruppo
semplice S di coppie di elementi che lo generano
abbia come conseguenza che per ogni 1#x €S
esiste y € S tale che S = («x, 7). Bob Guralinck e Bill
Kantor [19] hanno provato che vale un risultato
ancora piu preciso: ogni gruppo semplice S contiene
una classe di coniugazione C con la proprieta che, per
ogni 1 # x € §, C contiene molti elementi (pit di un
decimo della cardinalita di C) tali che S = (x,y).

3. Siano G un arbitrario gruppo finito e X un suo
sottoinsieme. Denotiamo con ¢(G,X) il piu piccolo
intero d tale che ogni elemento di G si puo scrivere
come prodotto di al pitt d elementi di X UX~!. Un
facile argomento di conteggio mostra che
6(G,X) > logyx(|G]). In [1] si dimostra che esiste
una costante assoluta v tale che ogni gruppo sem-
plice non abeliano S contiene un insieme di ge-
neratori X di cardinalita al pit 7 e tale che
§(S,X) < ylog, |S|. E curioso osservare che non vale
un risultato analogo per i gruppi abeliani. Infatti se
G=(X) e un gruppo abeliano finito, allora

6(G.X) >3 (\Gﬁ - 1).

4. Tra i problemi ancora aperti nell’ambito dello
studio dei gruppi semplici finiti ¢’ la conferma della
seguente importante congettura di Thompson: ogni
gruppo semplice finito non abeliano S contiene una
classe di coniugio C tale che S = C?, ossia ogni
elemento di S puo essere scritto come prodotto di
due elementi di C. La congettura e stata verificata
per diverse famiglie di gruppi semplici ma non
ancora in generale. Nel 2007 Aner Shalev [46]
dimostro un risultato asintotico a supporto di tale
congettura. Dato un numero reale positivo € e un
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gruppo semplice finito non abeliano S, denotiamo
con 7.(S) la probabilita che un elemento x scelto
casualmente in S sia tale che |CZ|/|S| > 1 — ¢, essen-
do C, la classe di coniugazione che contiene wx.
Risulta che, per ogni €, limg_, 7(S) = 1.
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