Matematica, Cultura e Societa

RIVISTA DELL'UNIONE MATEMATICA ITALIANA

ALBERTO COGLIATI

Ricci Curbastro e la nascita del calcolo differenziale assoluto

Matematica, Cultura e Societa. Rivista dell’Unione Matematica Italiana, Serie 1, Vol. 10

(2025), n.2, p. 121-145.
Unione Matematica Italiana

<http://wuw.bdim.eu/item?id=RUMI_2025_1_10_2_121_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale é consentito liberamente per motivi di ricerca e studio. Non
& consentito 1'utilizzo dello stesso per motivi commerciali. Tutte le copie di questo documento devono riportare
questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)
SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/


http://www.bdim.eu/item?id=RUMI_2025_1_10_2_121_0
http://www.bdim.eu/

Matematica, Cultura e Societa. Rivista dell’Unione Matematica Italiana, Unione Matematica Italiana, 2025.



Matematica, Cultura e Societa — Rivista dell’lUnione Matematica Italiana
Serie |, Vol. 10, N. 2, agosto 2025, 121-145

Ricci Curbastro e la nascita del calcolo
differenziale assoluto

ALBERTO COGLIATI
Universita degli Studi di Padova
E-mail: alberto.cogliati@unipd.it

Sommario: In occasione del centenario dalla scomparsa del suo principale ideatore, questo articolo st propone
di ripercorrere alcune delle tappe pin significative che portarono Gregorio Ricci Curbastro allo sviluppo del nuovo
calcolo. Particolare attenzione sara dedicata agli anni della sua formazione scientifica presso 'Universita di Pisa
e la Scuola Normale Superiore, con un’enfasi particolare sul ruolo svolto da Enrico Betti nell orientare gli interessi
di ricerca del giovane Ricci verso la fisica matematica e, piw in generale, verso un approfondito studio dell’eredita
scientifica di Riemann. Vengono inoltre analizzati alcuni dei lavor:y prodotti tra il 1884 e il 1892, nei quali
comparvero per la prima volta i concetti fondamentali della teoria: la proprieta di covarianza dei coefficienti di
particolart forme differenziali quadratiche, la definizione esplicita dei sistemi di funzioni covarianti e controva-
riantt (tensori) e la nozione di derivata covariante.

Abstract: On the centenary of the death of its main discoverer, this article aims to retrace some of the most
significant steps that led Ricci to develop the new calculus. Particular attention will be devoted to the years of his
scientific training at the University of Pisa and the Scuola Normale Superiore, and to the decisive role played by
Enrico Betti in guiding the young Gregorio’s research interests towards mathematical physics and, more
generally, towards a careful study of Riemann’s scientific legacy. Some works from the period 1884-1892 will also
be analysed 1 some detail, in which the main notions of the theory appeared: the covariance property of the
coefficients of certain quadratic differential forms, the explicit definition of systems of covariant and

contravariant functions (tensors), and the covariant derivative

1. — Introduzione

Diversamente da molti contributi fondamentali nella
storia della matematica, il calcolo differenziale asso-
luto sviluppato da Gregorio Ricci Curbastro non
consistette tanto nella scoperta di nuove nozioni e
di nuovi teoremi, ma piuttosto in un modo nuovo di
organizzare e comprendere risultati gia noti che
poterono finalmente essere interpretati alla luce di
radici concettuali comuni. In altri termini, si potreb-
be dire, da un punto di vista storico la portata del
calcolo di Ricei fu di natura prevalentemente meta-
teorica, nel senso che esso si esplicito come una
riflessione matura, e per nulla banale, sopra un

Accettato: 29 giugno 2025.

corpo di dottrine gia esistenti, quali la teoria delle
varieta riemanniane, la teoria dell’equivalenza delle
forme quadratiche differenziali e la teoria degli
invarianti e dei parametri differenziali.

Tale carattere metateorico dal nuovo strumento
algoritmico impedi per qualche tempo il riconosci-
mento delle sue reali potenzialita. Allo stesso tempo,
pero, esso rese disponibile un vasto spettro di
applicazioni che investirono tanto la fisica-matema-
tica quanto la geometria pura. Due esempi, tra i
molti, nei quali il calcolo di Ricci pote dispiegare la
sua feconda efficacia possiamo ritrovare nella teoria
della relativita generale e nei numerosi tentativi di
generalizzazione della geometria metrica rieman-
niana che fecero seguito all'interpretazione geome-
trica della derivata covariante proposta nel 1917 da
Tullio Levi-Civita, che di Ricci fu allievo, nel suo
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celebre contributo [Levi-Civita 1917], Sulla nozione
di parellelismo in una varieta qualunque.

In effetti, il caleolo differenziale assoluto fu rico-
nosciuto come strumento essenziale di ricerca solo
allindomani della pubblicazione, nel biennio 1915-
1916, da parte di Einstein delle fondamentali memo-
rie sulla teoria della gravitazione, nelle quali venne
esplicitamente menzionato il ruolo cruciale che i
lavori di Rieci avevano rivestito nello sviluppo della
nuova teoria. Prima di allora, come evidenzia I'esito
delle competizioni per il Premio Reale di Matematica
alle quali Riceci partecipo nel 1887 e nel 1901, preval-
sero posizioni di scetticismo che vedevano (per la
verita, non senza qualche giustificazione) negli svi-
luppi formali del calecolo un corpo di tecniche e di
nozioni di gran lunga sproporzionato rispetto alle
applicazioni esplorate sino a quel momento.

A 100 anni dalla morte del suo principale scopri-
tore, ci proponiamo di ripercorrere alcune delle
tappe piu significative che condussero Ricci a svi-
luppare il nuovo calcolo. Porremo una particolare
attenzione agli anni della sua formazione scientifica
presso I'Universita di Pisa e la Scuola Normale
Superiore e al ruolo preponderante rivestito da
Enrico Betti nell’orientare gli interessi di ricerca
del giovane Gregorio nel campo della fisica matema-
tica e piu in generale verso un attento studio del-
'eredita scientifica di Riemann. Saranno poi analiz-
zati in qualche dettaglio alcuni lavori del periodo
1884-1892 nei quali fecero la loro comparsa le nozioni
principali della teoria: proprieta di covarianza dei
coefficienti di certe forme differenziali quadratiche,
definizione esplicita dei sistemi di funzioni covarianti
e controvarianti (tensori), derivata covariante. Infi-
ne, svolgeremo qualche riflessione sul processo di
ricezione del calcolo tensoriale in rapporto ai gia
citati Premi Reali. Specie per quanto riguarda i §§2-
4, la trattazione si avvarra di alcune fonti inedite che
si sono rese disponibili grazie alla cortesia del
Centro Archivistico della Scuola Normale Superiore
di Pisa e dell’Archivio Rieci Curbastro presso il
Liceo G. Ricci Curbastro di Lugo (RA).

2. — Gli anni giovanili e i primi studi

La formazione matematica del giovane Gregorio fu
contraddistinta, inizialmente, da un certa frammen-

tarieta. Gli studi presso la pontificia universita La
Sapienza che si erano avviati nel 1869 vennero inter-
rotti nel 1870 a causa dei rivolgenti politici del set-
tembre di quello stesso anno che fecero seguito alla
breccia di Porta Pia.(}) Ricei, insieme al fratello
Domenico, tento un trasferimento all’Universita di
Bologna che tuttavia fu ostacolato dalla mancanza di
un diploma di scuola superiore, di cui Ricci non
disponeva poiché la sua prima formazione era stata
affidata a precettori privati. Ricci entro nell’Ateneo
bolognese soltanto nel 1872. Qui segui, tra gli altri,
corsi di calcolo differenziale e integrale, di fisica e di
geometria descrittiva sotto la guida di Eugenio
Beltrami, che avrebbe a brevissimo lasciato Bologna
per assumere la cattedra di meccanica razionale a
Roma.

Dopo un solo anno trascorso a Bologna, probabil-
mente in cerca di un ambiente scientifico piu stimo-
lante, Ricci opto per il trasferimento alla Normale di
Pisa dove fu effettivamente ammesso nel novembre
1873, come studente esterno. Tra i suoi compagni di
studio ritroviamo quello stesso anno anche Luigi
Bianchi (1856-1826) il cui lavoro nel campo della
geometria differenziale, pur con metodi e intenti assai
diversi da quelli perseguiti da Ricei con il suo calcolo
tensoriale, avrebbe contribuito a plasmare i linea-
menti della disciplina fra Ottocento e Novecento.

Degli anni trascorsi da Ricei all'Universita di Pisa
e alla Scuola Normale abbiamo preziosa testimonian-
za nei quaderni di appunti che egli stesso traserisse e
che sono conservati nell’archivio delle sue carte a
Lugo. Tra questi spiccano le Lezioni di Analist
Superiore (1873-74) di Ulisse Dini, le Lezioni di
Meccanica Razionale (1873-74) di Ernesto Padova,
le Lezioni di Complementi di Calcolo Differenziale e
Integrale (1873-74) di Cesare Finzi, le Lezioni di
Meccanica Celeste (1874-75) e le Lezioni di Fisica
Matematica (1874-75) di Enrico Betti.

L’influenza pit marcata sulla formazione di Ricei
fu esercitata proprio da Betti e Dini. Quest’ultimo, in
particolare, fu supervisore della tesi di laurea (il cui
testo non ci e purtroppo pervenuto) che Ricei difese
nel giugno del 1875, intorno ad alcuni aspetti della
teoria delle equazioni lineari ordinarie nel campo

M In generale sulla biografia di Ricei, si vedano [Levi-
Civita 1925] e [Goodstein 2018].
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complesso e di tipo fuchsiano. Ad un tentativo di
generalizzazione della teoria di Fuchs ad equazioni
lineari che ammettono integrali non regolari, Ricei
dedico invece la tesi di abilitazione all'insegnamento.
Il lavoro, che pure non fu mai pubblicato e che e
rimasto in forma manoseritta (®) (il titolo & Alcune
Ricerche sulle Equaziont Differenziali Lineart a
Coefficienti Razionali), riveste tuttavia una qualche
importanza poiché contribuisce a chiarire il quadro
degli interessi di ricerca di Ricci, indicando il ruolo
rilevante che I'opera di Riemann esercito su di lui sin
da giovanissimo. Ispirato dai lavori del matematico
Wilhelm Thomé con i quali quest’ultimo, che era stato
allievo di Weierstrass a Berlino, aveva avviato un
primo tentativo di estensione della teoria di Fuchs al
caso di integrali irregolari, (}) Ricci si proponeva di
superare le difficolta che tale generalizzazione impli-
cava, mediante un opportuno adattamento dei proce-
dimenti cui Riemann aveva rapidamente accennato in
un celebre lavoro dedicato alle equazioni ipergeome-
triche. (*)

Risultato vincitore di una borsa di studio, Ricei
trascorse a Pisa anche I'anno accademico 1876-77. Cio
gli permise di dedicarsi in particolare allo studio
dell’elettrodinamica verso la quale ormai da qualche
anno Betti aveva rivolto i suoi interessi. Proprio su
stimolo di Betti nel 1877 Ricci si dedico alla stesura di
[Ricei 1877b], [Ricci 1877¢] due articoli di rassegna per
la rivista Il Nuovo Cimento sulle piu recenti acquisi-
zioni nel campo delle interazioni elettromagnetiche.

Nel primo di questi contributi Ricei si propose di
esporre le principali conseguenze di una formula che
il fisico Clausius aveva recentemente introdotto per
descrivere matematicamente l'interazione fra parti-
celle cariche e che in termini vettoriali (e quindi
anacronistici) puo essere resa nel modo seguente:

(1 v-v ee 0 (Vv
w F-v(()(1-7) 55 ()

dove F indica la forza esercitata dalla particella e’
sulla particella e, r 1a loro distanza relativa e v, v’ le
velocita, rispettivamente, di e ed ¢'.

(®) Tl manoscritto & conservato presso ’Archivio di Lugo.

() Sivedano in particolare [Thomé 1872a], [Thomé 1872b],
[Thomé 1873].

(*) Si tratta di [Riemann 1857].

L’intento che Ricci si prefiggeva era di procedere
ad un confronto con formule analoghe introdotte da
Weber e da Riemann e di valutarne le conseguenze a
partire da principi di conservazione generali quali 1a
conservazione del momento lineare, del momento
angolare e un principio di natura piu astratta (di cui
non veniva fornita alcuna interpretazione fisica) che
Ricci indicava con l'espressione di “principio di
Betti”. Si trattava di un prinecipio, per certi versi
assimilabile a quello di conservazione del momento
angolare la cui introduzione si doveva allo stesso
Bettiil quale ne aveva discusso il contenuto nel corso
di alcune lezioni tenute a Pisa nel 1877. Ai medesimi
intenti espositivi aspirava anche il secondo lavoro
sopra menzionato, pubblicato in quello stesso anno
sempre su Il Nuovo Cimento, nel quale Ricei pre-
sentava i punti essenziali della nuova elettrodinami-
ca di Maxwell.

3. — Il periodo trascorso a Monaco

Nel 1878 Ricci risulto vincitore di un bando mini-
steriale per borse di perfezionamento all’estero con
le quali il Ministero dell’Istruzione del neocostituito
stato unitario sosteneva il soggiorno di giovani stu-
diosi presso atenei esteri. Su consiglio dello stesso
Betti, la scelta di Gregorio si oriento verso il Poli-
tecnico di Monaco dove dal 1875 insegnava Felix
Klein. Da qualche anno Klein era in contatto episto-
lare con Betti, al quale lo accumunavano gli interessi
di ricerca per la teoria delle equazioni algebriche e
per l'opera di Riemann nel campo dell’analisi com-

F1GURrA 1 - Un particolare del manoscritto che reca il resoconto
del seminario tenuto da Ricci a Monaco nel luglio 1879, Band 1, 2,
Seite 75.
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plessa. Betti, dovette vedere nel collega tedesco
I'interlocutore privilegiato per guidare i primi passi
di Ricci nella ricerca matematica, tantopiu dal mo-
mento che in anni recenti (1876-1877) nel contesto
delle proprie ricerche sull’'icosaedro e sulle equazio-
ni di quinto grado Klein si era occupato anche della
teoria delle equazioni differenziali lineari del secon-
do ordine di tipo fuchsiano, un campo al quale lo
stesso Ricci aveva dedicato la propria tesi di laurea e
quella di abilitazione all'insegnamento.

Ricci giunse a Monaco nel novembre del 1878,
quando il semestre invernale era gia avviato. Su
indicazioni di Klein, comincio a seguire due corsi: il
primo, tenuto dallo stesso Klein, verteva su argo-
menti avanzati della teoria delle equazioni algebri-
che; il secondo, tenuto da Alexander von Brill, ri-
guardava invece la teoria delle funzioni ellittiche.

Una vivida testimonianza delle prime settimane
trascorse a Monaco possiamo trarre da una lettera
del dicembre 1878 che Ricei invio al proprio maestro
Betti, per ragguagliarlo sull’andamento del soggior-
no di studio.

Chiarissimo Sig.r Professore

Ella mi avra scusato se prima d’ora non Le ho
mandato notizie mie e dei miei studi, come Ella
gentilmente mi scrisse di desiderare, perché io stesso
ho voluto prima non solamente fissare il piano di detti
studi, ma addentrarmici un po’ per saperlene dire
qualche cosa di preciso. Quando presentai al Prof.r
Klein la di Lei lettera, questi mi disse che dei corsi,
che si facevano qui, egli vedeva due soltanto mi po-
tessero essere utili, il suo sulla teoria delle equazioni,
e quello del Prof.r Brill sulle funzioni ellittiche. In
pari tempo egli mi indico alcune teorie come ne-
cessarie a conoscersi per l'intelligenza del suo corso,
e mi consiglio di studiare nel Serret la teorica dei
numeri e quella delle sostituzioni e di piui la seconda
parte del Corso di Geometria del Clebsch pubblicato
da Lindemann. Aggiunga a questo il dovermi met-
tere al corrente delle lezioni gia fatte dal Klein prima
del mio arrivo e comprendera che il lavoro non mi e
proprio mancato, né mi puo mancare per ora. Anzi
per non disperdere 'attenzione sopra troppi soggetti
ho dovuto rinunziare a seguire il corso del Brill, cio,
che non mi e molto rincresciuto, perché la teoria delle
funzioni ellittiche ’ho fatta anche costi sotto il Prof.r
Dini. A questo modo ho potuto rivolgere tutta la mia
attenzione al corso interessantissimo del Klein e alle
diverse teorie, che a questo si riannodano, fra le quali
alcune, specialmente le geometriche mi sono affatto
nove. Vedo pure che mi sarebbe molto utile studiare

la memoria di Riemann sulle funzioni abeliane, e lo
faro se per lavvenire trovero il tempo, che ora mi
manca.

Intanto ho visto nel Serret i due primi capitoli della
teoria dei numeri e i primi quattro di quella delle so-
stituzioni, argomenti, al cui studio sento che prenderei
molto gusto, perché mi pare che ci sia ancora molto da
fare, cosi che mi auguro di poterci tornare sopra con
pil calma e di proposito.

Quanto al corso del Klein, egli si e finora trattenuto
sulla parte generale e preparatoria, come sulla ridu-
cibilita ed il suo significato nei diversi casi, sulla tra-
sformazione di Tschirnhaus e sulle equazioni, che
ammettono trasformazioni razionali in sé stesse, sui
gruppi di sostituzioni nei casi di n =5,7,11,6,8,12;
ete.. Soltanto nelle ultime lezioni prima del Natale egli
& venuto allo studio delle risolventi, che proseguiremo
dopo le vacanze.

Del resto io mi trovo benissimo qui [sic!] e son
molto contento di aver seguito il di Lei consiglio, del
quale La ringrazio, come pure dell’avermi procurata la
conoscenza di una persona cosl istruita e gentile come
il Prof.r Klein, da cui ho nei miei studi il pit valido
ajuto. ®)

Gliinteressi di studio di Ricci non mutarono nei mesi
successivi. Come egli stesso spiego nella seconda
delle relazioni (°) inviate al Ministero nell’agosto del
1879, decise di continuare a seguire i corsi di Klein e
in particolare il suo “Corso Speciale” dedicato in
quell’anno alla teoria delle funzioni modulari e alla
teoria delle trasformazioni delle funzioni ellittiche.
Del secondo semestre trascorso a Monaco restano
inoltre i sunti di due seminari che egli tenne nel
marzo e nel luglio del 1879 sul tema della teoria di
Galois di certe particolari equazioni algebriche di
grado 2" e su una memoria del matematico irlandese
Stephen Smith intorno ad una “nesso importantissi-
mo” tra la teoria delle forme quadratiche e delle
curve modulari. ()

Nel necrologio (®) che scrisse per Ricci nel 1925,
Levi-Civita osservava che i mesi trascorsi a Monaco
sotto la guida scientifica di Klein non paiono avere
suscitato un effetto evidente sulla sua produzione

(®) Centro Archivistico SNS, Lettera di Ricci a Betti, 29
Dicembre 1878.

(®) [Goodstein 2018, Cap. 3].

(") Si tratta di [Smith 1877], una breve memoria presenta-
ta da Luigi Cremona all’Accademia dei Lincei.

(®) Si veda [Levi-Civita 1925].
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matematica. In effetti, come si & visto, le materie di
studio che Ricci pote approfondire (teoria delle
equazioni algebriche, teoria dei numeri e teoria delle
funzioni ellittiche) ebbero poco a che fare con i temi
verso i quali di li a qualche anno i suoi interessi si
sarebbero rivolti.

Si puo supporre piuttosto, come lo stesso Levi-
Civita fu disposto a riconoscere, che Klein abbia
esercitato sul giovane Ricci un’influenza di natura
piu generale (e sotterranea), consolidando in lui
una attitudine verso il perseguimento di un’ideale
unita della scienza e favorendo, se mai ce ne fosse
stato bisogno, l'interesse verso l'intera opera di
Riemann.

4. — ll trasferimento a Padova e il primo dei
lavori sul calcolo

Al ritorno da Monaco, Riceci ottenne il suo primo
incarico accademico, con la nomina ad assistente di
Ulisse Dini presso I'Universita di Pisa per 'anno 1879-
1880. Pressoché contemporaneamente, Ricei tento di
muovere i primi passi della sua carriera universitaria
partecipando a svariati concorsi a cattedra a Roma,
Bologna, Napoli, Palermo e a Padova. Proprio a
Padova egli risulto vincitore di una posizione per
Professore Straordinario in Fisica Matematica. La
presa di servizio presso I’Ateneo patavino avvenne nel
dicembre 1880, I'inizio del corso a lui affidato era
invece previsto per il gennaio dell’anno successivo.

Della prima lezione per il corso di Fisica Mate-
matica che Ricci tenne a Padova I'8 gennaio 1881
abbiamo preziosa testimonianza in un documento
manoscritto (che gia Levi-Civita ebbe occasione di
visionare e di citare al momento della stesura del
necrologio per la morte dello stesso Ricei) che ri-
porta il testo dellintero discorso inaugurale. (°)

Soltanto qualche settimana prima, il 3 dicembre
1880, Ricci aveva interpellato Betti in cerca di
qualche consiglio rispetto al contenuto della lezione
inaugurale alla quale, con sua sorpresa, erano invia-
tati a partecipare non solo studenti della facolta ma
anche molti colleghi professori.

(® 11 manoscritto & preservato presso I’Archivio Ricci-
Curbastro di Lugo.
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Ficura 2 — Un particolare del quaderno contenente appunti
manoscritti, per mano di Ricci, delle lezioni di Enrico Betti sulla
Teoria del Calore, Pisa, 1876-77. Archivio Ricci Curbastro di
Lugo.

Chiar.mo Sig.r. Professore,

Ho appreso che a Padova vige 'uso a dir vero in-
crescioso che i nuovi Professori inaugurino il loro
corso con una prelezione, a cui intervengono molti
colleghi e discepoli della facolta. A quanto mi hanno
detto si tratta di cosa di poca importanza, ma che pur
bisogna fare e che specialmente in un corso matema-
tico presenta le sue difficolta. Mi parrebbe opportuno
nel caso mio di trattare qualche argomento di storia o
della scienza o dell'insegnamento delle Matematiche
superiori in Italia, ma ora non saprei dove mettermi le
mani per trovare la materia prima di un lavoro di
questo genere. (*°)

Ricei continuava la sua lettera appellandosi alla
cortesia di Betti, richiedendo consigli e una lista di
riferimenti bibliografici utili per predisporre la
lezione inaugurale e piu in generale per orientare i
contenuti del corso cui stava per dare inizio. In una
bozza di risposta non datata, che & preservata sul
retro della lettera di Ricci appena citata, Betti elar-
giva suggerimenti interessanti che, come si vedra,
Ricci avrebbe diligentemente fatto propri.

Caro Ricci,

Mi pare che un soggetto di una prelezione potrebbe
essere la influenza della Fisica Matematica ai pro-
gressi dell’Analisi matematica. La rappresentabilita

(% Centro Archivistico SNS, Lettera di Ricci a Betti, 3
Dicembre 1880.
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analitica di funzioni di quantita reali arbitrariamente
date originata dalla quistione delle corde vibranti e
dalla teoria del calore. La teoria delle funzioni di va-
riabili complesse della quale Riemann ha trovato [...]
principii delle funzioni potenziali [...] di Green [...]
originata dalla teoria della elettrostatica e del ma-
gnetismo [...] &)

Tra i consigli bibliografici inviati a Ricci, con ogni
probabilita Betti dovette includere anche quello alle
Lezioni elementari di Fisica Matematica di Fabri-
zio Ottaviano Mossotti e alla prolusione, li contenuta,
con la quale quest’ultimo aveva inaugurato il corso di
Fisica Matematica e Meccanica Celeste al momento
di assumere la cattedra di Fisica presso 'Universita
di Pisa nel 1841.

Sancendo un’ideale continuita con I'iniziatore
della scuola pisana, proprio alle parole che Mossotti
pronuncio in quella occasione Ricei affido il compito
di introdurre una descrizione generale del fine della
ricerca fisica e quindi una definizione del campo di
indagine della Fisica Matematica, in contrapposizio-
ne con quello della Fisica Sperimentale.

“L’investigazione delle leggi e la determinazione teo-
rica delle forze sono dunque i due grandi oggetti che si
propone la fisica e ciascuno di essi si conseguisce con i
suoi mezzi propri. Per primo oggetto e necessario
studiare la natura quale &, cioe esaminarla per mezzo
di osservazioni, interrogarla per mezzo di esperienze,
ed analizzando i risultamenti ottenuti, riconoscere per
induzioni successive quali sono le leggi, con cui il
Creatore ha regolato il mondo. Niente si puo scoprire
in questa parte per mezzo del solo raziocinio . . . per il
secondo oggetto si parte pure dalle leggi del movi-
mento, che l'esperienza ci ha somministrate, ma si
procede poi con raziocini puramente matematici a
dedurre dalle leggi verificate i caratteri delle forze, e
di Ii si discende a tutte le conclusioni riguardo ai fe-
nomeni. Di qui avviene la divisione della fisica in
isperimentale e matematica. La fisica sperimentale ha
per oggetto di far conoscere le osservazioni e le
esperienze, dalle quali si sono indotte le leggi, che
regolano i fenomeni; la fisica matematica di esporre i
metodi per i quali siamo saliti dall’analisi delle leggi a
caratterizzare le forze ed a somministrare i mezzi per

(*Y Centro Archivistico SNS, Minuta (non datata) di una
lettera di Betti a Ricci. Ringrazio Umberto Bottazzini per
laiuto nel decifrare alcune parti del manoscritto la cui lettura
e particolarmente difficile.

discendere in seguito dalla cognizione delle forze al
caleolo di tutti i fenomeni.” (1?)

Individuato cosi il fine che Fisica Matematica si
propone, seguendo i suggerimenti di Betti, Rieci
passava a discutere del ruolo che questa disciplina
aveva rivestito nel plasmare gli sviluppi dell’Analisi,
affrontando in particolare il problema della corda
vibrante e la questione della rappresentabilita in
serie trigonometriche di funzioni arbitrarie.

l'influenza piu decisiva e stata esercitata dalla Fisica
Matematica sui progressi dell’Analisi cosi che ad essa
puo dirsi si debba tutto quel complesso di teorie che
nelle nostre Universita si insegnano sotto il nome di
Analisi Superiore e che hanno prodotto un rivolgi-
mento radicale nello studio delle funzioni tanto di va-
riabili reali, quanto di variabili complesse. (13

L’enfasi con la quale Ricci affronto il tema appare
significativa, in primo luogo perché testimonia del-
l'idea di un rapporto strettissimo fra ricerca fisica e
ricerca matematica; in secondo luogo, poiché rivela
I'influenza esercitata sulla sua formazione dagli inse-
gnamenti di Ulisse Dini, del quale come sappiamo egli
fu assistente e al quale nel corso della sua prolusione
egli volle porgere uno speciale tributo di stima e di
riconoscenza, ricordando la recente pubblicazione del
trattato Serie di Fourier e altre rappresentazioni
analitiche delle funzioni di una variabile reale.

Questi problemi sono stati oggetto continuo di studi
profondi per parte specialmente dei Matematici te-
deschi del nostro secolo, ma mi e grato il poter rendere
omaggio al nome del mio amato ed illustre maestro il
Prof. Dini col ricordare qui il suo libro, di cui la prima
parte soltanto € uscita 'anno scorso alla luce, e sul
quale il problema delle rappresentazioni analitiche
delle funzioni delle variabili reali e trattata con tanta
generalita di metodi, ricchezza e novita di risultati da
assicurargli un posto distintissimo nella storia della
Scienza. (%)

Per qualche anno dopo il suo trasferimento a Pado-
va, la Fisica Matematica costitui non soltanto la sua

(*®) Archivio Ricei Curbastro di Lugo, Raccoglitore II1. La
lunga citazione e tratta, con qualche modifica, da [Mossotti
1845, p. 6 1.

(*3) Archivio Ricei-Curbastro di Lugo, Raccoglitore II1.

() Archivio Ricci-Curbastro di Lugo, Raccoglitore II1I.
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principale materia di insegnamento ma anche 'am-
bito privilegiato di ricerca. (**) Ne & testimonianza
una pubblicazione del 1882, Sulla funzione poten-
ziale di conduttori di correnti galvaniche costanti,
dedicata all’elettrodinamica e alla teoria del poten-
ziale nella quale, come ebbe a scrivere a Betti in una
lettera del marzo 1882, Ricci si proponeva di affron-
tare il seguente problema:

Dato un sistema di correnti elettriche costanti entro a
un conduttore isolato S, determinare in S una tale
distribuzione una tale distribuzione magnetica, la cui
azione sui punti esterni ad S equivalga quella delle
correnti date. (*)

A partire dal 1884, con il lavoro Sui principi di una
teoria delle forme quadratiche differenziali, il teno-
re delle pubblicazioni di Ricci muto profondamente
rispetto ai precedenti contributi di carattere fisico-
matematico, spostandosi prevalentemente verso
uno studio sistematico delle forme quadratiche dif-
ferenziali e dei loro invarianti, sancendo cosi la
nascita di cio che solo qualche anno piu tardi egli
avrebbe indicato con la denominazione di “caleolo
differenziale assoluto”.

Ma quali furono, é lecito chiedersi, le ragioni che
condussero Ricci a orientare i suoi interessi verso un
tale genere di questioni? Posticipando al paragrafo
successivo una esame piu dettagliato del contesto di
risultati e di problemi con i quali Ricci dovette
confrontarsi, un aspetto della formazione fisico-
matematica presso 'Universita di Pisa non dovreb-
be essere trascurato. Nonostante avesse gia ottenu-
ta la laurea e la abilitazione all'insegnamento, Ricci
trascorse a Pisa l'intero anno accademico 1876-77,
potendo usufruire di una borsa di studio. Proprio in
quell’anno Betti dedico un corso di Fisica Matema-
tica alla teoria del calore. Possiamo farci un’idea
assai precisa del contenuto di quelle lezioni oltre
che dagli appunti dello stesso Betti che sono conser-
vati presso il fondo archivistico della Scuola Norma-
le anche dai quaderni di mano dello stesso Ricci

(*®) Ricei continud a tenere corsi di Fisica Matematica
anche dopo la sua promozione a professore ordinario nel 1890
sulla cattedra di Algebra Complementare. Si veda a questo
riguardo [Goodstein 2018, Capp. 6, 8].

(*) Centro Archivistico SNS, Lettera di Ricci a Betti, 6
marzo 1882.

preservati a Lugo. Particolarmente interessante e la
prima parte del corso che reca il titolo “Conducibi-
lita” nella quale Betti affronto un caso particolare del
problema dell’equivalenza per due forme quadrati-
che differenziali. (*“) Con un evidente, seppur impli-
cito, riferimento alla discussione che dello stesso
problema aveva fornito Riemann nella sua Commen-
tatio Mathematica, Betti aveva ricondotto I'intera
trattazione a due problemi distinti: da un lato, la
determinazione di un opportuno sistema di coordi-
nate e dall’altro I'integrazione delle equazioni della
teoria che proprio il cambiamento di coordinate
adottato ha reso accessibile. Nelle parole di Betti:

Lo studio del problema generale [della conduzione del
calore], che forma I'oggetto di questa teoria, consiste
evidentemente di due parti, in una delle quali si tratta
di trasformare conveniente[mente] le equazioni del
problema, (**) o gli integrali, da cui queste dipendono,
e nell’altra di trovare la funzione F' che soddisfa alle
equazioni stesse. Occupiamoci della prima, e dimo-
striamo prima di tutto che se si ha una forma

Za“ o, 8 -e si pone x; = &(y1,y2,y3) la determi-

nazmne dei coefflclentl della forma trasformata

Zb“ayzayz

7
coefficienti della forma differenziale Z B, ydy,dyy, in
cui si trasforma per mezzo delle stesse formule

dipendono dalla determinazione dei

> A pdx;dzy. Noi dimostreremo questo teorema in
generale per qualunque numero di variabili.

(") Una formulazione precisa del problema é data nel § 5
di questo lavoro.

(*®) Betti si riferisce qui ad una formulazione variazionale
del problema della conducibilita per un corpo solido S di
superficie o, data dalla seguente condizione:

oT oT
,[ (Z;a“c') 890”)

5J h(T7T0)2d0+2J 0L sras — o,

ot

T, la temperatura e funzione del tempo ¢ e delle coordinate
xl, x?, B, ;. sono i coefficienti della conducibilita termica, e
Ty sono rispettivamente la conducibilita esterna e la tempe-
ratura esterna; infine, p e la densita e C il calore specifico. Qui,
e nel seguito, contariamente all'uso di Ricci e dei suoi
contemporanei, impieghero indici “in alto” per denotare gli
indici delle coordinate. Cio per rendere le formule pit ordinate
e trasparenti.
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La trasformazione dell’equazione del calore rispetto a
un cambiamento di coordinate qualunque é cosi ricon-
dotta al piti semplice problema della trasformazione di
due forme quadratiche differenziali i cui coefficienti,
denotati con B, e A, sono legati ai coefficienti della
conducibilita termica a,, b, dalle relazioni:

1 0det(B) 1 odet(A)

Br =Gt @) by T det(A) dan

e cioe sono tali per cui se si pone [a,s] =: A, [A,5] =: A
e[bys] = B,[Bys] = B,siha:A=A" B=B L Alla
luce di queste semplici considerazioni Betti si diffon-
deva quindi in un ampia discussione volta a ricavare
condizioni necessarie per l'esistenza di un cambia-
mento di coordinate che trasforma una data forma
differenziale ), , A;ydx’dx’ nella Y-, B;ydy'dy’.
Tra queste condizioni spiccano alcune relazioni dif-
ferenziali notevoli, indicate come condizioni neces-
sarie per la trasformabilita, quali:

n Ax9 Ol Dt Ok
0 = S (gh i) oo 22T
(a 7ﬁ’7) i i:1(g ) 2) aya 8y3 8?/7 895 )

a,0,8,y=1,....,n

che in effetti possiamo interpretare (retrospettiva-
mente) come le leggi di trasformazione delle compo-
nenti completamente covarianti del tensore di cur-
vatura di Riemann, (*°) e la relazione

(gk,hi) =0, g,k h,i=1,....m,

indicata come condizione necessaria affinché la for-
ma® =", A;yda'de’ sia trasformabile in una for-
ma differenziale quadratica a coefficienti costanti.
Proprio la dimostrazione del fatto che queste ultime
relazioni sono in realta anche sufficienti sarebbe
stato dimostrato da Ricci nel 1884 nel primo dei
numerosi contributi dedicati allo sviluppo del calcolo
differenziale assoluto.

E verosimile che proprio questo corso di lezioni
tenute da Betti abbia suscitato in Ricci un vivido
interesse verso lo studio delle forme quadratiche
differenziali e delle loro proprieta di trasformazione
rispetto a trasformazioni di coordinate arbitrarie,
che Riemann aveva avviato gia nel 1854 e che altri

(%) Un’espressione esplicita per tali funzioni a quattro
indici & data nel § 5.

matematici, quali Erwin Christoffel, Rudolf Lip-
schitz e Richard Beez, dopo la pubblicazione della
Habilitationsvortrag (1868) e della Commentatio
Mathematica (1876), avevano proseguito e appro-
fondito.

5. — Intermezzo: sulla storia del concetto di
tensore

Lo strumento delle coordinate offre l'innegabile
vantaggio di consentire l'impiego delle tecniche
dell’analisi per la risoluzione di problemi di ordine
geometrico. Allo stesso tempo, tuttavia, esso intro-
duce un carattere di arbitrarieta che e estraneo alla
natura delle questioni che si intendono trattare. Per
tale ragione, e necessario assicurarsi che le nozioni
geometriche (o fisiche) di cui si fa uso, pur espresse
in una forma dipendente dalle coordinate, abbiano
un significato intrinseco e indipendente dalla scelta
adottata. Il concetto di tensore risponde a questa
necessita.

Da un punto di vista storico, il calcolo tensoriale
fu il risultato di un processo di scoperta piuttosto
complesso che coinvolse svariati ambiti di ricerca
quali la geometria differenziale, la teoria della ela-
sticita, la cristallografia e naturalmente la teoria
della relativita. Verso la fine dell’Ottocento, soprat-
tutto per opera di Gregorio Ricci Curbastro e del suo
allievo Tullio Levi-Civita, a partire da un disorganico
e multiforme insieme di tecniche e di strumenti gia
esistenti, il calcolo poté organizzarsi in una disciplina
matematica autonoma.

Le denominazioni di tensore e di calcolo tenso-
riale non furono proprie dell’originaria trattazione di
Ricci, il quale parlo piuttosto di sistemi di funzioni
covarianti, controvarianti o misti e di calcolo diffe-
renziale assoluto. Il termine, introdotto per la prima

papressionibus eruibur
&b &h FI

L T ()
I Nl EE € b 8 s
LS} P T R T o i

ol wi haee gquaniilng per g deaigmatur

e 5 ©'F
_ 3 Lot e ) P .
{6y LT T) ; 1r..l’\-...

FiGgurA 3 — Un dettaglio della Commentatio Mathematica di
Riemann, dove compare la definizione dei simboli p; ; ;#, coinci-
denti, a meno di un inessenziale fattore numerico con i simboli
dati da (6).
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volta (1847) da W. Hamilton per designare la norma
di un quaternione, fu impiegato dal fisico Woldemar
Voigt, nello studio delle proprieta di simmetria dei
cristalli, per designare una quantita fisica determi-
nata da sei componenti e caratterizzata da opportu-
ne leggi di trasformazione. Le grandezze tensoriali
di Voigt venivano di fatto a coincidere con tensori
simmetrici covarianti di ordine due, in tre variabi-
1i. *°)

In seguito la nozione di tensore di Voigt fu
generalizzata al caso non simmetrico e a tensori di
ordine superiore e quindi proficuamente applicata
allo studio della elettrodinamica e della relativita
speciale. A partire dal 1913, Einstein riconobbe per
la fisica e gli sviluppi della propria relativita gene-
rale la necessita di disporre di un calcolo differen-
ziale assoluto, come quello che Ricci aveva sviluppa-
to da circa un ventennio, per fornire una formula-
zione invariante delle leggi di natura. Assecondando
'uso dei fisici del tempo, Einstein impiego la deno-
minazione di Voigt per indicare i sistemi di funzioni
covarianti o controvarianti introdotti da Ricei e da
allora le espressioni “tensore” e “calcolo tensoriale”
si affermarono definitivamente.

Secondo la definizione adottata da Ricei un siste-
ma di funzioni misto r-volte covariante e s-volte
controvariante consiste nella assegnazione di n"**
funzioni delle coordinate (x%,..., "), Tflly’.":’i’:s tali
che, rispetto a un qualunque cambiamento di coor-
dinate (x!,...,2")—(y*(x),...,y"(x)), sussistono le
seguenti leggi di trasformazione:

_ o I o I 896t1
l,nls Y Y
@ ThE =3 3 G e ot
hl,....hs t17----, r

t
O0x"™ s
oy et

dove si intende che le somme siano estese a
hl,...,hs,jl,...,j,n:1,...,%.

Esempi elementari di tensori sono offerti dalle
componenti dei campi vettoriali e delle cosiddette
forme pfaffiane che sono rispettivamente tensori
controvarianti e covarianti di ordine 1. Un esempio
notevole di tensore covariante di ordine 2 é la
metrica di una varietd riemanniana, immediata
generalizzazione della prima forma fondamentale

(®®) Per una disamina dettagliata dell’origine della deno-
minazione e della stessa nozione di tensore, si veda [Reich
1994].

di una superficie, che in un dato sistema di coordi-
nate (x!,...,2") assume la forma seguente:

n
(3) ¥ = ap(r)de'dat, *h
ik=1

dove le a;; sono funzioni delle coordinate che sod-
disfano alle seguenti proprieta: i) a; = ayi,
ik=1,...,m; i) >, axv'v" > 0, per ogni v € R",
v=',...,v") #0; iii) le funzioni x—ay () sono
funzioni di classe C%, dove definite.

L’introduzione di tale nozione risale al 1854, anno
in cui Riemann presento il proprio discorso di
abilitazione nel quale enuncio, in una forma piuttosto
vaga e discorsiva, le idee generali alla base di una
teoria delle varieta, oggi dette riemanniane, a un
numero qualunque di dimensioni.

Pur non disponendo del concetto di tensore, Rie-
mann fu molto esplicito nel riconoscere che le funzioni
x—a;;(x), coefficienti della metrica, non hanno di per
sé un significato geometrico intrinseco, poiché esse
dipendono dalla scelta (arbitraria) del particolare
sistema di coordinate adottato. Sorse allora il proble-
ma di stabilire condizioni atte a stabilire se due date
forme differenziali quadratiche differiscono o meno
I'una dall’altra per un semplice cambiamento di
coordinate. Esso puo essere cosi riformulato:

Problema 5.1 Trovare condizioni necessarie e suf-
ficienti affinché, date due forme differenziali qua-
dratiche

n n
4) @ = ay(r)da’de”, ¥ =" by(y)dy dy’
rs=1

ik=1
nelle variabili x',i =1,...,n ey’ i=1,..., esista
un cambiamento di coordinate y' = y'(x',. .., x")

(sufficientemente regolare) che trasforma ¥ in ® e
cioe tale che sussistano le relazioni:

() In termini pill precisi, una metrica riemanniana &
identificabile con un elemento del fibrato dei tensori cova-
rianti di ordine 2. Piui propriamente, dunque, ¥ dovrebbe
seriversi nella forma seguente 7, ayde’ ® da®. Si veda
[Spivak 1999, I, capp. 4 e 9]. Qui e nel seguito ignoreremo tale
distinzione, adeguandoci alla notazione “storica”.
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Il problema fu affrontato e parzialmente risolto da
Christoffel e Lipschitz con tecniche assai diverse.
Christoffel, come gia Riemann prima di lui, si servi
una serie di funzioni con multi-indici in termini delle
quali pote esprimere condizioni necessarie (e solo in
qualche caso anche sufficienti) affinché una data
forma ® nelle variabili o', ..., 2" sia trasformabile
in una seconda forma (essa pure data) ¥ nelle
variabili %', ... %" Tra queste funzioni rivestono
un ruolo assai rilevante i cosiddetti simboli di
Riemann-Christoffel di prima e seconda specie:

gl’b _1 8agk 8akh _8agh . )
[k}_2<8xh+8x9 g ) SlE=L

(6) )
-l

s=1

e i seguenti simboli a quattro indici, che oggi
possiamo riguardare come le componenti totalmente
covarianti del tensore di curvatura di Riemann:

1 &Pay  Paw  Pay,  Pay
(gheht) = 2 <890h890k + 0x90x’  Oxidxk 09096xh>

(R)

" (gi hk}_{gh}[ik] b
+;{ﬂ}[ﬁ 5 (|3 g.khi=1,.. n

Riemann guardo alle funzioni (R) come a una esten-
sione della nozione gaussiana della curvatura di una
superficie a varieta di dimensione 7% qualunque. Nel
caso pluridimensionale, la curvatura cessa di essere
una semplice funzione scalare definita sulla varieta
(come succede nel caso delle superfici) per acquisire
una struttura a quattro indici che, unitamente a
opportune proprieta di trasformazione, fanno di essa
un tensore. Tali coefficienti furono introdotti per la
prima volta dallo stesso Riemann, non nel suo di-
scorso inaugurale ma nel gia citato lavoro del 1861
(ma pubblicato solo in [Riemann 1876] con il quale
Riemann partecipo ad una competizione indetta
dall’Accademia delle Scienze di Parigi sul problema
della conduzione del calore. In questo stesso lavoro,
fecero la propria comparsa anche i simboli di Rie-
mann-Christoffel di prima specie, in una forma di
poco differente rispetto a quella data da (6).
Inizialmente tali simboli furono introdotti per
scopi prevalentemente algoritmici. Christoffel e

Rieci, in maniera piu esplicita e generale, si serviro-
no di essi per definire una operazione che proprio da
Ricei fu battezzata con 'espressione di derivazione
covariante: un tipo di derivazione (estensione della
ordinaria derivazione in uno spazio euclideo) che
consente di ottenere tensori ( + 1)-volte covarianti
a partire da un tensore r-volte covariante; soltanto
verso la fine degli anni Dieci del secolo scorso per
opera di alcuni fondamentali contributi di Levi-
Civita e di Arnoldus Jan Schouten, ad essi fu
effettivamente attribuito un significato geometrico
in termini della nozione di parallelismo fra vettori
controvarianti (o covarianti). Fu questo l'inizio di
una fase di nuovi sviluppi e di profondi mutamenti
per la disciplina che orientarono le ricerche di molti
specialisti (lo stesso Schouten, Hermann Weyl, Elie
Cartan) verso un superamento del quadro teorico
riemanniano e verso la creazione della cosiddetta
teoria delle connessioni.

6. — La nascita del Calcolo Differenziale
Assoluto

I caleolo differenziale assoluto fu il risultato di un
processo di scoperta lento e graduale che si svolse
nell’arco di circa un decennio (1884-1892), durante il
quale Ricci ideo e perfeziono progressivamente le
nozioni chiave del suo algoritmo. Un primo impor-
tante contributo fu I'articolo intitolato Principt di
una teoria delle forme quadratiche differenziali,
[Rieci 1884], in cui Ricei forni una discussione molto
dettagliata del problema dell’equivalenza per le
forme quadratiche differenziali, proponendosi un
duplice obiettivo: offrire una trattazione delle forme
quadratiche differenziali attraverso strumenti di
natura puramente analitica e introdurre un criterio
di classificazione che potesse aprire la strada a
ricerche piu sistematiche sull’argomento.
L’introduzione a [Ricci 1884] offre interessanti
spunti di riflessione da questo punto di vista. Qui
Ricei esprimeva la volonta di perseguire un ideale di
uniformita e generalita nei metodi che, a suo avviso,
non si riscontrava negli studi pubblicati in prece-
denza. Dopo aver richiamato i lavori pionieristici di
Riemann, in particolare, ' Habilitationsvortrag e la
Commentatio Mathematica, Ricci descriveva bre-
vemente i contributi dei suoi predecessori (Christof-
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fel, Lipschitz, Voss e Beez) osservando che, a suo
giudizio, (quasi) tutti presentavano difetti metodo-
logici comuni:

quasi tutti i Geometri che si sono fino ad ora occupati
di questo argomento [cioé della teoria delle forme
quadratiche differenziali], [...] chiesero alle teorie che
valgono pel nostro spazio e per le superficie ordinarie
a due dimensioni, norma alle loro ricerche. E se i ri-
sultati a cui giunsero furono notevoli, i metodi non
appaiono sempre chiari e non rendono dei risultati
stessi sufficiente ragione [...]. [Ricci 1884, pp. 139-140]

Inoltre, Ricci intendeva abbandonare ogni riferi-
mento esplicito ad analogie di natura meccanica e
geometrica, a favore di una trattazione puramente
analitica, priva di ogni coinvolgimento in discussioni
“oziose” sulla natura degli spazi multidimensionali.
Come spiegava:

Oggetto di questo scritto e di iniziare sulle forme
differenziali quadratiche una serie di ricerche, le
quali, condotte su concetti puramente analitici, meglio
ci addentrino nella conoscenza della loro natura, e
sfuggano anche cosi alle discussioni, a dir vero, al-
quanto oziose sulla esistenza e sulla natura degli spazi
a piu di tre dimensioni. Le interpretazioni dettate
dalle analogie geometriche o meccaniche, che a quei
risultati si potranno dare, non saranno che illu-
strazioni di una tale teoria. [Ricei 1884, pp. 139-140]

Non sorprende che queste osservazioni abbiano at-
tirato tra gli storici una certa attenzione. (*?) Sono
state interpretate come una dichiarazione program-
matica che documenta la volonta di sviluppare la
teoria delle forme quadratiche differenziali e, piti in
generale, il nascente calcolo differenziale assoluto,
in maniera indipendentemente da qualsiasi ricorso
all'intuizione geometrica, confinando cosi la geome-
tria differenziale a un ruolo affatto secondario nello
sviluppo storico del calcolo.

Certamente, le parole di Ricci indicano una
preferenza per metodi analitici e algebrici, in con-
trapposizione, ad esempio, a quelli impiegati da
Lipschitz che era ricorso sovente ad argomentazioni
tratte dalla meccanica e dal calcolo delle variazio-
ni. (3®) Tuttavia, esse non dovrebbero essere inter-

(*?) Si veda [Reich 1994, p. 67] e [Darrigol 2015, §3.4].
(*3) Si vedano ad esempio: [Lipschitz 1869], [Lipschitz
1870].

pretate come segno che Ricci intendesse sminuire il
ruolo della geometria, o addirittura ignorarne I'im-
portanza per le sue ricerche sulla teoria delle forme
quadratiche differenziali.

La sua affermazione circa la volonta di evitare
ogni discussione sulla natura degli spazi multidi-
mensionali ha ragioni storiche specifiche, che an-
drebbero prese nella dovuta considerazione quando
si valutano le dichiarazioni di Ricci e il loro impatto
effettivo sul processo che ha portato alla creazione
del calcolo differenziale assoluto.

Poco prima della pubblicazione di [Ricci 1884], 1a
questione della legittimita degli spazi multidimen-
sionali era stata al centro delle indagini del mate-
matico tedesco Richard Beez.(**) A partire dalla
fine degli anni Settanta dell’Ottocento, dopo la
pubblicazione delle Werke di Riemann, Beez aveva
perseguito un ampio programma di ricerca volto a
estendere la teoria delle superfici di Gauss alla
geometria multidimensionale e a sviluppare una
teoria generale delle ipersuperfici immerse negli
spazi euclidei a piu dimensioni R", con n > 4. Nel
corso di queste indagini, Beez si era imbattuto in
diversi risultati inattesi, che egli interpreto come
una manifestazione dell'incoerenza logica della
geometria pluridimensionale. Il piu importante
tra questi era il seguente: al contrario del caso
bidimensionale, le ipersuperfici di dimensione su-
periore — cioe ipersuperfici (n — 1)-dimensionali
immerse (isometricamente) in uno spazio euclideo
n-dimensionale, con 7 > 4 — non possono essere
deformate. Infatti, le ipersuperfici nello spazio
euclideo, Beez aveva dimostrato, risultano comple-
tamente determinate dalla loro prima forma fonda-
mentale e presentano quindi una proprieta di
rigidita che non trova corrispondenza nella teoria
classica delle superfici. A suo avviso, questo com-
portamento appariva inconcepibile per il suo carat-
tere controintuitivo.

Come fu chiarito poco dopo in [Killing 1885] e
[Schur 1887], questo risultato si rivelo errato o, al
massimo, formulato in modo impreciso. Infatti,
come dimostrato per primo da Killing nella sua
monografia [Killing 1885], il risultato di rigidita di

(**) Si veda [Beez 1874], [Beez 1875], e [Beez 1876].
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Beez puo considerarsi corretto solo sotto partico-
lari condizioni relative al rango della matrice asso-
ciata alla seconda forma fondamentale delle iper-
superfici. (%)

Nonostante queste limitazioni, Beez e i suoi
scritti sembrano aver esercitato un’influenza rile-
vante sui primi lavori di Ricci e in particolare su
[Ricci 1884]. In effetti, la trattazione delle forme
quadratiche differenziali di prima classe (*®) che
Ricci propose puo essere interpretata come una
riformulazione puramente analitica della teoria delle
ipersuperfici negli spazi euclidei di dimensione su-
periore a tre. Attraverso di essa, Ricci intendeva
fornire dimostrazioni alternative di alcuni risultati
di Beez, incluso il teorema (errato) secondo cui il
determinante della seconda forma fondamentale
associata a ipersuperfici n-dimensionali, con n > 3,
e in ogni caso diverso da zero.

Fornendo strumenti euristici essenziali per I'in-
dividuazione di scelte tecniche e criteri di classifi-
cazione, i contributi di Beez alla geometria multi-
dimensionale costituirono una fonte di ispirazione
importante per la teoria che Ricci si avviava a
sviluppare. Allo stesso tempo, pero, egli ritenne
opportuno prendere le distanze dalla trattazione
geometrica di Beez, probabilmente per evitare di
essere coinvolto in un delicato dibattito sulla legit-
timita della geometria multidimensionale, concen-
trandosi su una discussione puramente analitica
dell’argomento.

Di conseguenza, sembra che la citazione sopra
riportata vada intesa alla luce di circostanze specifi-
che, piuttosto che come espressione di un punto di
vista metodologico chiaro e ponderato da parte di
Ricci. Un esame dell'intera produzione di Ricci
suggerisce I'esistenza di un rapporto piuttosto stret-
to tra lo sviluppo del calcolo differenziale assoluto e
la geometria delle varieta riemanniane multidimen-
sionali. Del resto, lo stesso Ricci, insieme a Levi-
Civita, riconobbe di buon grado il sussistere di

(*®) Un’ipersuperficie di dimensione n > 3 & effettivamen-
te indeformabile se il rango della sua seconda forma fonda-
mentale & maggiore di 2.

(®%) La nozione di classe sara definita nel paragrafo suc-
cessivo.

questa connessione nell’introduzione a [Ricci, Levi-
Civita], dove serisse:

[...] les méthodes mémes et les avantages, qu’ils
présentent, ont leur raison d’étre et leur source dans
les rapports intimes, qui les lient a la notion de variété
a n dimensions, que nous devons aux génies de Gauss
et de Riemann. [Ricci, Levi-Civita, p. 127]

6.1 — Principt di Ricci

Il punto di partenza di [Ricci 1884] fu un’osservazio-
ne di [Schlifli 1871-73], secondo la quale, data una
forma quadratica differenziale ® = Y77, a;da'da/
nelle n variabili «',... 2", esistono interi #,
0<h<nn-1)/2 e funzioni u" =u"(x!,... a"),
r=1,...,n + h,tali che ® possa essere trasformato
in una forma quadratica differenziale del tipo
Zfﬂ‘ (du")?. Alla luce di questo risultato, Ricci si
propose di fornire una classificazione delle forme
quadratiche differenziali basata sulla nozione di
classe, che egli defini come il minimo intero % per il
quale questa condizione e soddisfatta.

Ricei decise di concentrare i propri sforzi intor-
no alla classificazione delle forme quadratiche dif-
ferenziali di classe 7 = 0,1. Probabilmente, tale
scelta fu dettata tanto da un criterio di semplicita
quanto dal fatto che questo tipo di forme quadrati-
che risultava rilevante per lo studio della geometria
delle varieta piatte e delle ipersuperfici immerse
nello spazio euclideo.

Per quanto riguarda le forme quadratiche diffe-
renziali di classe zero, Ricci offrl una nuova dimo-
strazione del criterio, gia stabilito da Lipschitz,
secondo cui I'annullarsi del tensore di curvatura e
condizione non solo necessaria ma anche sufficiente
affinché una forma quadratica differenziale sia tra-
sformabile in una metrica piatta, una metrica cioe
della forma: S°7_ (dy')?.

La soluzione proposta del problema di fornire
condizioni necessarie e sufficienti affinché un forma
quadratica differenziale sia di prima classe e parti-
colarmente interessante, poiché chiaramente mo-
dellata sulle ben note proprieta geometriche delle
ipersuperfici nello spazio euclideo, quali Beez aveva
stabilito negli studi cui prima si e fatto cenno. In
effetti, la trattazione offerta da Ricci delle forme
® =37 aydride = 31 (du")? di questa classe
si basava sull'introduzione di un forma quadratica
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differenziale associata, che e covariante rispetto a ®
e che puo essere interpretata geometricamente
come una generalizzazione a dimensioni superiori
della seconda forma fondamentale usata nella teoria
classica delle superfici.

Ispirandosi alla definizione gia introdotta in
[Breez 1875, p. 428], Ricci considero il seguente

insieme di funzioni: (*%)
r 82’1/61 82%2 aZunJrl'
Oxioxk  Owioxk Oxtoxk
oul Ou? ountl
Va - by =det | gl axl T oxl |
L Oxn oxn o oxn
(7)
dove a := \/det (a;),

e dimostro che i simboli di Riemann associati a ®
possono essere espressi tramite i minori delle se-
condo ordine della matrice simmetrica dei coeffi-
cienti by,. Inoltre, Ricci poté provare che tali coeffi-
cienti costituiscono una forma quadratica differen-
ziale Y byda'da/, che noi indicheremo con K,
chiamata forma derivata di ® che, come anticipato,
presenta la notevole proprieta di essere “covariante”
(vedi [Ricci 1884, p. 168]) rispetto a ®. Cio significa
che le leggi di trasformazione dei coefficienti di K
sono identiche a quelle dei coefficienti di ®. Infatti,
se Eij, 1,j =1,...,n denotano le componenti di K
rispetto a un nuovo sistema locale di coordinate

(Y1,---,Yn), siha

- ox" ox®
%= 2 bn o

Y

1,j=1,...,n.

(% La formula di Ricei differisce da quella di Beez
semplicemente per il fattore —/a. E interessante notare
cheil fattore v/a & essenziale affinché b, si trasformi covarian-
temente rispetto ad a,s. Su questo punto, Ricci non menziono
il lavoro di Beez sulle ipersuperfici. Tuttavia, vi fece ripetuto
riferimento nella discussione del teorema di rigidita di Beez
alla luce dei suoi risultati [Ricci 1884, pp. 167-170].

L’introduzione della forma K si rivelo decisiva nel-
l'orientare le successive ricerche sulle proprieta
invarianti delle forme quadratiche differenziali. In-
fatti, la considerazione della coppia (®, K) permise a
Ricei di presentare, per la prima volta, un approccio
generale alla determinazione degli invarianti diffe-
renziali associati a ®. Con questa espressione si
indicavano funzioni associate ad una forma quadra-
tica 3, ayda’da”, dipendente dai coefficienti ay,
insieme alle loro derivate rispetto alle variabili
x', 2%, ..., 2", fino a un dato ordine ¢ (detto ordine
dell'invariante), tale che

Oayj Py _Oay  Pay
(o 20,200, ) < (a2 P )
ove a; indicano i coefficienti della prima forma
fondamentale espressa nel nuovo sistema di coordi-
nate ', %%, ... ,y"

L’idea principale consisteva nel considerare sia ®
sia K come forme algebriche (quadratiche) nelle
variabili da?, i = 1,...,n (proprio come aveva fatto
[Christoffel 1869]), alle quali potevano essere appli-
cate le tecniche standard della teoria algebrica degli
invarianti, al fine di trovare “invarianti algebrici
assoluti”. Con questa espressione Ricei denotava
funzioni razionali ¥(a;,b;) dei coefficienti delle
forme ® e K che restano invarianti rispetto alle
seguenti trasformazioni:

_ " Oxt O
Mg = Z Qi o
=

_ "L Oxt Ow
big= ) b7
Z.JZI oy' oyt

l,g=1,...,n.

Tali funzioni venivano quindi interpretate come
invarianti differenziali di ® sulla base dell’errato
risultato secondo cui i coefficienti di K possono
essere espressi solo in termini dei coefficienti di ®
e delle loro derivate. La procedura adottata da Rieci
puo essere cosi descritta: (%%) per calcolare le fun-

(*®) Qui e nel seguito, per brevita, adotteremo la notazione
matriciale di cui Rieci non fece uso.
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zioni invarianti i¥(ay;, b;;), egli considerava il poli-
nomio caratteristico della matrice BA™' (dove
A = [a;], B = [b;]) e osservava che i suoi % coeffi-
cienti (non costanti) rappresentano altrettanti inva-
rianti assoluti, dipendenti dai coefficienti di ®@ e dalle
loro derivate. Tali proprieta di invarianza sono
conseguenza di una semplice osservazione: se A e
B denotano le matrici i cui elementi sono dati
rispettivamente da a;; e l_)i]-, allora le matrici BA™!
e BA™' hanno lo stesso polinomio caratteristico.
ok
a—yi’ e
facile vedere che A = [a;] = J'AJ, B = [b;] = J'BJ.
Di conseguenza, BA™ = J'BJ(J'AY) ' =J'BA1(J)) !
e quindi, det (BA™! — AI) = det (BA™! — AI).

Ricci fu particolarmente interessato a studiare il
significato geometrico di questo insieme di invarian-
ti e a ricollegarlo con la teoria delle ipersuperfici di
Beez. A tal fine, Ricci dimostro che gli # invarianti
cosl determinati ammettono espressioni in termini
delle curvature principali dell'ipersuperficie associa-
ta a @.

Infatti, introducendo la matrice J := [J};] =

6.2 — Invarianti e Parametri Differenziali

Lo studio delle forme quadratiche differenziali di
prima classe, sebbene condizionato dall’erronea con-
vinzione che la forma derivata K fosse completa-
mente determinata da ®, spinse Ricci a sviluppare
un approccio generale alla determinazione degli
invarianti e dei parametri differenziali. Nel 1886
pubblico una breve memoria Sui parametri e gli
movariontt delle forme quadratiche differenziali,
nella quale la procedura gia adottata in [Ricci 1884]
e appena descritta trovo un’applicazione di carattere
generale.

L’idea centrale di questo approccio consisteva
nella produzione di forme quadratiche differenziali
covarianti rispetto alla forma fondamentale asse-
gnata e nell’applicazione di tecniche standard della
teoria degli invarianti algebrici per ricavarne inva-
rianti differenziali. E proprio in questo contesto
che I'algoritmo di Christoffel (corrispondente all’o-
perazione di derivazione covariante) acquisi rilievo
come strumento tecnico essenziale nelle ricerche di
Ricci.

Questi contributi alla teoria degli invarianti e dei
parametri differenziali sono stati talvolta descritti
come frutto della preoccupazione di Ricci per que-
stioni metodologiche e del desiderio di offrire un
trattamento sistematico della materia, libero dall’u-
so di teeniche variazionali, come quelle impiegate in
[Lipschitz 1869] e [Beltrami 1868]. Rieci considerava
evidentemente tali tecniche come spurie e in qualche
modo estranee al tipo di problemi cui venivano
applicate. E certamente vero che egli fu particolar-
mente sensibile a preoccupazioni di carattere forma-
le e metodologico. Tuttavia, il ruolo delle sue prece-
denti ricerche sulle forme quadratiche differenziali
associate a ipersuperfici immerse in uno spazio
euclideo fu, di gran lunga, pit decisivo nell’orientare
le sue scelte tecniche e nel condurlo alla nozione di
derivazione covariante.

Nell'introduzione al suo lavoro del 1886, Ricei fu
piuttosto esplicito nel descrivere il percorso euri-
stico da lui seguito. Infatti, dopo aver ricordato
alcuni precedenti lavori sugli invarianti differen-
ziali di Casorati e Beltrami, cioe [Casorati 1860-61]
e [Beltrami 1868], Ricci descrisse in dettaglio
Papproccio algebrico algebrico che intendeva per-
seguire.

I risultati relativi alla ricerca medesima, contenuti nei
miei Principt di una teoria delle forme differenziali
quadratiche, pei quali gli invarianti degli elementi li-
neari delle superficie di quante si vogliano dimensioni
si sono presentati come veri e propri invarianti alge-
brici di un sistema di due forme quadratiche cova-
rianti, mi hanno indotto a cercare una via simile per
giungere ai parametri differenziali di 2° ordine. [Ricci
1886, pp. 177-178]

Prima di analizzare il contenuto dell’articolo, & utile
richiamare la definizione di parametri e invarianti
differenziali fornita in [Riceci 1886, §1]. A tal fine, sia
® una forma quadratica differenziale non singolare
nelle variabili «!, ..., 2", ® =", ayde"da’; un pa-
rametro differenziale di ® & un’espressione che
contiene i coefficienti di ® e funzioni arbitrarie,
diciamo U(x!,...,a"), V(x!,...,2"), ecc., insieme

alle loro derivate (aim = 6&) , tale che essa con-

ik
ox”
servi la propria forma ogniqualvolta le coordinate
(x!,...,2") vengano sostituite da nuove coordinate,
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diciamo (, .. .,%"). Cio significa che se G, G r, - - -
U, U,, ecc., sono definiti da:

(_ ox" Ox®
Uik = D st o o

804]6
ik = W )

allora la funzione F(ai, @iy, ...;U, Uy, ..
parametro differenziale se, e solo se, si ha:

.) € un

) ity ity - U, Upy o) =
= @ik, Titr, - - U, Uy, .. ).

Come gia nel caso delle forme quadratiche differen-
ziali di prima classe, Ricci applico il metodo della teoria
degli invarianti algebrici per ottenere parametri diffe-
renziali attraverso gli “invarianti algebrici assoluti” di
due forme covarianti. La sua strategia consisteva
nell’associare a @ una forma quadratica differenziale
che dipende dalla funzione (arbitraria) U e dalle sue
derivate fino a un certo ordine. Proprio in questa
circostanza, la procedura di Christoffel che Ricei in
seguito denomino “derivazione covariante” fece una
prima implicita comparsa. Ricei osservava infatti che
se U(x',...,2") denota una funzione arbitraria,
allora le sue derivate del primo ordine U, = gU;,
r=1,...,n si trasformano “controvariantemente” ri

spetto a da", »=1,...,n. In termini moderni, cib
equivale a dire che gli U, sono le componenti di un
tensore covariante del primo ordine, mentre i dx” si
comportano come componenti di un tensore controva-
riante del primo ordine. Considerando il sistema di
funzioni U= "}_; a™ Uy, Ricci introdusse le quantita

i ZFMU’f **)

Urs = Ox" O’

r,s=1,...,m,

*°) Qui, e nel seguito, i simboli Ty, 7,8,k=1,...,n
denotano i simboli di Christoffel di prima specie; analoga-
mente, i simboli ¥, 7, s,k = 1,...,n denoteranno i simboli di

Christoffel di seconda specie. Sl veda §5.

e dimostro che esse si trasformano covariantemente
rispetto ai coefficienti di ® = ) a,,da"da?, cioe:

Lk=1,...,n.

Proprio questa proprieta di covarianza puo essere
sfruttata per calcolare i parametri differenziali asso-
ciati alla funzione U. In particolare, introducendo le
matrici U= [U,s] e A= [ay], Ricci determino i
parametri differenziali in termini dei coefficienti
del polinomio caratteristico della matrice UA™'.
Questo perché un cambiamento di coordinate
af =k (y, ... y") coniugala matrice UA™. Infatti,
13

se J denota la matrice Jy; = %, si ha U = J'UJ,
A = J'AJ e quindi, U(A)™" = J'UA'(J')"". Di con-
seguenza, i coefficienti del polinomio caratteristico
di UA™! sono invarianti sotto un arbitrario cambia-
mento di coordinate. Essi sono infatti parametri
differenziali del secondo ordine della funzione
U(x!,...,x"), la cui dipendenza dalle derivate se-
conde e data dai coefficienti della matrice U. In tal
modo, oltre ad altri nuovi parametri differenziali,
Ricci ottenne il parametro differenziale del secondo
ordine introdotto in [Beltrami 1868, p. 98]. Infatti, se
¢, denota il coefficiente del termine di ordine r del
polinomio caratteristico di UA™!, allora si verifica
facilmente che vale ’equazione:

(AZ)U = Cnfl(_l)nil = TI‘(UAfl) =
(10)

= z": " Uy, = Zaoﬂ < Uf )

hk=1 zg 1

dove si intende che a¥ = [A7"]; e che a = detA.
Ricci fu particolarmente esplicito nel sottolineare i
vantaggi del suo nuovo approccio nella ricerca di
invarianti e parametri differenziali. A suo avviso, i
metodi seguiti consentivano un trattamento unitario
della materia, che non richiedeva il ricorso a tecniche
indirette, come quelle di tipo variazionale, impiegate
da Jacobi e Beltrami. In realta, I'importanza del
nuovo approccio andava ben oltre la scoperta di
una nuova strategia per determinare invarianti e
parametri differenziali. Infatti, il suo lavoro sull’ar-
gomento condusse naturalmente Ricei alla nozione
di derivata covariante.
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6.3 — Dertvata covariante

La prima occorrenza esplicita della nozione di deri-
vata covariante si trova in [Ricci 1887a], una breve
memoria pubblicata nei Rendiconti dell’Accademia
dei Lincei. Nell'introduzione di questo articolo,
Ricci espresse il desiderio di fornire una trattazione
sistematica di una procedura generale (operazione &
il termine che egli utilizzo) che aveva recentemente
impiegato in diverse circostanze. Egli menzionava le
sue ricerche sugli invarianti differenziali e sui para-
metri differenziali, nonché un suo lavoro sulla nozio-
ne di sistemi ortogonali #-pli in una varieta rieman-
niana. Con le sue stesse parole:

Nelle mie ultime ricerche sono stato naturalmente
condotto ad associare alle funzioni di n variabili una
forma quadratica ¢? come espressione del quadrato
dell’elemento lineare di una varieta, di cui quelle va-
riabili rappresentano le coordinate. Indicando con U
una funzione arbitraria di queste, mi sono cosi pre-
sentate delle espressioni a due o tre indici, la cui
considerazione si puo sostituire a quella delle derivate
seconde o terze di U, e che hanno su queste il van-
taggio di essere coefficienti di forme covarianti a ¢?.
Ho pure accennato alla possibilita di una simile so-
stituzione per le derivate di un ordine qualunque.
L/utilita della sostituzione stessa, in ispecie nelle ri-
cerche che sono per loro essenza indipendenti dalla
natura della varieta o dalla scelta delle coordinate in
una varieta data, e evidente. Cosl, per esempio, queste
espressioni (che chiamero derivate covarianti nella
varieta di elemento lineare ¢) danno necessariamente
forma piu semplice e perspicua a tutte le espressioni
che godono della proprieta caratteristica dei para-
metri differenziali, e mi hanno permesso di dare alle
equazioni, cui deve soddisfare il parametro di una fa-
miglia di luoghi ad n — 1 dimensioni in una varieta
qual si voglia ad n dimensioni e qualunque sia il si-
stema delle coordinate per poter far parte di un si-
stema n-plo ortogonale, una forma tanto semplice
quanto quella data dal Darboux nel caso in cui la va-
rieta proposta sia piana od euclidea e le coordinate
siano cartesiane ortogonali. [Ricci 1887a, p. 199]

La menzione esplicita del problema della determi-
nazione dei sistemi n-pli ortogonali, cui era dedicata
la memoria [Ricci 1887b], € interessante soprattutto
perché offre una ulteriore conferma del contesto
geometrico entro il quale la nozione di derivata
covariante fu introdotta. Tralasciando di fornire i
dettagli della soluzione proposta da Ricei, per i quali
rimandiamo a [Tonolo 1961] e [Cogliati 2024], ci

limitiamo ad enunciare i termini del problema che
Ricci interpreto come una generalizzazione al caso di
una metrica riemanniana qualunque di un problema
gia affrontato e risolto per il caso euclideo da
Darboux.

Problema 6.1 Trovare le condiziont (sta necessarie
che sufficienti) affinché, data una famiglia di iper-
superfici p(x', ..., a") = ¢ in una varieta Rieman-
niana, il cui tensore metricoe ® = Y, a;pdaida®,
st possano associare altre famaiglie di ipersuperfic,
ad esempio, p1 = C1,p2 = C2, ..., Pu_1 = Cyn_1, le qua-
i, insieme a py, := p = ¢, costituiscono un sistema
ortogonale n-plo nel senso che valgono le seguenti
relazioni:

(11) i a

r,s=1

rs OPh Opk

prap il h#k.
Torniamo pero a [Ricci 1887a]. L’importanza di
questa memoria appare duplice. Infatti, oltre a
introdurre la nozione di derivazione covariante,
Ricci presento qui per la prima volta una definizione
esplicita di quella che chiamo “quantita a p indici”,
che possiamo identificare, in termini moderni, come
le componenti di un tensore completamente cova-
riante di ordine p:

Definizione 6.1 Siano U,, ., p funzioniconnesse a
_ N\ Aidad 7

® =3 a;da’dy’ in modo tale che, passando da
n .. 1 " ;- g ) )

> ijer Gydatda a .y aydy'dy, esse si trasformi-

no secondo le sequenti relazioni:

S oxtt Outr
Z ayﬁ ce w Usl.i.s,,;

81,82,...,81,:1

(12) Uﬁ.i.rp =

st dice che le funzioni Uy, ., sono coefficienti a p
mdict di una forma che é covariante con ®.
L’operazione di derivazione covariante introdot-
ta in [Ricci 1887a], sulla scorta della nozione di
“tensore” appena definita, puo essere considerata
come una reinterpretazione della procedura gia
impiegata in [Christoffel 1869], che consisteva nel
generare forme differenziali covarianti di ordine
crescente associate alla forma quadrilineare
Gy = ZWRiﬂdd(l)xid(2)x7d(3)xkd(4)xl, costruita a
partire dalle componenti della curvatura di Rie-
mann. Dal canto suo, Ricci estese tale nozione a
forme covarianti e controvarianti qualsiasi (non
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necessariamente dedotte a partire dal tensore di
curvatura), enfatizzando inoltre ’analogia con 'or-
dinaria operazione di derivazione.

Per introdurre questa nozione, Ricci considero
un insieme di coefficienti U,, . ,, che si trasformano
in modo covariante rispetto a @ (secondo la defini-
zione precedente) e defini le quantita seguenti:

a U7'17‘2...7'p -
Ox'r+1

n 4
— § qs E
a FW‘M‘pH »S Uﬁ < Th=19Th+17p
q,5=1 h=1

Facendo uso delle relazioni

2,1 h
ot = Ox hp

oyroys Moy

U’I"1 < IpTpy1 T

ox’

Ricci dimostro che I'insieme delle quantita Uy, ., ,,
cosi definite si trasforma, rispetto a un cambiamento

di coordinate (x',...,x")—(y'(x),...,y"(x)), come
segue:

- L gw Ow Ow

UTl...T[]TP+1 == Z 82/’”1 e 8?/”? 82/%“ S1.+-SpSp+19

$1,52,-58p:Sp+1=1

e quindi si comporta come “i coefficienti a p + 1
indici” di una forma covariante con ®.

Ricci passo quindi ad esaminare alcune proprieta
generali dell’'operazione che aveva appena introdot-
to, osservando che essa é distributiva rispetto alla
somma. Investigo anche la validita della proprieta
commutativa, stabilendo che “in ogni varieta, la
derivazione covariante gode della proprieta commu-
tativa fino al secondo ordine, e oltre il secondo ordine
solo nelle varieta euclidee.” In tal modo, si stabili per
la prima volta un collegamento diretto tra la curva-
tura riemanniana e la proprieta commutativa della
derivazione covariante. Pill precisamente, se ¥ € una

funzione arbitraria delle variabili x4, ..., x, e se &,
% T, .
denota 8—13”7‘ =1,...,m, Ricei dimostro che
i
Bps = Bgpy 8 =1,...,m, e che, per le derivate di

terzo ordine, si ha:

n
(13) Brst — Brts = D O Rpy (%)
i.k=1

(% Se D}, denota la derivazione covariante rispetto a x*,

allora Cl}rs = DS(S’?) € Cl}rst = Dt(DS(g7))

Una definizione piu generale di tensore, sia p volte
covariante che contravariante, veniva data in termi-
ni di un sistema di np funzioni delle variabili
(®1,...,2,) soggette a leggi di trasformazione del
tipo (12). La definizione venne ulteriormente discus-
sa in un articolo di rassegna volto a presentare i suoi
metodi a un pubblico pitt ampio, che Rieci pubblico
nel Bulletin de Sciences Mathématiques nel 1892.
Qui, le quantita tensoriali venivano indicate come
sistemi invarianti di funzioni. Inoltre, e in quest’o-
pera che Ricci introdusse un simbolo specifico per
indicare 'operazione di derivazione covariante (e
controvariante) rispetto a una data forma differen-
ziale quadratica ®, denotata da Dg (e da D?).

7. — Sviluppi successivi

I1 citato articolo di rassegna scritto per il bollettino
di Darboux, conteneva un cenno alle applicazioni del
calcolo alla teoria delle superfici. Unitamente ai
vantaggi offerti dalla nuove tecniche per lo studio
della teoria dell’elasticita e della diffusione del
calore, Ricci discusse brevemente del modo di rica-
vare a partire dai principi del calcolo differenziale
assoluto le equazioni per le linee asintotiche e le linee
di curvatura di una superficie definita localmente
dall’annullarsi di una funzione reale di tre variabili
reali. 1)

Un anno piu tardi (1893) Ricci fece delle applica-
zioni del suo calcolo alla teoria delle superfici I'argo-
mento di uno studio dettagliato che aveva il duplice
scopo di dimostrare, da un lato, la fecondita dei nuovi
metodi in un campo che “appunto perché esplorato in
ogni sua parte dai geometri” era “meglio atto a far
risaltare per mezzo di confronti i vantaggi [del
calcolo differenziale assoluto]” e di presentare, dal-
l'altro, alcuni risultati preliminari necessari alla
comprensione di ulteriori sviluppi.

L’idea di fondo alla base di [Ricci 1893] consisteva
in una sintesi tra i metodi del nuovo calcolo e
I'impiego di alcune tecniche introdotte qualche tem-
po addietro da Beltrami nel corso delle sue Ricerche
di analisi applicate alla geometria, dove quest’ulti-

(') Una discussione pill dettagliata di tali applicazioni era
stata fornita in [Ricei 1888, pp. 257-259].
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mo aveva discusso diffusamente il tema delle linee
tracciate su una data superficie ed in particolare dei
sistemi di curve cosiddette isoterme.

Un’idea feconda che Ricci trasse da questo lavoro
di Beltrami era la possibilita di caratterizzare le
curve su una superficie non in termini finiti ma
mediante la loro “rappresentazione analitica” otte-
nuta specificando il campo vettoriale di cui la curva e
una curva integrale. Pit precisamente, Ricei si
propose di studiare la nozione di congruenza di curve
e quella di fascio di congruenze con lintento di
tradurre concetti chiave della teoria classica delle
superfici nel linguaggio del caleolo tensoriale. Erano
concetti questi in parte gia impiegati e tuttavia la
preponderanza che Rieci gli accordava nell’economia
della trattazione era del tutto nuova.

Fissata una superficie (astratta) definita dal
dato di wuna forma quadratica differenziale
® =37 aydr'da, una congruenza sulla superfi-
cie ® veniva definita da Ricci come un “sistema
semplicemente infinito” di curve sulla superficie tali
che per ogni punto della superficie passa una e una
sola curva del sistema. In termini analitici, una
congruenza di curve corrisponde ad assegnare un
campo di vettori (controvarianti) le cui componenti
rispetto al sistema di coordinate locali x!,2* sono
A"(x), r = 1,2. Supponendo che il campo vettoriale A
sia normalizzato, supponendo cioe che valga la
relazione S°%_ A"\, = 1, le equazioni differenziali
della congruenza assumono la forma
_da”
~ds’
dove s designa l'arco della curva integrale. Quelle
che Ricci denominava equazioni finite della con-
gruenza possono invece essere ottenute ricavando
o 0
ox"
ed eguagliando il suo integrale ad una costante
arbitraria. Ne deriva che I'equazione f(x!,2?) = c,
dove c e invece una costante fissata, e 'equazione di
una curva della congruenza sulla superficie (al
variare di c, si ottengono tutte le curve della con-
gruenza. E chiaro che la determinazione della co-
stante c e data dal imposizione del passaggio di una
curva per un punto assegnato). Da qui la definizione
di congruenza come semplice infinita di curve tali
che per ogni punto passa una e una sola curva della
congruenza assegnata.

(14) A" r=12;

gli integrali dell’equazione lineare Zle A"

Cruciale ai fine degli sviluppi successivi era poi la
nozione di “sistema canonico ortogonale” associato
ad una congruenza A = (A, \?), che Ricei definiva in
[Ricci 1893, p. 313] nel modo seguente. Fissato un
campo vettoriale A = (!, \2), il sistema canonico
ortogonale (designato con \ o alternativamente con
No()N)) e il campo vettoriale normale e ortogonale a
A dato dalle posizioni:

N 7132 1 1

(15) A=(ALXN) = < a)\27\/6)\1)’

dove a ¢ il determinate della matrice a, e )\, sono le
componenti covarianti associate al vettore ),
A = z?zl asA°, r = 1,2. Non era difficile dimostra-
re che la definizione risultava ben posta (occorre
infatti dimostrare che le componenti di \ si trasfor-
mano come le componenti di un tensore contova-
riante di ordine 1, o meglio, per usare le parole di
Ricci, come le componenti di un sistema semplice
controvariante). I1 campo vettoriale A\ risultava
inoltre essere normalizzato e ovunque ortogonale
alle congruenza \. Sebbene Ricci non impiegasse
questa denominazione, possiamo riassumere le po-
sizioni appena descritte affermando che Ricci esi-
biva in questo modo un riferimento mobile ortonor-
male, definito localmente in un intorno coordinato
di una superficie, la cui metrica ammette espressio-
ne locale (nel medesimo sistema di coordinate)
O = Zis:l a,sda”dx®. Inoltre, poiché in ogni punto
(di tale intorno coordinato) i vettori A(x), \(x) co-
stituiscono una base dello spazio tangente, Ricei
poteva esprimere i coefficienti a,s in termini delle
componenti )., \s; delle 1-forme (sistemi semplici
covarianti) associate a A, \:

(16) Ups = Mg + XTX& r,s= 172'(32)

(®**) La metrica & un tensore simmetrico; la totalita di
tali tensori di ordine k£ su uno spazio vettoriale V di
dimensione N, solitamente denotata con S¥(V) & essa

N+k-1

. )
L’insieme dei tensori metrici di una superficie ha dimen-
sione tre; la metrica ajda‘da/ pud essere decompo-
sta rispetto alla base {#®6,000+0®06,0®0}, dove
0 =2 Ada”, 0 = 32, X, da”. Dal che segue la relazione:
Qrs = a1 M As + aa( M s + Ao As) + aghAs. Finalmente, ri-
cordando che Y- AN =Y AN =1 e Y AN = A\ =0,
sihaa;=a3=1, a2 =0.

stessa uno spazio vettoriale di dimensione <
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A partire dalla condizione 32, A"\, = 1 attraverso
derivazione covariante (rispetto alla metrica a,), si
ottengono facilmente: Zle AN'DgA, = 0, le quali im-
plicano lesistenza di un tensore covariante ¢,
s = 1,2 tale che:

(17) D\ = \ohs, r,s=1,2.

Derivando ulteriormente e specializzando la formula
(13) del paragrafo precedente al caso bidimensiona-
le, Ricci otteneva l'espressione seguente per la
curvatura gaussiana G:

Degpr — D1¢2
7

Sulla base di queste considerazioni, si poteva quindi
introdurre la definizione, fondamentale per la formu-
lazione della teoria delle superfici proposta, di fascio
di sistemi di congruenze su una superficie: esso & un
insieme di congruenze su una superficie tali che due
curve appartenenti a due sistemi determinati di
congruenze del fascio si tagliano ad un angolo co-
stante. Equivalentemente, considerate due con-
gruenze le quali sono curve integrali di campi vetto-
riali \" e £, r = 1, 2, esse appartengono al medesimo
fascio se e solo se i tensori covarianti ad essi associati
anorma delle (17) coincidono. Inoltre, ad ogni sistema
semplice covariante ¢g,s = 1,2, (cioe, ad ogni 1-for-
ma) che soddisfa alla (18) corrisponde un fascio F'. Per
questo motivo ¢, o alternativamente la sua contro-
parte controvariante ¢° e detta da Ricci sistema
coordinato covariante (o controvariante) del fascio F'.

Espressamente dedicata ad una trattazione della
teoria delle superfici immerse nello spazio euclideo
con i metodi offerti dal nuovo calcolo era [Ricci 1895].
Il primo capitolo trattava delle equazioni fondamen-
tali della teoria delle superfici nelle quali il teorema
di esistenza e unicita per le superfici regolari, gia
dimostrato in [Bonnet 1865], veniva riottenuto nel
contesto del calcolo differenziale assoluto. Cruciale a
tal fine, era la possibilita di scrivere in forma
tensoriale le equazioni di Mainardi-Codazzi.

Consideriamo, seguendo la trattazione offerta da
[Ricci 1895], una superficie S immersa nello spazio
euclideo IR?: siano »*, %2, 93 le coordinate cartesiane
ortogonali di un generico punto di R® e denotiamo
con 2!, 2% le coordinate gaussiane di S la quale viene
cosi ad essere descritta dalla parametrizzazione
Y =kt 2?),k=1,2,8.

(18) G=

Alla luce di queste posizioni, i coefficienti della
prima forma fondamentale possono scriversi cosi:
Uy = S0 8_yk8_yk Per ottenere invece i coefficien-

& k=1 Or Dacs”
ti della seconda forma fondamentale, Ricci ricavo
dapprima i coseni direttori della normale alla super-

ficie:

(a1 (W ofoy
Va \ox! ox?  0x2 0xl )’

(19) @=L oy’ oy’ _ oy’ oy’
Va \oxt 9x2  dx?oxl)’

oo L (WoF oy o)

Va \ox! ox?  0x2 0xl )’

quindi defini le funzioni

3
b= ¢'D oy

(20) s
—~ ox

r,s=1,2,

dove D, denota la derivata covariante del tensore
h

covariante %, essendo & un indice fissato — si noti
che le %" si comportano come scalari rispetto a
trasformazioni delle coordinate gaussiane. Veniva
introdotta in questo modo la seconda forma fonda-
mentale, la quale, cosi come la prima, costituisce un
sistema covariante simmetrico del secondo ordine.

Un vantaggio notevole che I'impiego del nuovo
calcolo offriva era la possibilita di esprimere le
equazioni di Mainardi-Codazzi in termini delle deri-
vate covarianti di ¥ = Ziszl bysda"dax®. A questo
proposito, & interessante osservare come I'introdu-
zione della seconda forma fondamentale e la dedu-
zione stessa delle equazioni di Mainardi-Codazzi
fossero ottenute in maniera affatto indipendente
dalla loro interpretazione geometrica, sulla scorta
della teoria delle forme differenziali quadratiche di
prima classe che Ricci aveva sviluppato in [Ric-
ci 1884].

In effetti, & chiaro che le forme quadratiche atte a
rappresentare la prima forma fondamentale di una
superficie nello spazio euclideo sono esattamente le
forme quadratiche che Ricci aveva denominato “for-
me di prima classe”. D’altra parte non e difficile
riconoscere che il tensore covariante definito in (7)
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coincide, nel caso bidimensionale, con il tensore b,
quale risulta definito in (20). In conseguenza di
tale teoria, si ha che ogni forma differenziale
¢ =Y i ayda'da’ di classe 1 soddisfa alle condi-
zioni seguenti: i) Indicati con R i simboli di
Riemann associati alla forma @ = Y/, a;da'da/
esiste un tensore simmetrico covariante tale che
Rijlcl = bikbjl — bilbkj; 11) il tensore Dt(brs) = bﬂ,-st e
simmetrico nei suoi tre indici, in particolare:
byts = byst. Nel caso di superfici bidimensionali, la
condizione i) restituisce immediatamente la cosid-
detta equazione di Gauss, se si nota che in questo
caso la curvatura gaussiana G é esprimibile median-
te un solo simbolo di Riemann (indipendente), ad

R1212

esempio Ryg;9, cioe: G = . Infine la simmetria di

bys si traduce in due equazioni indipendenti nelle
derivate dei coefficienti della seconda forma fonda-
mentale che coincidono con le equazioni di Mainardi-
Codazzi.

Sulla scorta di tale impostazione caratterizzata da
un evidente orientamento analitico, Ricci affronto la
risoluzione di alcuni problemi della teoria della su-
perfici e in particolare della applicabilita dimostran-
do, tra gli altri, un risultato del tutto nuovo che oggi
va sotto il nome di teorema di immersione minimale:

Teorema 7.1 (Ricci 1895) St consideri una super-
ficie astratta la cui metrica e data dalla forma
quadratica. ® =32 | ade"das. La condizione
necessaria e sufficiente affinché esista una superfi-
cie nello spazio euclideo che ha come prima forma
fondamentale la forma ® e curvatura media co-
stante ¢ € R ¢ che la curvatura gaussiana G di ®
soddisfi all equazione:

(21) Aslog(c? — G) = 4G;

dove con Az si e denotato l'operatore di Laplace-
Beltrama la cui espressione e data in (10).

Negli anni successivi le ricerche in materia di varieta
bidimensionali sarebbero confluite nella pubblica-
zione del ponderoso tomo [Ricci 1898] di lezioni sulla
teoria delle superfici che rappresenta probabilmen-
te il frutto pitt maturo e pit ponderato dell'intera
opera matematica di Rieci. Il particolare approccio
alla teoria che Ricci aveva esplorato sino a quel
punto fu in seguito ampliato nel contesto delle

ricerche che egli dedico allo studio degli spazi
riemanniani in pitt dimensioni. E interessante riflet-
tere a questo proposito sul ruolo euristico che i suoi
studi in materia di teoria delle superfici rivestirono
nei successivi tentativi di generalizzazione al caso
pluridimensionale: la nozione di fascio di congruenze
e di sistema coordinato di un fascio cosi ampiamente
utilizzata nel caso di varieta a due dimensioni,
costitui il punto a partire dal quale Ricci prese le
mosse per introdurre nozioni chiave della propria
teoria degli iperspazi quali quella di n#-pla ortogonale
di riferimento e di coefficienti di rotazioni. (**)

8. — Premi Reali per la matematica, 1887, 1901

Per comprendere il processo di ricezione del calcolo
assoluto da parte della comunita dei matematici
italiani negli anni compresi fra la fine dell’Ottocento
e gli inizi del Novecento, le vicende legate al Premio
Reale per la Matematica degli anni 1887 e 1901
rivestono un’importanza particolare. (**) Fu per ini-
ziativa del Re Umberto I (figlio di Vittorio Emanuele
I, primo Re d’Italia) che i Premi Reali (da conferirsi
annualmente nell’ambito della fisica, della matema-
tica, delle scienze naturali e delle scienze morali,
storiche e filosofiche) furono istituiti nel 1878. Ricci
partecipo due volte, nel 1887 e nel 1901, al bando del
premio sottoponendo alla commissioni designate per
il giudizio dei ecandidati un numero cospicuo di lavori
della sua produzione scientifica. In entrambi i casi, i
lavori delle commissioni si conclusero con la decisio-
ne di non conferire ad alcuno (né a Ricei né agli altri
candidati) 'ambito riconoscimento. La lettura delle
relazioni delle commissioni giudicatrici redatte da
Beltrami (1887) e da Bianchi (1901) offre spunti
preziosi di riflessione.

In occasione del premio Reale del 1887 Ricci
aveva presentato le tre memorie: i) Principii d’'una
teoria delle forme quadratiche differenziali 1884,
i) Sui parametri e gli invarianti delle forme diffe-

) A questi temi, & dedicato il contributo di F. Cardin e
R. Tazzioli, su questo numero della Rivista.

(%) Intorno al tema della ricezione del caleolo differenziale
assoluto, rimandiamo alla trattazione ben piti esaustiva conte-
nuta in [Dellaglio 2004]; piti specificatamente sui Premi Reali
del 1887 e del 1901, si veda anche [Bottazzini 1999].
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renziali quadratiche, iii) Sui sistemi di integrali
mdipendenti d'una equazione lineare ed omogenea
a derivate parziali del primo ordine.

Dopo una breve e tuttavia approfondita disamina
del contenuto delle memorie, Beltrami esprimeva il
proprio giudizio con le seguenti parole:

Dato cosi un rapido sguardo al contenuto delle Me-
morie presentate dal prof. Ricei, le quali costituiscono
indubbiamente tre lavori di grande polso ed attestano
forti e svariate cognizioni analitiche nel loro autore, e
naturale il domandare se 'importanza e la fecondita
dei risultati ottenuti sieno adeguate agli sforzi non
lievi che si son dovuti fare da lui per giungere allo
scopo, attraverso una lunga e non interrotta serie di
laboriose trasformazioni, le quali rendono non poco
penoso l'ufficio del lettore ed esigono da questo non
solo un’attenzione molto sostenuta ma altresi una fa-
migliare conoscenza di parecchi sussidi dell’alta ana-
lisi. Volendo rispondere a questa domanda sarebbe
ingiusto il passare sotto silenzio un piti recente scritto
dell’autore (Delle derivazioni covarianti e con-
trovariantt e del loro uso nell’analisi applicata, Pa-
dova 1888) nel quale egli mostra come i suoi procedi-
menti servano assai bene a stabilire, in coordinate
generalissime, le formole fondamentali della teoria
delle superficie, di quella dell’elasticita e di quella
della propagazione del calore. [...]

E neppure é da passare sotto silenzio che le ap-
plicazioni in discorso non si spingono peranche fino a
quel punto che avrebbe forse messo in piti chiara luce
'utilita dei nuovi algoritmi. [...]

Dalle considerazioni che siamo venuti fin qui
esponendo ci sembra poter concludere che i lavori del
prof. Rieci, piuttosto che una somma di ultimi risultati
definitivamente acquisiti ed immediatamente utiliz-
zabili, rappresentino un poderoso sforzo che in parte
apparisce gia conducente ad una meta onorevole, in
parte aspetta la sua giustificazione finale da ulteriori
cimenti, nei quali forse il primitivo ed assai complesso
apparato analitico potra essere definitivamente sur-
rogato da pit semplici argomenti esecutivi. [Beltrami
1889, p. 306 sqq.]

Dunque, pur apprezzando 'ampio spettro di appli-
cazioni che il nuovo calcolo sembrava prospettare,
alcune delle quali si erano gia concretizzate in [Ricci
1888], Beltrami lamentava una mancanza di compiu-
tezza delle nuove tecniche in particolare sul fronte
delle applicazioni. I vantaggi derivanti dall’impiego
del calcolo in svariati ambiti della geometria e della
fisica matematica non parevano ai suoi occhi giusti-
ficare I'introduzione del gravoso apparato analitico.

Negli anni successivi alla competizione del 1887,
Ricci persegui con tenacia gli obiettivi dell’ambizioso
programma di ricerca sviluppando in maniera siste-
matica il proposito di riformulare la classica teoria
delle superfici con gli strumenti del calcolo differen-
ziale assoluto. Il progetto culmino nella pubblicazio-
ne del corposo volume di lezioni, [Rieci 1898], che
costitui il contributo principale con il quale nuova-
mente Ricci partecipo alla competizione per I'asse-
gnazione del Premio Reale del 1901.

In questa occasione fu Luigi Bianchi incaricato di
stilare la relazione finale della commissione giudica-
trice. Nuovamente si riaffacciava la critica gia for-
mulata da Beltrami che evidenziava la sproporzione
degli strumenti analitici impiegati da Ricci rispetto
alle efficacia nella produzione di nuovi risultati; si
affiancava inoltre I'impressione che un tale apparato
analitico avesse come effetto quello di offuscare
'intuitivo significato geometrico delle teorie.

In riferimento alle lezioni di Ricci, Bianchi scri-
veva:

In complesso questo libro del Ricei ci sembra degno di
lode per l'unita di metodo che conferisce all’espo-
sizione della teoria. Per altro ci sembra che la troppa
preponderanza data alla parte algoritmica lasci bene
spesso nell’ombra il contenuto essenziale geometrico e
talora conduca ad enunciare come risultati speciali del
calcolo proprieta geometricamente evidenti. [...]

Pur non volendo attribuire gran peso a varie
mende che, dal punto di vista geometrico, abbiamo
riscontrato nel libro, ci siamo domandati se queste
fossero davvero compensate dalla maggior potenza e
fecondita dimostrata dai nuovi metodi in confronto
degli antichi. [...]

Ma per verita ci sembra che, nel campo della geo-
metria infinitesimale delle superficie, i vantaggi ine-
renti ai nuovi algoritmi siano piu che altro formali, o
limitati a questioni secondarie; ed in questo giudizio ci
conferma l'osservare che ai piu recenti ed importanti
progressi compiuti nel detto campo non hanno con-
tribuito in modo significante i nuovi metodi. [Bianchi
1904, p. 148]

I giudizi di Bianchi, che pure riconoscevano a Riceci il
merito di aver ottenuto alcuni risultati originali, tra i
quali spiccava il teorema di immersione minimale, se
da un lato possono apparire in qualche modo severi e
ingenerosi — alla luce soprattutto delle applicazione
che del calcolo assoluto fece Einstein a partire dal
1912-1918 — dall’altro riflettono la convinzione pro-
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fonda piti volte espressa da Bianchi secondo la quale
lefficacia dei metodi classici della geometria infini-
tesimale risalenti a Gauss non doveva in alcun modo
essere messa in discussione.

La circostanza nella quale Bianchi si trovo a
scrivere questi giudizi dovette in qualche modo
inibire una maggiore schiettezza. Qualche anno piu
tardi 'occasione offerta dalla redazione del necrolo-
gio di Julius Weingarten, verso il quale Bianchi nutri
costante ammirazione, gli consenti di essere piu
esplicito e meno circospetto. Scrisse:

E bensi vero che piil volte, e da molte parti, si & mossa
a questi metodi di Gauss l'accusa di prolissita e di in-
sufficienza, giungendo recentemente persino a mera-
vigliarsi che con mezzi cosi inadeguati si sia giunti a
scoprire tante importanti verita geometriche! Ma tali
accuse non sembrano davvero giustificate, e non sara
inopportuno citare al proposito il giudizio del Nostro,
che in una lettera del 1892 mi scriveva: “Ich bin ganz
Threr Meinung dass die Gauss’schen Methoden die
leichter vorwirts fiihrenden sind, im Gegensatz zur
Benutzung von Drehungen. Aber es ist auch nicht zu
leugnen dass man mit diesen letzten Methoden schéne
Erfolge erzielt hat, und dass man zufrieden sein kann,
dass zwei geeignete Methoden iiber einander her-
laufen. Eine unterstiitz die andere”. (*?)

E quanto dice il Weingarten del metodo del triedro
mobile, parmi si possa ben ripetere, al piti con eguale
favore, di tutti gli altri fin qui escogitati, nessuno dei
quali ha rivelato coll’effettivo successo una potenza
superiore a quella dei metodi di Gauss. Vedano piut-
tosto i censori se non dimentichino troppo facilmente
che 'importanza di una ricerca di geometria infinite-
simale dipende ben piti dalla profondita del pensiero
geometrico che la informa, che non dalla veste anali-
tica di cui 'autore, a seconda delle sue preferenze, si
compiace di rivestirlo. [Bianchi 1910, p. 221]

La citazione dalla lettera di Weingarten si riferiva al
metodo dei riferimenti mobili di Darboux al quale, se
non altro, lo stesso Bianchi e Weingarten riconosce-
vano una qualche utilita di applicazione entro il
campo degli sviluppi della geometria negli ultimi

(*®) Sono completamente d’accordo con Lei sul fatto che i
metodi gaussiani sono quelli che piti facilmente conducono a
passi in avanti, contrariamente all'uso delle rotazioni. Ma &
anche innegabile che questi recenti metodi abbiano avuto
successo, e che si possa essere soddisfatti che si disponga di
due metodi efficienti. Uno & di supporto all’altro.

decenni. D’altro canto, non e difficile riconoscere
nella frase successiva e nel caustico inciso “al piti con
eguale favore” un riferimento pitt 0 meno velato al
calcolo differenziale assoluto.

Pur riconoscendo I'originalita di alcuni dei risultati
che Ricei aveva conseguito entro 'ambito della teoria
delle superfici, tra i quali venivano esplicitamente
menzionati come “pregevoli aggiunte” “i criteri di-
stintivi [...] per decidere della possibilita di deformare
una superficie flessibile ed inestensibile in guisa che
diventi di area minima, o a curvatura costante” (si
tratta del teorema di immersione minimale), Bianchi
riteneva che in generale i vantaggi offerti dal nuovo
algoritmo fossero piu che altro “formali o limitati a
questioni secondarie” [Bianchi 1904, p. 148]. Inoltre,
proseguiva, la preponderanza accordata da Ricci alla
parte algoritmica appariva di gran lunga sproporzio-
nata rispetto alla effettiva rilevanza dei risultati
ottenuti, il contenuto geometrico dei quali veniva
spesso lasciato nell’ombra. (%)

Ben piu benevolo fu 'atteggiamento di Bianchi
nei confronti dell'impiego che Ricei aveva fatto del
nuovo calcolo nel campo della geometria pluridimen-
sionale. Tuttavia i risultati raggiunti non parevano
sufficienti a meritare il conferimento del premio (che
di fatto non venne attribuito a nessuno dei concor-
renti).

Al dila dei giudizi nel merito circa la rilevanza dei
nuovi apporti ottenuti da Ricci, lo scetticismo di
Bianchi (certo non isolato nella comunita dei mate-
matici 7)) rifletteva la convinzione epistemologica
profonda secondo la quale il progresso del sapere
matematico consiste prevalentemente di acquisizio-
ni di nuovi risultati e non tanto nella risistemazione e
riorganizzazione di un corpo di dottrine gia note. Cio
emerge chiaramente ad esempio nel passo seguente
della relazione di Bianchi che appare come un invito

(*%) In [Bianchi 1903, §349], é fatta una rapida menzione al
teorema di immersione minimale di Ricei. Significativamente
Bianchi evitava I'impiego dei metodi del calcolo assoluto
preferendovi la possibilita, gia sfruttata da Padova, di scrivere
l'elemento lineare di una superficie (a curvatura media co-
stante) in coordinate di curvatura che sono al contempo
isoterme.

(") Cinicamente, Bianchi non manco di sottolineare che le
idee di Ricei avevano avuto presa solo tra una ristretta cerchia
di matematici; li defini “pochi seguaci” [Bianchi 1904, p. 150].
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a badare alla sostanza dei risultati piu che alla ricer-
catezza dei metodi impiegati:

Piuttosto che nella specialita degli algoritmi usati
riconosciamo la vera sorgente delle scoperte, nel
campo dell’ordinaria geometria infinitesimale, nella
forza della intuizione geometrica, sussidiata da quel
potente stromento [sic!] analitico, che ciascun ri-
cercatore potra foggiare nell'una o nell’altra guisa a
seconda delle preferenze od abitudini individuali, ma
la cui forza é pur sempre unicamente quella che vi
infusero i creatori del calcolo infinitesimale. [Bianchi
1904, p. 148]

Le posizioni epistemologiche che animarono le ricer-
che dello stesso Ricci furono di segno opposto:
I'elaborazione di metodi e di tecniche uniformi insie-
me alla volonta di organizzare in maniera unitaria
un’ampia mole di risultati in parte gia noti era visto
dal creatore del nuovo calcolo come un obiettivo
prioritario delle proprie ricerche, fermo restando
'intento di esplorare nuovi interessanti risultati, che
in effetti non mancarono.
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