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Sommario: Trattiamo la prima proposizione degli Elementi di Euclide, che mostra come costruire un
triangolo equilatero di lato assegnato. Discutiamo 1 principt di continuita che paiono necessari per provarla
ma Euclide sembra trascurare. Tracciamo poi la storia della prima proposizione fino ai giorni nostri. Ne

presentiamo infine qualche intrigante eco letteraria.

Abstract: We deal with the first proposition of Euclid’s Elements, which shows how to construct an equilateral
triangle of given side. We discuss the continuity principles that seem necessary to prove it but Euclid seems to
neglect. We then trace the history of this proposition until today. Finally, we present some intriguing literary

echoes of it.

1. — Un dubbio su Euclide

Due grandi matematici italiani dell’Ottocento, Enri-
co Betti (1823-1892) e Francesco Brioschi (1824-
1897), curarono nel 1868 una loro edizione [BetBr]
degli Elementi di Euclide [Eul], [He]. (}) Nelle pagi-
ne iniziali, celebrarono I'opera del matematico ales-
sandrino, definendola “inimitabile modello di logica
e chiarezza lasciatoct dai Greci”, lodandone la
“suprema accuratezza” e deprecandone il progres-
sivo abbandono nella didattica.

Eppure, pochi anni dopo, Bertrand Russell (1872-
1970) esprimeva critiche pesanti agli Elementi, so-
stenendo che la loro fama come capolavoro della
logica era largamente immeritata [Ru]. A Euclide
Russell rimproverava: “Le sue definizioni non sem-
pre definiscono, 1 suoi assiOMi NON SONO Sempre
ndimostrabili, le sue dimostraziont richiedono
molti assiomi di cui egli e del tutto inconscio”.

Accettato: 17 ottobre 2024.

() Una ottima traduzione del primo libro degli Elementi,
con relativo commento, si trova in [RuPS]. La segnaliamo
molto volentieri. Il nostro argomento vi viene considerato nel
capitolo Approfondimento, pp. 145-148; gli & pure dedicata
parte dell'immagine di copertina.

A sostegno delle sue riserve, Russell menzionava
la prima proposizione degli Elementt, la 1 del libro I,
quella che presenta la costruzione del triangolo
equilatero di lato assegnato AB.

La ricordiamo: Euclide traccia col compasso le
due circonferenze di raggio AB e centro rispettiva-
mente A e B e individua in un loro punto di
intersezione C il terzo vertice del triangolo cercato.
Infatti, C hala stessa distanza di B da A e di A da B,
come dire CA =BA e CB = AB. A questo punto
basta applicare le proprieta transitiva e simmetrica
dell'uguaglianza per concludere anche CA = CB.

FIGURA 1 —la costruzione di Euclide.
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Ma, obiettava Russell, I'esistenza del punto di inter-
sezione C tra le due circonferenze non e per niente
garantita. Non la assicurano né proposizioni prece-
denti (che non ci possono essere), né i postulati
iniziali. Servirebbe invece qualche altra assunzione.

Rivediamo infatti la costruzione alla luce della
geometria analitica, in riferimento a un sistema carte-
siano ortogonale. Immaginiamo in particolare che A e
B corrispondano all’origine (0, 0) e al punto di coordi-
nate (1, 0), cosi che la loro distanza misura 1. Le
circonferenze che ne risultano hanno allora equazioni

(x—17%+92 =1

Le soluzioni del relativo sistema, cioe le coordinate

. e . 1 3 .
dei punti di intersezione, sono <§ , \/7_> . In parti-

colare, la loro ordinata e irrazionale, anche se le
coordinate iniziali dei centri, la misura del raggio e,
di conseguenza, i coefficienti delle equazioni sono
tutti razionali, anzi interi. Come dire che le circonfe-
renze sono si secanti nel piano reale, ma non in quello
razionale. (%)

In definitiva il disegno inganna, quando nella
costruzione euclidea induce ad accettare I'esistenza
di C. Tanto sottolineava Russell. In verita qualche
suo maligno detrattore insinua che la colpa che egli
maggiormente imputava a Euclide era, paradossal-
mente, quella di non avergli dato retta (*) — pitt di due
millenni prima! Ma, al di 1a delle battute, la dimo-
strazione degli Elementi rivela qualche innegabile
fallacia cui porre rimedio.

Sembra dunque ragionevole stabilire, come si
diceva, un nuovo postulato, che garantisca I'interse-
zione C. Il resto dell’argomentazione di Euclide
sembra invece condivisibile. Le premesse degli
Elementi su cui si basa sono infatti:

e ipostulatil e 2, quando traccia il segmento iniziale
AB; (%)

() [Ha, Ex. 16.7 (a), p- 147] chiarisce che il piano su un
campo ordinato F' contiene un triangolo equilatero se e solo se
F contiene v/3.

(®) Come riferito nelle righe introduttive della riproduzio-
ne dell’articolo di Russell nel sito citato in [Rul].

() Per una discussione del contenuto e del significato dei
postulati euclidei un riferimento classico e consigliabile e [He].
I postulati 1 e 2 sono trattati alle pagine 195-199.

e il postulato 3, quando costruisce cerchi di centro e
raggio assegnati;

e le definizioni 15, 16 e 17, relative appunto a cerchio
(e circonferenza) e rispettivi centro e diametro,

¢ la prima nozione comune, sulla proprieta transiti-
va della relazione di uguaglianza.

A questi presupposti un osservatore pignolo potreb-
be aggiungere i procedimenti logici cui la dimostra-
zione si affida, a cominciare dal modus ponens — che
interviene quando dalla prima nozione comune e
dalla specifica osservazione che CA e CB sono
singolarmente uguali ad AB si deduce che CA e
CB sono uguali tra loro.

L’obiettivo principale di questa nota e, allora,
discutere il postulato mancante e la possibile omis-
sione di Euclide. Ma il nostro discorso si allarghera a
esaminare la prima proposizione degli Elementi nel
suo complesso.

In dettaglio, il capitolo 2, successivo a questa
introduzione, tratta del problema del continuo,
discute 'assioma della continuita circolare, cru-
ciale per lo sviluppo dell’argomentazione euclidea, e
lo collega all’assioma generale della continuita,
come enunciato da Dedekind. Ricorda le tappe
storiche che hanno portato alla formulazione di
questi principi, da Finé a Pascal, da Bolzano a De
Morgan.

I capitolo 3 riferisce e discute brevemente altre
obiezioni minori, sollevate gia nell’antichita alla
dimostrazione di Euclide. Rileva poi i vari luoghi
degli Elementi in cui viene applicata la prima
proposizione, 0 comunque vengono proposte situa-
zioni analoghe, soggette alle stesse riserve.

I1 capitolo 4 esamina la costruzione del triangolo
equilatero di lato assegnato nelle geometrie non
euclidee e nella geometria del compasso di Lorenzo
Mascheroni.

Il capitolo 5 ritorna sulle critiche mosse a Euclide,
soprattutto nel corso dell’Ottocento, in Gran Breta-
gna e in Italia e ricorda, trai suoi difensori piu fieri e
convinti, Charles Dogdson, alias Lewis Carroll,
l'autore dei romanzi di Alice.

Il capitolo 6 descrive le fortune letterarie della
prima proposizione, citata pitt 0o meno esplicitamente
da vari importanti scrittori: lo stesso Carroll, Char-
les Dickens, il poeta Samuel Coleridge e Jorge Luis
Borges.
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Il capitolo finale 7 presenta alcuni studi moderni
dell’'opera euclidea e in particolare della sua prima
proposizione. Riferisce dei controlli automatici che
ne verificano la coerenza, ma anche di recenti analisi
filosofiche dell’approccio euclideo, di cui si sottoli-
neano il ricorso sistematico a figure e diagrammi,
dunque l'intento soprattutto costruttivo e visuale,
ma anche lo spirito che ispira postulati e dimostra-
zioni, molto diverso dalla sensibilita e dall'imposta-
zione dei nostri giorni. Ringraziamo Silvia De Toffoli
per aver attirato la nostra attenzione su questi
aspetti.

Ringraziamo anche Paolo Maroscia e i due revi-
sori anonimi di questo articolo per tanti preziosi
suggerimenti.

2. - Il problema del continuo

Per illustrare il concetto del continuo, Francesco
Severi (1879-1961) proponeva in [Se] di considerare
una “successione di piccolissime macchie”, come
nella successiva figura 2. L’impressione che un
osservatore ricava guardandole varia con la distan-
za: in genere risulta chiaro che A e B sono diversi;
tuttavia, le macchie sono avvertite come una linea
fluente e ininterrotta solo in lontananza, mentre da
vicino appaiono come una sequenza di punti separati.
Dunque, se si tracciano due simili linee, e nello
specifico le due circonferenze di Euclide, uno spet-
tatore abbastanza vicino puo accordare al massimo
che siincrocino (se siincrociano), ma non certo che si
incontrino, mentre un osservatore lontano potra
invece ricavare quest’ultima impressione.

aves
at® e

A B

F1GURA 2 —1a linea di “piccolissime macchie” di Severi.

Immagine tratta da
https://it.wikisource.org/wiki/Scientia - Vol. VIII/

Ipotesi_e realt%C3%A0 nelle_scienze _geometriche#Euclide.

Secondo Aristotele (384-322 a. C.), che precedette
storicamente Euclide (IV-III secolo a. C.) di circa
cinquanta anni, lo spazio ha natura continua. Tanto
leggiamo nella sua Fisica [Arl, 208a]. Inoltre, nella
sua concezione il continuo e inteso come “divisibile
allinfinito” [Arl, 185b], ma anche dotato di un’ulte-
riore proprieta di contiguita. Aristotele, infatti,
definisce il contiguo affermando che “oltre a essere
consecutivo, ¢ anche a stretto contatto”, e poi ag-
giunge che il continuo e quella forma di contiguita in
cui “Uestremo di ciascuna delle realta a contatto fa
tutt'uno” con 'estremo dell’altra [Arl, 227a].

In questa prospettiva pare ragionevole attender-
si che due linee continue, incrociandosi, si incontri-
no. Ma Euclide non enuncia esplicitamente nessun
principio del genere all'inizio degli Elementi. Sem-
mai parla implicitamente dell'intersezione di due
rette nel famoso quinto postulato, quando asserisce:
se due rette taglhiate da una terza formano dalla
stessa parte due angoli interni la cui somma e
minore di due angoli retti, allora quelle due rette,
tracciate indefinitamente, st incontrano da quella
parte. Leggiamo allora tra le righe che due rette, se
convergono, si intersecano. Del resto nella Defini-
zione 23, Euclide definisce due rette del piano
parallele se, prolungate illimitatamente da entram-
be le parti, non si incontrano né dall'una né dall’altra
di queste parti. Insomma, dell'intersezione di due
rette in qualche modo si parla.

Manca pero totalmente negli Elementi un’affer-
mazione dello stesso genere per le circonferenze e
piu in generale per le curve. Il principio mancante,
che potremmo chiamare assioma della continuita
circolare, viene enunciato nel modo che segue in
[Gre, p. 94]:

seun cerchio ha un punto all’interno e uno all’esterno
di un altro cerchio, allora le due circonferenze cor-
rispondenti st incontrano in due punti.

Naturalmente, la posizione di un punto all'interno o
all’esterno di un cerchio si deduce dalla sua distanza
dal relativo centro, minore o maggiore del raggio. Si
intende poi che ambedue i cerchi condividono la
proprieta di possedere un punto dentro, e uno fuori
I'altro. Non basta che a soddisfarla sia solo uno:
quando un cerchio e esterno a un altro, si ritrova
certamente con un punto dentro e uno fuori, ma non
vale altrettanto per il cerchio interno, e infatti le due
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circonferenze non si incontrano per nulla. Se invece
si fa riferimento alle circonferenze invece che ai
cerchi, I'ipotesi che 1'una abbia un punto interno e
uno esterno all’altra sembra sufficiente.

Pure Betti e Brioschi sottoscrivono, o almeno
menzionano, in [BetBr] questa necessaria condizio-
ne di continuita circolare. Infatti, dopo aver provato
la prima proposizione del primo libro pit 0 meno
allo stesso modo di Euclide, avvertono I'esigenza di
un commento finale, assente negli Elementi: “Le
circonferenze det due cerchi si segano necessaria-
mente, perché ciascuna di esse ha un punto interno
ed un punto esterno rispetto all’altro cerchio”
[BetBr, p. 6].

A rigore, si avverte una qualche differenza tra
questa affermazione e il principio di continuita
circolare che abbiamo tratto da [Gre]. Infatti, la
situazione iniziale & la stessa, due cerchi di cui
ciascuno ha un punto all'interno e uno all’esterno
dell’altro; ma la se ne deduce I’'esistenza di due punti
di intersezione, e qua di almeno uno. Tuttavia, che i
punti diventino due lo sia puo desumere perché due
sono gli archi di circonferenza che congiungono i
punti originari, quello interno e quello esterno; dopo
di che, interviene lo stesso Euclide che, nella propo-
sizione 10 del libro terzo, assicura che i punti comuni
a due circonferenze distinte non possono essere piu
di due. (°)

Concentriamoci dunque sull’assioma di continui-
ta circolare, come enunciato in [Gre]. La storia della
sua formulazione e del suo raffinamento nei secoli
fino all'inizio dell’Ottocento viene descritta e discus-
sa da Vincenzo De Risi nell’articolo [DeR], da cui
estraiamo solo alcuni spunti chiave. Apprendiamo
cosl che la questione non riscosse grande attenzione

®) [Gre, p. 94] enuncia anche un principio di continuita
lineare, secondo cui, se un segmento ha i due estremi uno
all'interno e uno all’esterno di un cerchio, allora quel segmento
interseca la circonferenza — per una retta in analoga condi-
zione, le intersezioni diventano due. Non ci soffermiamo su
questo postulato, esso pure adoperato tacitamente da Euclide.
Sia in [Gre, pp. 100-101] che in [He, Book I, pp. 237-238] si
mostra come dedurlo dall’assioma di continuita di Dedekind,
di cui parleremo tra poco. In [Gre, p. 101] si aggiunge che il
principio di continuita lineare e conseguenza di quello di
continuita circolare, esso pure deducibile dall’assioma di
Dedekind.

dai primi commentatori euclidei e neppure nel

Medio Evo. Ma nel 1532 il matematico e cartografo

francese Oronce Finé (1494-1555) — o Fine, come

oggi si preferisce scrivere, o ancora Oronzo Finneo,
adoperando la versione italianizzata del nome -
aggiunse nella sua opera Protomathesis due nuovi

postulati ai cinque classici di Euclide e, nel primo di

essi, ossia nel sesto complessivo, stabili che “una

linea retta o curva, che e condotta da un punto
mterno a una figura ad un punto esterno nello
stesso piano, interseca la figura o sul bordo o nei
suot lati”. La nozione di “figura” appare oggettiva-
mente vaga. Se pero la interpretiamo come uno dei

cerchi della costruzione del triangolo equilatero, e

per linea consideriamo un arco dell’altra circonfe-

renza, ecco che, applicandole I'asserzione di Finé,

deduciamo I'esistenza del punto C.

Di cerchi e circonferenze, e non solo generica-
mente di figure, parla invece Blaise Pascal (1623-
1662) quando tratta lo stesso tema nella sua Intro-
duction a la géométrie. In verita di quest’opera,
dedicata alla geometria elementare, ci restano alcuni
frammenti, conservati da Leibniz [It]. Nella sua
parte finale, Pascal elenca una serie di affermazioni
che chiama “teoremi naturalmente noti” e che di
conseguenza enuncia senza dimostrazione. L’e-
spressione non manca di colpire e viene opportuna-
mente sottolineata in [It], che la collega a un passo
dell’altro trattato di Pascal, Lo spirito della geome-
tria [Pal, p. 94], in cui lautore raccomanda di
“enunciare come assiomi soltanto cose perfetta-
mente evidenti per se stesse”. Allora [1t] si domanda
se 1 “teoremi naturalmente noti” non possano inten-
dersi in questa luce, come proposizioni che si “sento-
no” e non si provano. Questo approccio di Pascal, cosi
naif almeno in apparenza, corrisponde pienamente
alla sua filosofia e alla sua sensibilita.

Tornando al nostro interesse principale: ai nume-
ri 10 e 11 della lista pascaliana di questi “teoremi
naturalmente noti”, troviamo le seguenti proposi-
zioni, perfettamente attinenti all’auspicato principio
di continuita circolare.

e La circonferenza che passa per due punti, uno
allinterno di un altro cerchio e l'altro al di fuori,
lo taglia in due punti e in due soltanto.

e Se due circonferenze hanno reciprocamente dei
punti uno all’interno dell’altra, esse si taglieran-
no a vicenda 1n due punti e in due soltanto.
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Nel suo articolo [DeR], De Risi cita altri contributi al
concetto della continuita nelle circonferenze, che da
Finé arrivano appunto a Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646-1716): ci limitiamo qui a citare Claude Richard
(1589-1664) e Gilles Personne de Roberval (1602-
1675), loro pure francesi, e ancora I'italiano Giovanni
Alfonso Borelli (1608-1679) e John Wallis (1616-
1703). Nella sua conclusione [DeR] acecenna a Ber-
nard Bolzano (1781-1848) e al teorema del valore
intermedio, da lui provato in un articolo del 1817, di
cui [Bol] fornisce la traduzione in inglese. Nella
forma in cui gia Bolzano lo enuncia e dimostra, nella
sezione 15 del suo articolo, il teorema asserisce: se
1, g sono due funzioni reali di variabile reale, de-
finite e continue m un intervallo [a, b] per cui
fla)>g(a) ef(b) <g(b), ce almeno un punto c di
quellintervallo in cui f(c) e g(c) coincidono.

Il teorema si puo allora applicare alle funzioni
corrispondenti a due opportune semicirconferenze
delle circonferenze tracciate nella prima proposizio-
ne di Euclide per ricavare il punto di intersezione
richiesto: nell’esempio del capitolo 1, basta
e assumere

flx)=v1—ua? g(x)=v2x—a2epoia=0,b=1,
e osservare che
f(0)=1>0=g(0)ef(1)=0<1=g(1)

per dedurre l'esistenza (ma non il valore!) del pun-
to C.

Naturalmente 'enunciazione e la dimostrazione
del teorema del valore intermedio presuppone che si
chiariscano preliminarmente i concetti di numero
reale e di funzione continua e, ancora, che si spieghi
perché i numeri reali debbano essere coinvolti.

A introdurre e descrivere una nozione di conti-
nuita provvede gia Bolzano nel suo lavoro, anche se
la definizione e la prova stessa del teorema saranno
ulteriormente perfezionate da Cauchy nel suo Cours
d’analyse del 1821: si vedano [BS, Capitolo 2, in
particolare Teorema IV, e poi Nota III] e anche
[Gra].

Per l'introduzione rigorosa dei numeri reali si
dovra invece aspettare il 1872.

Nel frattempo, a tornare sulla prima proposizione
di Euclide era stato pure Augustus De Morgan, nelle
sue Short Supplementary Remarks on the first Six
Books of Euclid’s Elements del 1849 [DeM]. Negli
anni precedenti si erano progressivamente diffuse

critiche svariate verso gli Elementi, come pure, per
reazione, interventi appassionati a loro difesa. De
Morgan scrive in questa atmosfera. Prende inizial-
mente atto che Euclide si affida anche a postulati
“adottat tacitamente”, forse assimilabili ai “teorems
naturalmente noti” di Pascal. Ma nel caso specifico
della prima proposizione, a pagina 6 del suo lavoro
suggerisce di assumere la seguente affermazione
come ulteriore postulato: “se due figure che hanno
UN0 0 PLU punti in comune hanno pure ciascuna un
punto che non sta nell’altra, allora © bord: di quelle
due figure si devono tagliare”. Tanto, dunque, vale
se come “figure” si assumono due cerchi che in parte
si sovrappongono e in parte no. Anzi De Morgan,
aggiunge per maggior chiarezza un altro postulato, e
cioe che: “ogni punto sta dentro o fuori un cerchio, a
seconda che la sua distanza dal centro sia maggiore
o minore del raggio”.

Veniamo ai numeri reali e alle definizioni equiva-
lenti che nel 1872 ne proposero vari matematici, tra
cui Richard Dedekind (1831-1916) e Georg Cantor
(1845-1918). Nell’approccio di Dedekind [Ded], un
numero reale e introdotto come una sezione dell'in-
sieme ordinato (O dei razionali — da intendersi come
una partizione di Q in due sottoinsiemi non vuoti
A < B con A privo di massimo. Sul nuovo insieme R
dei reali si stabiliscono una struttura di insieme
ordinato, e addirittura di campo ordinato, che esten-
dono quelle abituali di Q. La loro proprieta chiave e
Passtoma di completezza: ogni insieme di reali non
vuoto e superiormente limitato ammette un mini-
mo confine superiore sup —un principio che Bolzano
aveva gia applicato nella sua dimostrazione del
teorema del valore intermedio, e che del resto si
prova del tutto equivalente a quest’altro enunciato
[BL, Theorem 3.5.4 p. 167]. Di piu, se la costruzione di
Dedekind si applica non piti ai razionali ma ai reali,
determinandone le sezioni, ecco che la struttura che
si ottiene resta isomorfa a quella dei reali e quindi
non produce nulla di nuovo.

Anzi, il campo ordinato dei reali si caratterizza
come l'unico che, a meno di isomorfismi, soddisfa
I'assioma di completezza: un teorema di Edward
Huntington (1874-1952) del 1903 [Hul.

L’assioma della continuita di Dedekind e Cantor
asserisce nella sostanza che I'insieme ordinato dei
reali e in corrispondenza biunivoca col continuo
lineare della geometria. Trasferito appunto al conti-
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nuo geometrico unidimensionale, il postulato di
continuita di Dedekind diviene:

se una retta si ripartisce in due sottoinsiemi non
vuott tali che nessun punto di uno sta tra due punti
dell’altro, allora c’e un unico punto O della retta tale
che uno dei due sottoinsiemi ¢ una semivetta di
origine O e laltro il suo complemento.

La sua formulazione originaria si trova, tradotta in
inglese, nei commenti di Heath agli Element: [He,
Book I, p. 236]. Subito dopo, alle pagine 238-240,
Heath dimostra come dedurne il principio della
continuita circolare, e dunque — quanto a noi preme
— una prova completa della prima proposizione di
Euclide. Per la precisione, Heath spiega che, quando
una circonferenza ha un punto all'interno e uno
all’esterno di un’altra, allora le due si intersecano
in due punti — come appunto asserito in [Gre, p. 94].

Sul tema generale del continuo e sulle discussioni
che lo riguardano, rimandiamo volentieri a [We] e al
piu recente [Ze].

3. — Altre obiezioni a Euclide

Oltre alla questione della continuita, altri rilievi,
meno sostanziali e forse pit pignoli, furono mossi
sin dall’antichita alla prima proposizione degli Ele-
menti.

Uno dei commentatori piu famosi di Euclide,
Proclo [Pr], ne riferisce uno, attribuito a Zenone di
Sidone — da non confondersi con 'omonimo filosofo
eleatico dei paradossi. La perplessita riguarda sta-
volta 'eventualita che i lati AC e BC si congiungano
prima di arrivare a C e quindi condividano non solo
I'estremo C, ma un intero sottosegmento. In questo
caso il triangolo equilatero ABC non verrebbe
neppure a costituirsi, e diverrebbe una figura piu
composita, formata da un triangolo sovrastato da un
segmento. Proclo e altri cercano di rispondere a
questa contestazione, senza riuscire a opporre argo-
menti convincenti e definitivi. Heath [He, Book I,
p. 196-199] descrive in dettaglio questi tentativi di
provare che due segmenti di questo genere non pos-
sono avere un sottosegmento proprio comune, ma
conclude la sua analisi suggerendo esplicitamente di
accettare questa proprieta come postulato.

A chi poi si domanda se il punto C non possa
addirittura giacere sul segmento originario AB, si

puo invece obiettare che una tale ipotesi contraddice
la quinta nozione comune di Euclide, che il tutto e
maggiore della parte. Nello specifico, infatti, AC e
BC, come parti proprie di AB, non potrebbero
condividerne la lunghezza.

E ancora: ci si puo chiedere quali premesse
garantiscano, all'inizio degli Elementi, che la costru-
zione euclidea si mantenga tutta nel piano originario
e non ne fuoriesca. Ma in verita lo stesso Euclide
esclude questo caso, sia pure soltanto all'inizio del
libro XI, quando inaugura la sua trattazione della
geometria solida. La prima proposizione di questo
libro afferma che un segmento non puo distribuirsi
parte in un piano e parte fuori. Forse il chiarimento e
tardivo? D’altra parte, i primi libri degli Element:
sono dedicati alla geometria piana.

Risposte piu argomentate ed esaurienti a tutti
questi rilievi si trovano in [He, pp. 196-199 e 242-
243].

Aggiungiamo che, all'interno degli Elementi, lo
studio dettagliato della posizione reciproca di due
circonferenze, compreso il caso in cui queste sono
secanti, occupa il libro ITI. Nemmeno in quest’occa-
sione, pero, si enuncia un principio di continuita
circolare. Tuttavia, una simile premessa viene taci-
tamente usata, oltre che nella Proposizione 1, anche
nella Proposizione 22 del libro I, quando si prova
I'inverso della ben nota proprieta di un triangolo che
un suo lato qualsiasi € sempre minore della somma
degli altri due e si mostra che, se tre segmenti
soddisfano queste diseguaglianze, allora si puo co-
stituire un triangolo che li ha per lati.

La costruzione del triangolo equilatero viene poi
adoperata ripetutamente negli Elementi. Si comin-
cia con la proposizione 2 del libro I, dove si mostra
come piazzare un segmento uguale a un segmento
dato con estremo in un punto assegnato. Si prose-
gue, sempre nel libro I, con la bisezione di un angolo
retto (proposizione 9), la costruzione del punto
medio di un segmento (proposizione 10), quella della
perpendicolare a una retta data in un suo punto
(proposizione 11), e poi, nel libro XI, su problemi di
geometria dello spazio (proposizioni 11 e 22).

D’altra parte la proposizione 1, pur impiegata da
Euclide nelle sue dimostrazioni, non sempre ¢ indi-
spensabile per giungere alle relative conclusioni.
Talora basta affidarsi all’esistenza di un triangolo
isoscele di base assegnata AB - la cui costruzione e
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certamente meno complicata e delicata del triangolo
equilatero, potendo prescindere dal problema del-
I'intersezione di due circonferenze, si veda per
esempio [Ha, Proposition 10.2 p. 100].

4. — La costruzione del triangolo equilatero
in altre geometrie

Lecito domandarsi se esistono costruzioni del trian-
golo equilatero alternative a quella di Euclide.

Quella suggerita da Leonardo da Vinci al punto
344 della parte terza del Trattato della pittura [Leo]
& molto empirica e ben poco astratta:

Quanto si possano traversare le braccia sopra il petto,
e che le gomita vengano nel mezzo del petto.

Queste gomita con le spalle e le braccia fanno un
triangolo equilatero.

F1Gura 3 - il triangolo equilatero secondo Leonardo,

https://commons.wikimedia.org/wiki/
File:Leonardo_- Trattato della pittura, 1890
(page_193b_crop).jpg.

Se invece preferiamo limitarci agli strumenti classiei
della geometria euclidea, riga e compasso, possiamo
trovare due ulteriori procedimenti di costruzione,
differenti da Euclide, in [MC, p. 30]. Il primo
echeggia quello ben noto dell’esagono regolare:

e si considerano una circonferenza di centro O e un

suo punto A,

e si descrive la circonferenza di centro A e raggio
AQ,

e si prendono i due punti di intersezione B e C di
questa con la circonferenza di partenza,

e si ripete la costruzione con B e C al posto di A,
ottenendo, in aggiunta ad A, due nuovi punti D ed

E sulla circonferenza.

II triangolo equilatero cercato e quello di vertici A,
D, E.

Naturalmente la procedura si affida di nuovo, e
con tutta evidenza, al principio della continuita
circolare, quando desume l'esistenza di due, e solo
due punti di intersezione B, C, e poi D, E. Presenta
tuttavia una diversita sostanziale rispetto all’argo-
mento di Euclide: muove infatti da una circonferen-
za data, senza prefissare il lato del triangolo da
costruire. Lo stesso vale per I'ulteriore costruzione
citata in [MC].

L’attenzione che Euclide tributa per il triangolo
equilatero, riservandogli la prima proposizione
degli Elementi, merita pure qualche interesse. Il
libro [MC] cita e celebra le proprieta, le caratteri-
stiche e le virtu di questa figura, cioe il triangolo
equilatero, descrivendone anche una gran varieta
di applicazioni pratiche, dalla medicina alle scienze
spaziali, dalla geografia alle scienze sociali, e molto
altro.

Sempre [MC] rileva come, dal punto di vista
strettamente matematico, il triangolo equilatero
rappresenti in geometria il poligono regolare piu
semplice, ma ricorra poi ripetutamente pure come
faccia nei poliedri regolari. Inoltre anche in aritme-
tica il cosi detto triangolo di Tartaglia, o di Pascal
che dir si voglia, ha sagoma equilatera.

In [MC] si sottolinea poi come, in religione, il
triangolo equilatero sia inteso addirittura come
simbolo di Dio. Del resto, la sacra Tetraktys dei
pitagorici ha essa pure la sua forma, e per di piu
compare ancor oggi per motivi ben piu terreni, come
disposizione iniziale dei birilli nel bowling o delle
bocce nel biliardo.
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Dal punto di vista politico, o patriottico, il trian-
golo equilatero figura nelle bandiere di alcuni paesi,
come Filippine e Nicaragua. Si trova poi largamente
in arte e natura, e perfino nell’anatomia del corpo
umano, come Leonardo ci ha gia fatto osservare.

Venendo di nuovo a Euclide, & giusto chiedersi se
e come la sua costruzione del triangolo equilatero si
estende alle moderne geometrie non euclidee. Vale
allora la pena di menzionare anzitutto 'osservazione
di Lorenzo Mascheroni che, nella sua Geometria del
compasso [Mas] — quella “che per via del solo
compasso senza la riga determina la posizione de’
punti” —, proprio all'inizio del primo libro sottolinea
come la procedura proposta negli Elementi per
costruire il triangolo equilatero si avvalga del solo
compasso, senza bisogno di riga, almeno se muove
dai punti A e B alla ricerca di un C “tanto lontano da
ciascuno di essi, quanto essi lo sono tra loro”.

Passiamo pero alle geometrie iperbolica e sferica.
Ad esse la costruzione euclidea formalmente si
trasmette senza apparenti modifiche. Tuttavia, il
contesto diverso produce differenze sostanziali. Le
proprieta dei poligoni regolari, e in particolare dei
triangoli equilateri, cambiano radicalmente rispetto
al modello euclideo. Per esempio, in un triangolo
equilatero 'ampiezza degli angoli interni puo varia-
re. Inoltre, come osservato da [Gr, p. 191] nel caso
iperbolico, questa ampiezza determina univocamen-
te la lunghezza del lato.

In questa prospettiva estesa, il triangolo equila-
tero euclideo si puo vedere come una sorta di limite
comune, rispettivamente superiore e inferiore, per i
triangoli equilateri iperbolici o sferici, che pero sono
soggetti nel proprio ambito alle variazioni che si
acecennavano.

Cosi nel caso iperbolico, facendo riferimento al
modello costituito dal disco di Poincaré, si passa da
un triangolo puramente ideale, che hai tre vertici sul
bordo del disco e angoli interni nulli, a un triangolo
sempre piu piccolo, che si avvicina al centro e il cui
angolo interno tende a quello euclideo, dunque a 7t/3
in radianti. Si ha allora a meno di isometrie un
triangolo equilatero con angolo interno o per ogni
reale o con 0 < o < n/3. Come detto, la lunghezza
del lato di questo triangolo cambia di conseguenza,
legata al valore dell’angolo.

Nella geometria sferica, invece, si parte da un
triangolo limite, che consiste di un singolo punto

preso come polo e approssima il triangolo equilatero
euclideo, e ci si allarga sulla sfera fino all’altro caso
estremo, in cui i tre vertici del triangolo si distribui-
scono sull’equatore. L’angolo interno « stavolta varia
nell’ambito n/3 < o < m. Come esempio intermedio,
si ottiene un triangolo equilatero con tre angoli
interni retti. Il lato varia ancora insieme all’angolo.
Inoltre, come sottolinea Russell [Ru], nel caso sfe-
rico il piano e limitato e la lunghezza del lato
originario AB deve tenere conto di questo vincolo:
quindi non puo essere arbitrariamente grande, nello
specifico non puo superare un terzo dell’equatore.

F1GURA 4 - triangoli equilateri, a sinistra il caso iperbolico, in
riferimento al disco di Poincaré, a destra il caso sferico.

Maggiori dettagli sulle proprieta dei triangoli equi-
lateri nelle geometrie non euclidee si trovano in
[MC, Property 83 p. 74] e in vari punti di [Ha,
Chapter 7]. Un approccio molto chiaro si trova in
[ArDLMNR], che trattail caso iperbolico alle pagine
165-166 e quello sferico a pagina 45. (°)

5. — I rivali di Euclide

Nel corso dell’Ottocento, in Gran Bretagna e altrove
si accese un animato dibattito sull'insegnamento
della geometria e sull’opportunita di basarlo ancora
sugli Elementi di Euclide [Ca]. La discussione ne
contrappose detrattori e difensori. Sorse in propo-
sito nel Regno Unito una Association for the Im-
provement of Mathematical Teaching, che sviluppo
analisi e proposte come [As]. Noi ci limitiamo qui a
presentare un alfiere di ciascuno dei due campi

(®) Ringraziamo Silvia Benvenuti per averci segnalato
questo libro e per tutti i suoi suggerimenti su questo punto.
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avversi, soprattutto in relazione alla prima proposi-
zione euclidea.

James Wilson (1836-1931) fu prete della Chiesa di
Inghilterra ed educatore, pit che matematico; si
interesso tuttavia della geometria e del suo appren-
dimento. La sua opinione fu certamente influente, se
una sua riflessione del 1868 [Wil] trovo pronta
traduzione anche in Italia, sul Giornale delle Mate-
matiche. Nel suo scritto Wilson elogiava anzitutto il
commento equilibrato e oggettivo che su Euclide
aveva fornito De Morgan [DeM]. Dal punto di vista
didattico sottoscriveva pero I'opinione gia espressa
da illustri matematici, secondo cui “U’Euclide ¢ anti-
quato, artifizioso, illogico e inadatto come libro di
istituzione”. Non menzionava espressamente la pri-
ma proposizione degli Elementi, ma stigmatizzava
tutto “l'intralciato ordine” del primo libro.

Wilson elaboro in quello stesso anno la sua
proposta di didattica della Geometria [Wi2], assai
diversa da quella tradizionale di Euclide. Un accen-
no al principio della continuita circolare accompa-
gnava, alla pagina 40 di quel trattato, non tanto la
costruzione di un triangolo equilatero quanto la
bisezione di un angolo.

Al riguardo il metodo di Wilson procede cosi.
Sceglie anzitutto, a uguale distanza dal vertice O,
due punti A e B sui lati dell’angolo. Traccia poi due
circonferenze secanti di centro rispettivamente A e
B, e di ugual raggio, minore di OA = OB. Indicato
con C un loro punto di intersezione, individua in OC
la bisettrice cercata. Completata la sua argomenta-
zione, Wilson senti tuttavia il bisogno di una preci-
sazione: “It is assumed here that, if a circle has one
point inside another circle, the circumferences will
wntersect one another” — insomma, un’enunciazione
del principio di continuita circolare.

Tra i piu fieri e incrollabili paladini di Euclide si
colloco invece Charles Dogdson, alias Lewis Carroll
(1832-1898): come scrittore, autore dei romanzi di
Alice; nella vita, pero, logico e matematico, insegnan-
te al Christ Church College di Oxford. In questa veste
compose nel 1885 una requisitoria a sostegno delle
sue convinzioni, della quale gia il titolo e rivelatore:
Euclid and his Modern Rivals [Do].

Carroll conferma talora in questo scritto la sua
vena brillante, spiritosa e fantasiosa di narratore.
Immagina infatti che un processo sia allestito nel-
Ioltretomba, pro o contro Euclide, alla presenza del

diretto interessato. Il giudice e Minosse, che insieme
ad altri personaggi discute i nuovi testi di geometria
alternativi agli Elementi, compreso quello di Wilson.
La Association for the Improvement of the Mathe-
matical Teaching e ripetutamente citata e criticata,
ma se ne propone sarcasticamente un allargamento
a una Association for the I'mprovement of Things in
General.

Il guaio &, pero, che, quando passa a censurare i
censori di Euclide e propone una lista pignola delle
loro presunte magagne, Dogdson alias Carroll diven-
ta pedissequo e mortalmente noioso. Lunghe pagine
sono dedicate ad analizzare e stroncare pure le teorie
di Wilson. L’osservazione sopra riferita sulle circon-
ferenze incidenti viene bollata ironicamente da Mi-
nosse [Do, p. 139] come I'ipotesi pitt audace mai fatta
nella geometria moderna, “the boldest assumption
yet made in Modern Geometry’.

Per completezza aggiungiamo che il processo
immaginario di Dogdson si conclude col prevedibile
trionfo di Euclide.

La controversia sull'insegnamento della geome-
tria si diffuse pure in Italia, ancora con posizioni
contrapposte. @

Cosl ci fu chi, perfino nel nostro paese, dissenti
sull’'uso degli Elementi nella didattica. Citiamo
nuovamente al riguardo un solo nome, quello del
professore perugino Rinaldo Marcucei Ricciarelli,
che battaglio a lungo contro quell’opera e scrisse in
particolare nel 1871 una lettera polemica dal titolo
nuovamente rivelatore: L’Euclide deve essere ban-
dito dalle scuole classiche [Ri], perche troppo astrat-
to e inaccessibile, incapace di comunicare realmente
ai giovani la geometria. Per maggiori dettagli sulla
vicenda rimandiamo a [SaN]. Qui ci limitiamo a
considerare la critica alla proposizione 1. Scrive
dunque Ricciarelli:

“Io mon posso tollerare in Euclide il cominciare la
geometria, dopo una notosa filastrocca di postulati e
definizioni, con tre problema. [...] Il 1.° e:

Sovra una data retta finita, costruire un triangolo
equilatero.

(" Rimandiamo a [Giacl, 2] per una trattazione del
dibattito che si svolse in Italia a meta Ottocento sull'uso degli
Elementi euclidei nella didattica della geometria e degli
sviluppi che ne seguirono.
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Appena ti ha dato, benigno lettore, lidea del trian-
golo, ti fa passare alla costruzione dell equilatero. Se
pot i piacesse ridere, leggi la risoluzione; e poscia ti
apparira un piccolo triangolo equilatero chiuso
nello spazio di due buoni circoli che si tagliano.”

Alla formulazione del problema, Ricciarelli aggiunge
un commento sarecastico in nota: “Data retta finita/
se ¢ data, ¢ anche finita”. Ma pure su questa
affermazione si potrebbe discutere, vista la delica-
tezza dei concetti di finitezza e infinitudine.
L’amore per gli Element: di Euclide tuttavia
resistette, anche a prescindere dalla gia ricordata
ammirazione di Betti e Brioschi. Ancora nel 1912,
Alessandro Padoa ne rivendicava la limpidezza
[Pad]. Rispondendo infatti all’atteggiamento di chiu-
sura intransigente di Benedetto Croce contro la
matematica e specificamente alla sua “apologia
denigratoria” verso la geometria, Padoa osservava:

“bastava che egli desse un’occhiata a qualsivoglia
trattato di Geometria, da quello antichissimo di
Euclide sino a’ piw recenti, per accorgersi che nessun
concetto geometrico fu mai definito senza ricorrere a
qualche altro concetto geometrico e che nessun asserto
geometrico fu mai dimostrato senza ricorrere a
qualche altro asserto geometrico, oltre a quelli
espresst dalle definizioni.”

Una certezza granitica che pero, almeno nel caso
della proposizione 1, si scontra con le obiezioni che
sappiamo.

Nell’ambito didattico, ci furono in quegli anni, e
pure successivamente, tentativi autorevoli di supe-
rare la lacuna iniziale degli Element: per presentare
a studentesse e studenti una trattazione organica e
inappuntabile oltre che accessibile — ma non concisa
e immediata come il pur discutibile approccio eucli-
deo. Cosl nell’edizione 1890 di [Fa] (un libro che si
puo ancora trovare in rete, in ristampe anche recen-
ti), si arriva solo a pagina 105, Teorema 231, ad
asserire che due circonferenze, i cui centri distano
meno della somma dei raggi e piu della loro diffe-
renza in valore assoluto, ammettono due punti
comuni. E nel classico testo di Enriques e Amaldi
[EA], esso pure reperibile in rete, si attende pagina
127 per postulare che “un segmento o un arco
circolare che abbia gli estremi da parti opposte
rispetto ad una retta o ad una circonferenza sega
la retta o la circonferenza in un punto”.

6. — Qualche eco letteraria

A fine Settecento Euclide e i suoi Elementi erano
ancora in auge nella scuola anglosassone, anche se
spesso fatalmente sgraditi agli studenti obbligati a
studiarli. Fu cosi che il giovane Samuel Coleridge si
propose di renderli piu attraenti e accessibili, tra-
sponendoli in versi, attraverso A Prospectus and
Specimen of a Translation of Euclid in a series of
Pindaric Odes. Coleridge (1772-1834) sarebbe poi
divenuto un poeta di gran nome, tra i massimi
esponenti del romanticismo inglese. Quando pero
concepi e avvio il suddetto progetto, nel 1791, non
era ancora diciannovenne e la sua arte era ancora
acerba. Del resto, limito il suo esperimento a un solo
esempio, che fu naturalmente la prima proposizione
di Euclide. Le dedico un’ode, il cui titolo fu Un
problema matematico, A mathematical problem
[Co]. 11 quale problema &, appunto, la costruzione
del triangolo equilatero, che trovo cosi una sua eco
poetica e comunque un’esposizione in versi, seppure
non memorabili. Riportiamo solo I'inizio dell’'ode di
Coleridge.

This was now — this was erst,
Proposition the first — and Problem the first.

On a given finite line
Which must no way incline;
To describe an equi —

— lateral Tri —

-A N, G L E.

Now let A. B.

Be the given line

Which must no way incline;
The great Mathematician
Makes this Requisition,
That we describe an Equi —
— lateral Tri —

—angle on it:

Aid us, Reason — aid us, Wit!

Segue il resoconto dettagliato della costruzione di
Euclide, non scevro di qualche enfatico riferimento
alla storia e alla geografia del mondo.

La fortuna letteraria della prima proposizione di
Euclide non si ferma comunque a Coleridge ed e anzi
abbondante e per certi versi stupefacente.
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A parlarne qualche decennio dopo e pure Charles
Dickens (1812-1870) in uno dei suoi Christmas
Books, Racconti di Natale, pubblicato nel 1845 e
intitolato The Cricket on the Earth, Il grillo del
focolare [Di, pp. 102-205]. Nei capoversi iniziali
leggiamo nella traduzione italiana di Emanuele
Grazzi [Di, p. 104]:

La signora Peribingle, uscendo di casa nel crepuscolo
rigido e camminando rumorosamente sulle pietre
bagnate con un paio di zoccoli che lasciavano per
tutto il cortile inmumerevoli impronte sommarie
della prima proposizione di Euclide, riempi il
Ramino fino al beccuccio.

Per ramino si intende un bricco panciuto di rame. In
effetti I'impronta di uno zoccolo sulla neve puo
richiamare due cerchi che tendono a secarsi, anche
se la parte comune (quella che con termini tecnici si
chiama mandorla, o vesica piscis) resta indistinta —
arimarcare ancor piu la vaghezza e il mistero dei due
possibili punti di intersezione. La citazione euclidea
e, stavolta, molto breve e circoscritta, ma colpisce in
uno scrittore, come Dickens, che in genere e disin-
teressato, se non fortemente critico, verso la mate-
matica. Sivede proprio che la questione del triangolo
equilatero I'aveva colpito, quando gli era tocecato di
incontrarla sui banchi di scuola. Cosi, almeno, ci
viene da pensare.

Pure Lewis Carroll riprese la prima proposizione
di Euclide in un dialogo allegorico del 1895: What the
Tortoise Said to Achilles, ovvero Quel che disse la
tartaruga ad Achille [Car]. Come sappiamo, a quel-
I'epoca, a fine Ottocento, la fiducia incondizionata in
Euclide si era assai attenuata, ma resisteva fieramen-
te nel nostro autore. Il quale pero si sofferma non
tanto sul problema della continuita circolare, quanto
sulla struttura logica del ragionamento euclideo.
L’accenno al triangolo equilatero e dunque abbastan-
za debole, ben meno rilevante che in Coleridge.
Tuttavia, ci pare giusto riferirlo per completezza.

Carroll, dunque, immagina che i protagonisti di
un famoso paradosso di Zenone di Elea, Achille e la
tartaruga, abbiano concluso la loro rincorsa e che
I'animale sia stato finalmente raggiunto. Ma a que-
sto punto un nuovo inseguimento comincia, pura-
mente intellettuale, basato sulla prima proposizione
degli Elementi e stimolato dalla tartaruga. Essa
ricorda ad Achille la deduzione di Euclide gia

riportata nel nostro primo capitolo (con I'uso del
procedimento di modus ponens):

(a) isegmenti AC e BC sono singolarmente uguali

ad AB;

(b) segmentiuguali a un terzo sono uguali tra loro;

(¢) dunque AC e BC sono uguali.

Ma, osserva la tartaruga, a rigore un ulteriore pas-
saggio deve essere aggiunto nella dimostrazione

(d) se (a) e (b), allora (c),

e poi un altro ancora

(e) se (a), (b) e (d) allora (c)

e cosl via, in una procedura apparentemente senza
fine.

Carroll vuole cosi evidenziare, nel suo stile para-
dossale, come una dimostrazione vada sempre di-
stinta dalle regole di deduzione cui si affida, in que-
sto caso il modus ponens, senza bisogno di richiama-
re queste ultime all'infinito.

Alla geometria di Euclide fa invece chiaro riferi-
mento Jorge Luis Borges nel suo famosissimo rac-
conto La morte e la bussola, presente nella raccolta
Finzioni [Bor, pp. 726-738]. Una storia poliziesca, che
ci narra di una serie di delitti, distribuiti regolarmen-
te nello spazio e nel tempo: i primi tre, infatti,
corrispondono a “i wvertict perfetti dun triangolo
equilatero e mistico”. L’investigatore ne studia le
caratteristiche, esamina dove e quando sono stati
compiuti e rileva: “I tre luoghi, in realta, erano
equidistanti. Stmmetria nel tempo (3 dicembre, 3
gennaio, 3 febbraio); simmetria nello spazio... Senti,
dun tratto, che stava per decifrare il mistero. Un
compasso e una bussola completarono questa im-
provvisa intuizione”. Egli presagisce infatti che i tre
vertici sinora ottenuti facciano parte di un “rombo
perfetto”, che raddoppia il triangolo equilatero fin qui
disegnato. Crede allora di dedurre luogo e tempo
dell'ultimo delitto, corrispondenti al quarto vertice
e al successivo 3 marzo — ma poi anche in questo
racconto, come in ogni giallo che si rispetti, sorprese e
colpi di scena sono sempre nascosti dietro 'angolo.

Concentriamoci sull’aspetto geometrico della
questione. Sulla base del testo di Borges sembra
ragionevole ritenere che il punto mancante, dunque
il quarto vertice del rombo, si ottenga proprio con la
costruzione euclidea: se chiamiamo A, B, C i primi
tre vertici e descriviamo le circonferenze di centro A
e B e diraggio AB, queste si incontrano, oltre che in
C, in un punto ulteriore D, che & quello cercato. Del
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rombo risultante, il lato originario AB diventa la
diagonale minore.

Ma in verita un lettore matematico pignolo po-
trebbe nutrire qualche dubbio. Infatti, la stessa
costruzione si puo ripetere a partire da AC e BC,
invece che da AB, cosi che i rombi che estendono il
triangolo equilatero originario sono 3, a seconda di
quale lato si sceglie per avviare la procedura. Dun-
que in teoria emergono 3 possibili soluzioni per D, a
meno che altre considerazioni, per esempio geogra-
fiche, non accreditino un lato rispetto agli altri (per
esempio, come quello pit a sud). Forse a questo
allude Borges quando accenna alla bussola, oltre che
al compasso. &)

7. — Euclide I, 1 oggi: tra diagrammi
e calcolatori

Nel 1882, pochi anni prima del saggio dialogico di
Carroll su Achille e tartaruga, nuove critiche agli
Elementi di Euclide, che ne evidenziarono le caren-
ze logiche e rimproverarono 'eccessivo ricorso al-
I'intuizione, furono portate da Moritz Pasch (1843-
1930) [Pas]. Fu questo I'impulso che condusse all’e-
laborazione dei Fondamenti della geometria di
David Hilbert (1862-1943) [Hi], dei quali si riconob-
bero il rigore e l'accuratezza superiori, ma si rim-
provero anche I'eccessiva astrazione. Per esempio, la
condizione chiave di continuita e completezza vi
veniva enunciata in forma molto teorica e ben poco
esplicita: alla fine dei suoi assiomi, Hilbert infatti
postulava che il sistema geometrico fin Ii risultante
non fosse suscettibile di ampliamenti propri che
continuassero a soddisfare quelle stesse premesse.

Come e ben noto, poi, sin dalle righe iniziali della
sua opera Hilbert invitava a considerare non i comuni
punti, rette e piani della geometria tradizionale, come
sarebbe parso naturale e intuitivo, ma “tre distint:
sistemi di cose”. Il termine che veniva cosi adoperato,
cioe “cose”, e limpostazione aristocratica che vi
soggiaceva suscitarono le critiche e le ironie altret-
tanto famose di Henri Poincaré (1854-1912) in Scien-
za e metodo [Po], capitolo I1I, La matematica e la

() In verita Borges insinua Iipotesi che la sua storia si
ambienti in “una Buenos Aires di sogno”. Ma lo fa quasi
sottovoce, non all'interno del racconto, ma in una premessa
generale alla seconda parte di Finziont [Bor, p. 705].

logica, II: “Che cosa sono queste cose, non soltanto
non ne sappiamo niente, ma non dobbiamo cercare
di saperlo. Non ne abbiamo bisogno, e chi non avesse
mai visto né punto, né retta, né piano potrebbe far
geometria altrettanto bene che noi”.

Insomma, la logica, invocata a confermare e
soccorrere l'intuizione, quando sovrabbonda ed ec-
cede, finisce invece per mortificarla. La geometria,
gia commista sin dalle origini con I'aritmetica e poi
progressivamente con l'algebra, diventa puro eser-
cizio deduttivo.

Ora, e innegabile che il contributo della logica
rechi alla geometria, non solo ai tempi di Pasch e
Hilbert ma pure al giorno d’oggi, ovvi benefici,
specie se unito al progresso dell'informatica. Com-
paiono infatti da qualche anno sistemi di controllo e
convalida logica delle dimostrazioni, proof checkers,
anche nel caso di Euclide. Per esempio [BeNW]
propone un metodo di verifica al calcolatore delle
dimostrazioni del primo libro degli Elementi, oppor-
tunamente rivisto per colmarne le lacune. In questa
rielaborazione le 48 proposizioni originarie diventa-
no 235 teoremi, e agli assiomi si aggiunge un prin-
cipio della continuita circolare, in una forma che ben
conosciamo: se una circonferenza ha un punto
mterno e uno esterno a un’altra, allora c’e un punto
comune su entrambe le circonferenze. In questo
approccio, la prova formale della prima proposizione
di Euclide si guadagna un’intera appendice e finisce
per occupare quasi due pagine.

A onore del vero, una rivisitazione logica degli
Elementi risale a molti secoli addietro: per esempio, a
rielaborare i primi sei libri secondo i canoni della
sillogistica aristotelica avevano pensato nel Cinque-
cento, quindi ben prima di Carroll, Pasch e Hilbert,
due matematici, Christian Herlin (1505-1562) e Con-
rad Dasypodius (1532-1600), 'uno francese e l'altro
svizzero. La loro edizione usci nel 1566 [HeD] — e in
verita non sembra percepire la sottigliezza del pro-
blema dell'intersezione di due circonferenze.

Anche Leibniz aveva evidenziato una supremazia
del ragionamento deduttivo sulle immagini, in Nuo-
vi saggi sullintelletto wmano, Libro IV, Sulla cono-
scenza, verso la fine del capitolo I [Lei]:

non sono le figure a fornire la dimostrazione ai
geometri [...]. La forza della dimostrazione e
mdipendente dalla figura tracciata, che é chiamata
i causa solo per facilitare la comprensione di cio che
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st vuol dire e per fissare lattenzione; sono le
proposizioni universali, vale a dire le definizioni,
gli assiomi e 1 teoremi gia dimostrati a costituire il
ragionamento e a sostenerlo quand’anche la figura
non ct fosse.

Leibniz proseguiva citando proprio Herlin e 'edi-
zione sua e di Dasypodius degli Elementi: “un altro
dotto di nome Herlinus ha ridotto le medesime
dimostrazioni in sillogismi e prosillogismi”. Non
che per Leibniz le figure vadano abolite — ricordiamo
che egli anticipo I'uso di quelli che oggi si chiamano
diagrammi di Eulero-Venn. Ma la loro utilita e
limitata a una funzione che potremmo definire
didattica e pedagogica.

D’altra parte, alla fine del secolo scorso proprio
due logici di gran fama, come Jon Barwise e John
Etchemendy, sottolinearono al contrario 'importan-
za della visualizzazione a supporto del ragionamento
astratto [BaE], nella scia dei diagrammi di Eulero-
Venn,; si chiesero se “the logocentricity of mathema-
tics arid logic”, dunque “la logocentricita dell’arida
logica della matematica”, non andasse superata e
aperta a nuove forme di espressione e comunicazio-
ne; elaborarono cosi nuovi programmi anche visuali
per introdurre e assistere formalismi e deduzioni.
Hyperproof fu uno di questi: un nome che non
rinnega in alecun modo I'impegno a “dimostrare”,
ma intende perseguirlo con le nuove impostazioni e
modalita che si dicevano.

Una simile esigenza, se investe pure I'astrattissi-
ma logica, vale a maggior ragione per la geometria.
Ritorniamo allora agli Element: di Euclide e alle loro
caratteristiche (°). Tra queste sta certamente il ri-
corso alla visualizzazione, che e ampio e naturale e
assiste 'argomentazione.

Per cominciare, Euclide prova le sue proposizio-
ni, a cominciare dalla prima, con spirito assoluta-
mente costruttivo: produce esplicitamente, con I'aiu-
to di riga e compasso, gli oggetti geometrici di cui
tratta. E vero che si affida spesso e volentieri a
tecniche astratte, come quel procedimento per as-
surdo che i moderni intuizionisti disconoscono. Tut-
tavia, anche quando le adopera, 'antico matematico
ricorre talora a figure e diagrammi per illustrare le

® Riprendiamo molte delle considerazioni svolte in artico-
li, come [Giaq] e [Mi], che saranno presentati tra poche righe.

situazioni contraddittorie che intende confutare. Un
esempio e fornito da un’altra proposizione sull’'inter-
sezione di due circonferenze, la decima del libro
terzo, che gia abbiamo citato. Essa afferma che i
loro punti comuni sono al pitt due. La dimostrazione
procede per assurdo, presupponendo due circonfe-
renze con piu di due punti di intersezione. Ma poi il
disegno aiuta a evidenziare la situazione geometrica
deforme che ne deriva.

D’altra parte, gli Elementi seguono di appena
mezzo secolo il primo sviluppo della logica che
conosciamo, e cioe la sillogistica trattata da Aristo-
tele negli Analitici primi e secondi [Ar2]. Dunque,
ai tempi di Euclide la logica muoveva, per cosi dire, i
primi passi. La stessa logica, e perfino la sillogistica,
si sarebbero poi evolute. Quanto a una teoria com-
piuta della dimostrazione, che stabilisca i metodi
possibili di deduzione e ne misuri la potenza e i limiti,
essa prende a evolversi solo nel Novecento, con
Hilbert, Gentzen e molti altri, dunque due millenni
abbondanti dopo Euclide. E ancora: e stato osserva-
to che, dal punto di vista logico, le proposizioni degli
Elementi hanno struttura relativamente elementa-
re; gli oggetti di cui producono la costruzione sono
spesso descritti da semplici congiunzioni di condi-
zioni “basiche”, cioe atomiche o negazioni. Insomma,
la logica di Euclide & ancora molto parziale e com-
prensibilmente imperfetta.

Passiamo ai postulati. Viene giustamente rilevato
come alcuni tra essi, segnatamente il quinto e il
secondo, sono tutto che meno che verificabili a
occhio. L’intuizione non soccorre a loro riguardo, e
infatti nel corso dei secoli si e lungamente dibattuto
sulla loro affidabilita, con gli esiti che conosciamo. Si
e pero osservato che una qualche visualizzazione
aiuta a percepirli, magari solo per discuterne e
dubitarne. Un po’ come il Demiurgo di Platone,
che disegna l'universo a imitazione di un modello
ideale superiore da lui contemplato, e lo fa operando
nel modo migliore che gli riesce, ma con strumenti
ed esiti accessibili agli esseri umani. Fuor di meta-
fora: la visione aiuta la comprensione anche per i
postulati. Questi ultimi, poi, hanno la funzione di
sorreggere l'intero sistema euclideo, ma senza quel-
le pretese di coerenza e completezza che solo con
I'approccio di Hilbert si instaurarono e caratterizza-
no la concezione e l'impostazione della moderna
assiomatica.
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Il sussidio delle figure risulta quindi basilare tanto
nelle premesse quanto nel successivo sviluppo
degli Elementi. Ma in questa ottica I'omissione di
un principio della continuita circolare nella prova
della prima proposizione, di per sé necessaria e
imposta dal rigore, risulta meno grave, anzi giu-
stificata. E il disegno a suggerire l'esistenza del
punto C. Inoltre, negli Elementi la formulazione
del quinto postulato e la definizione di rette paral-
lele, che abbiamo ricordato in precedenza, confer-
mano come Euclide accolga tacitamente il punto di
vista aristotelico e intenda una retta e una curva
come continui.

A intraprendere uno studio accurato del ragiona-
mento per immagini di Euclide e a sviluppare una
teoria sistematica dei diagrammi e stato Kenneth
Manders, storico e filosofo della scienza, soprattutto
nell’articolo [Man]. Ulteriori riflessioni e contributi
all’argomento, sempre emerse nell’ambito filosofico,
si trovano in un successivo lavoro di Marcus Gia-
quinto [Giaq], che sostiene un approccio diagram-
matico alla geometria e specificamente a Euclide,
ma espone forti riserve verso un suo analogo impie-
g0 in analisi, per esempio a riguardo del teorema del
valore intermedio di Bolzano.

A realizzare sistemi automatici di sviluppo dia-
grammatico delle teorie di Euclide sono stati invece,
tra gli altri, Miller [Mi] e Avigad, Dean, Mumma
[AvDM]. Riferiamo brevemente del primo approc-
cio: tra l'altro, il titolo di [Mi], alludendo ai rivali di
Euclide nel ventesimo secolo, echeggia volutamente
il libro di Dogdson = Carroll del 1895. L’articolo in
questione presenta un programma CDEG Compu-
terized Diagrammatic Euclidean Geometry, il cui
scopo e ben descritto dal suo stesso nome. L’autore
muove dalla premessa che un buon metodo di dimo-
strazione informale assistita dai diagrammi non puo
mai discostarsi dalle risultanze di un serio approceio
formale, e deve trovarvi conferma: una garanzia per
i matematici formalisti. Propone poi nelle pagine
iniziali un diagramma esteso, potremmo dire una
prova senza parole, della prima proposizione di
Euclide, che in verita non ci sembra troppo sintetico
e illuminante. Ma poi [Mi], oltre a riproporre per
completezza la prova originaria degli Elementi e a
discutere il principio della continuita circolare, ri-
prende questo diagramma e illustra la relativa
dimostrazione all'interno di CDEG.

L’approccio di [AvDM] ha caratteristiche ana-
loghe a [Mi].

Insomma, da questi recenti sviluppi ¢’e da desu-
mere che la prima proposizione di Euclide non
abbia ancora esaurito la sua attrattivita. Al contra-
rio, la costruzione apparentemente innocente del
triangolo equilatero e tuttora oggetto di dibattiti,
approfondimenti e discussione in informatica e
filosofia, come pure nelle scienze della comunica-
zione e del linguaggio.
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