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Sommario: Nel 1942 Antonio Signorini, parlando della teoria dell elasticita non-lineare durante un convegno
mternazionale presso LINDAM, dichiara che nell’ ambito di questa teoria:

... prima di ogni calcolo numerico si ha da affrontare un problema estremamente difficile di vera Fisica
matematica: la scelta dell’espressione completa del potenziale elastico.

Stgnorini pensava a calcoli numerici che potessero indicare la teoria dell elasticita non-lineare come un modello
matematico adeguato a descrivere il comportamento di alcuni materiali. In questa nota si llustra come il
problema di Signorint dal 1942 a oggi abbia attratto Uattenzione non solo dei meccanici ma anche di molti
matematici. St illustrano anche da un punto di vista storico 1 principali risultati ottenuti in questi ottanta anni e si
mdicano i problemi fisico-matematici che sono ancora aperti..

Abstract: In 1942, Antonio Signorini, speaking about the theory of non-linear elasticity at an international
conference at INDAM, declared that within the framework of this theory:

“ ... before any numerical calculations one has to deal with an extremely difficult problem of true
mathematical physics: the choice of the complete expression of the elastic potential.”

Signorini was thinking of numerical calculations that could indicate the theory of non-linear elasticity as a
mathematical model suitable for describing the behavior of cevtain materials. This note tllustrates how Signorini’s
problem from 1942 to the present day has attracted the attention not only of mechanics commumnity but also of many
mathematicians. The main results obtained in these eighty years are also illustrated from a historical point of view,
and some of the problems that are still open are indicated.

1. — Introduzione

Molteplici sono le applicazioni di successo della ma-
tematica nei piu svariati ambiti scientifici e tecnologici
e questo non solo in ambiti ‘esotici’ ovvero associati ad
aspetti tecnologicamente molto avanzati. Risulta im-
mediato fare un elenco di modelli quantitativi che
hanno un impatto fondamentale nel nostro quotidiano.

Un notevole e non banale esempio in questa ca-
tegoria e senza dubbio la teoria matematica dell’elasti-
cita lineare: una teoria di grande successo e comune

Accettato: 22 aprile 2024.

applicazione. Senza I'aiuto di questo modello non sa-
rebbe possibile immaginare le moderne figure pro-
fessionali nel campo dell'ingegneria aerospaziale, ci-
vile e meccanica.

Storicamente, con buona approssimazione, si puo
affermare che la meccanica dei solidi diventa una
disciplina sperimentale con Galileo Galilei (1564-
1642) e un disciplina quantitativa con Robert Hooke
(1635-1703), il quale nel 1676 propone la proporzio-
nalita tra deformazioni e sforzi nella celebre locu-
zione ut tensio sic vis. Bisogna comunque aspettare
scienziati come Eulero (1707-1783) e Augustin-Louis
Cauchy (1789-1857) per vedere fiorire l'elasticita
come una vera e propria teoria matematica.
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Soprattutto dopo i risultati di Cauchy, Claude-Louis
Navier (1785-1836) scrive le celebri equazioni che
portano il suo nome e poi Adhémar-Jean-Claude
Barré de Saint-Venant (1797-1886) con le sue solu-
zioni rivoluziona per sempre la scienza e la tecnica
delle costruzioni.

Gaetano Fichera (1922-1996), in una bellissima
memoria del 1977 [21], ci ricorda anche il contributo
italiano a questa costruzione intellettuale e, limitan-
doci al passato piu recente, tra i nomi ricordati da
Fichera la figura di spicco e certamente quella di
Antonio Signorini (1888-1963).

Signorini studia a Pisa e si laurea con Luigi
Bianchi (1856-1928) con una tesi sulle trasformazioni
di Baecklund. Quindi il suo docente di meccanica
razionale, Gian Antonio Maggi (1856-1937) orienta
la sua carriera accademica verso la meccanica razio-
nale.

I primi lavori di Signorini sono comunque lontani
dalla meccanica dei continui e in particolare dei solidi.
Solo alla fine degli anni Venti del secolo scorso,
passati i quarant’anni di eta, egli comincia a studiare,
con una certa sistematicitd, la teoria non-lineare
dell’elasticita. Una disciplina che oggi vanta applica-
zioni notevoli in diversi campi della scienza e della
tecnica, come per esempio nello studio dei materiali
elastomerici oppure della meccanica dei tessuti mol-
li}) e che risulta centrale in tutta la meccanica dei
continui in quanto ad essa sono collegati, nel caso
statico, la gran parte dei modelli atti a descrivere la
reologia dei materiali piti comuni, ma che allora era di
interesse quasi esclusivamente accademico.

Nella meccanica dei continui si usa identificare
un corpo materiale B con una porzione dello spazio
euclideo e per descrivere le deformazioni (o il moto
di questo corpo) si introducono due configurazioni:
quella di riferimento e quella attuale. La configu-
razione di riferimento permette di identificare il
corpo B per mezzo del vettore posizione X di ogni
suo singolo punto P. Con il simbolo x siindica invece
la posizione dello stesso punto P nella configura-
zione attuale: questa e la configurazione “deforma-
ta”, ovvero la configurazione all’istante ¢, del corpo

() Con la locuzione tessuti molli si indicano tutti quei
materiali biologici che non hanno la stessa densita dell’osso,
come per esempio i vasi, i muscoli, i tendini, il grasso, ... .

B. Usualmente le coordinate X si indicano anche
come materiali mentre quelle x come spaziali.

Il moto di B tra l'istante iniziale e quello attuale e
quindi rappresentato dalla mappa x = y(X,?), che
puo essere anche scritta come x = X + u(X, t) dove
il vettore u indica lo spostamento.

Ovviamente la funzione vettoriale y deve essere
sufficientemente regolare e in particolare sirichiede
che il gradiente della deformazione

F=0y/0X=1+H,

con H = Vu, sia invertibile, ovvero det F # 0.

Per determinare la funzione y é possibile usare
delle leggi di bilancio, che sono leggi universali che
mettono in relazione varie quantita meccaniche e
termodinamiche come il moto, lo sforzo e ’energia e,
in teorie di campo accoppiate, anche la temperatura
e le quantita elettromagnetiche. Queste equazioni di
bilancio sono un sistema non determinato che deve
essere chiuso scegliendo opportune relazioni costi-
tutive. Nel caso dell’elasticita isoterma & comune
cercare un’equazione costitutiva per il tensore dello
sforzo di Cauchy 7T in funzione del gradiente della
deformazione F.

Il tensore di Cauchy permette di determinare,
nella configurazione attuale, le forze di coesione che
agiscono puntualmente tra le varie parti del corpo
continuo. Le forze di coesione sono delle forze
interne, e quindi un insieme di coppie di braccio
nullo, ovvero il loro lavoro in uno spostamento rigido
risulta nullo. Per questo motivo risulta naturale
richiedere che le equazioni costitutive siano inva-
rianti per moti rigidi e a partire da F' si preferisce
costruire delle quantita oggettive come per esempio
il tensore sinistro di Cauchy-Green

C=F'F=I+H+H" +H'H.

Cosl facendo si generalizza per un corpo continuo
'interazione elastica tra punti materiali della mec-
canica classica che si ottiene grazie alle forze posi-
zionali di tipo centrale.

Nel caso lineare, essendo il vettore spostamento
infinitesimo si deve avere che x ~ X si perde la
distinzione tra coordinate spaziali e materiali. In
questo caso e usuale considerare il tensore di defor-
mazione infinitesimo

(1.1) 6= % [Vu + (Vu)T},
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e lavorare con questa quantita geometricamente
approssimata.

Con questi strumenti la famosa locuzione di
Hooke si trasforma facilmente in formule come
una relazione tra il tensore dello sforzo T e il tensore
¢. Nel caso di materiali isotropi lineari si ha dunque

(1.2) T =2ue+ tr(e)l,

dove u e / sono due costanti costitutive e I & il tensore
identita. La (1.2) si deduce anche da un’energia ela-
stica, W, che risulta essere una forma quadratica
nelle componenti del tensore di deformazione, ovvero

W = utr (&) + %z [tr (¢)]%.

Questa forma e definitiva positiva se ©>0 e
34+ 21> 0.

Quando Signorini comincio ad interessarsi alla
teoria matematica dell’elasticita, la teoria lineare
era gia molto sviluppata, infatti esistevano a riguardo
diversi trattati e manuali, ma poco era noto per
quanto riguardava la teoria non-lineare. Ovviamente
alcuni pionieri di questo argomento, come per esem-
pio Gabrio Piola (1794-1850), avevano chiarito diversi
fatti sui principi generali della meccanica dei continui
non-lineare e una testimonianza di tutto questo si
trova gia nel libro di fine ottocento dei fratelli Eugene
(1866-1931) e Francois (1852-1914) Cosserat.

Per quanto riguardava la risoluzione di problemi
specifici risultano solo pochi lavori precedenti al
1930 indirizzati in questa direzione nell’ambito del-
Ielasticita non-lineare in quanto teoria tridimensio-
nale. Tra questi si ricorda un lavoro di Gabriella
Armanni, tesista di Vito Volterra (1860-1940), del
1915 e un lavoro di Léon Brillouin (1899-1969) del
1925. 11 lavoro della Armanni determina una forma
specifica del potenziale elastico non lineare che
permette di studiare alcune deformazioni di una
sfera elastica isotropa in modo equivalente al caso
lineare. Signorini era sicuramente a conoscenza di
questo lavoro. Brillouin si interessa al problema
della pressione di radiazione, ovvero di come sia
possibile eccitare usando un’onda di pressione delle
onde trasverse in un solido elastico (%). Signorini

(®) Questo & un problema evidentemente non-lineare in
quanto nel caso lineare, isotropo le onde longitudinali non
sono accoppiate con quelle trasverse.

forse non conosceva i dettagli di questo lavoro di
Brillouin anche se sicuramente aveva letto ’articolo
storico e bibliografico sull’argomento di Roberto
Marcolongo (1862-1943) [32] e conosceva i lavori
del padre Marcel Brillouin (1854-1948) che in questa
celebre nota vengono ricordati.

Soprattutto in quel periodo storico ben poco si
conosceva sulla natura delle equazioni costitutive
non-lineari. In particolare ancora non si aveva nes-
suna idea della versione generale, e non semplice-
mente quadratica, del potenziale elastico. Sicura-
mente in Italia vi era un particolare curiosita acca-
demica per la teoria non lineare e questo lo dimo-
strano i lavori di Marcolongo, di Umberto Crudeli
(1878-1959) e sopratutto di Emilio Almansi (1869-
1948), allievo di Volterra e per un periodo collega di
Signorini a Roma, che propone la misura di defor-
mazione che porta il suo nome [1] nel 1911.

Fichera in [21] ricorda che Signorini per scrivere
le equazioni nel caso non-lineare

... propone di ricercare le equazioni costitutive,
attraverso la determinazione di un potenziale, che
suggerisce di cercare impiegando anche i principi
generali della Termodinamica.

Inoltre sempre Fichera dice

Al fine di far luce sulle equazioni non lineari
dell’equilibrio egli fa l'ipotesi che, supposte le forze
esterne agenti sul corpo dipendenti da un fattore ¢, le
soluzioni delle equazioni siano funzioni olomorfe di ¢
nell’'intorno del punto ¢ = 0. I vari coefficienti dello
sviluppo vengono allora ad essere soluzioni di
problemi lineari, ottenuti con procedimento induttivo,
il primo dei quali quello dell’elasticita lineare classica.

Probabilmente Signorini capisce che la teoria del-
I'elasticita non-lineare e un campo difficile ma inte-
ressante e promettente. Di fatto nel 1930 pubblica
due note sull’argomento, poi nel periodo successivo
I'entusiasmo sembra raffreddarsi. Alcuni allievi di-
retti di Signorini come Giuseppe Grioli (1912-2015) e
Pier Giorgio Bordoni (1915-2009) ricordano, anche
se in maniera leggermente discordante, che Si-
gnorini aveva sviluppato delle riserve molto forti su
questa teoria. Queste riserve avevano di fatto non
solo raffreddato 'entusiasmo di Signorini ma lo
avevano fatto operare in modo censorio con molti dei
suoi allievi che volevano cimentarsi in questo campo.
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Infatti, Signorini si rende conto che in questo fran-
gente che [51]:

... prima di ogni calcolo numerico si ha da affrontare un
problema estremamente difficile di vera Fisica
matematica: la scelta dell’espressione completa del
potenziale elastico.

Queste parole sono state pronunciate da Signorini
nel 1942 durante una conferenza internazionale al-
I'INDAM in Roma e saranno ripetute nel 1960 a
Stresa in una delle sue ultime uscite pubbliche [53]:

il problema che ben si puo dire il problema centrale
dell’intera teoria non linearizzata, ¢ il problema della
scelta dell’espressione completa del potenziale ela-
stico.

Lo scopo di questo mio contributo & quello di rac-
contare a che punto siamo oggi, ottanta anni dopo le
parole del Nostro, nello studio di questo problema
centrale. Lo faro da fisico-matematico cercando di
mettere in evidenza il ruolo della matematica nel
risolvere il problema fisico e non dimenticando
mai quest’ultimo. Inoltre, per essere sufficiente-
mente generale e divulgativo dovro trascurare al-
cuni aspetti tecnici per i quali rimando alla lette-
ratura specializzata.

2. — Il Problema Centrale

La teoria matematica della elasticita non-lineare e di
potenziale interesse per diverse comunita scientifi-
che. Le equazioni differenziali che determinano gli
spostamenti, o i moti, dei materiali elastici hanno da
sempre attratto i matematici. D’altro canto queste
stesse equazioni sono di interesse fondamentale
nella progettazione ingegneristica di molti manu-
fatti. Una progettazione moderna non puo fare a
meno della simulazione del prodotto e quindi ne-
cessita di raccogliere informazioni sulla natura delle
soluzioni dei vari modelli. Si pensi per esempio al
ruolo delle equazioni della elasticita nella proget-
tazione dinamica in campo sismico oppure nel
dimensionamento delle guarnizioni denotate come
O-rings nell'industria aerospaziale. Queste equa-
zioni, anche nel caso non-lineare, sono di interesse
anche per i fisici che studiano i fenomeni acustici e le
applicazioni tecnologiche associate con la propaga-

zione ondosa. Infine, i chimici guardano con inte-
resse la teoria e i vari modelli per avere una guida sul
come realizzare in laboratorio materiali ‘tipo’ gom-
ma sempre piu performanti e con strutture meso-
scopiche speciali.

Ovviamente ognuno di questi studiosi avra una
diversa sensibilita nel considerare il problema cen-
trale e nel considerare la sua soluzione. Le aspetta-
tive delle diverse comunita sono completamente
diverse. Per questa ragione Signorini parla di pro-
blema fisico e matematico. Un eventuale “soluzione
del problema” dovra quindi considerare piu aspetti
contemporaneamente e non potra limitarsi a soddi-
sfare la curiosita di una singola comunita scientifica.

Ignorando la proto-storia di questo problema che
€ molto interessante e che é riassunta in [49] tutti
oggi concordano che il primo grande risultato mate-
matico nella soluzione di quanto richiesto da Signo-
rini e stato ottenuto da Ronald Rivlin (1915-2005) nel
1948 [16].

In una serie di lavori, Rivlin applica per la prima
volta in modo sistematico gli strumenti dell’algebra
lineare nel caratterizzare il potenziale elastico di un
materiale non-lineare. In particolare capisce che nel
caso di simmetria materiale isotropa il potenziale
deve essere una generica funzione degli invarianti
principali del tensore destro o sinistro di Cauchy,
rispettivamente B = FF' e C = F'F:

L=tB, I,= % [(trB)z —trB%|, I;=detB.

Quindi deve essere sempre possibile scrivere il po-
tenziale elastico come W = W (I, I3, 1I3) e in parti-
colare nel caso incomprimibile, ovvero nel caso in cui
le uniche deformazione ammissibili siano isocore,
essendo I3 = 1sihachedeveessere W = W([1,12) e
si puo dedurre la seguente formula di rappresen-
tazione per il tensore di Cauchy ovvero

(2.1) T = —pI +2W,B — 2W,B ™!,

dove p € ancora una volta la pressione e
W; = oW /oI, (1 = 1,2). Oggi sappiamo che la scelta
di Rivlin non e 'unica possibile ma che tutte queste
sono equivalenti.

Nella celebre monografia sulla fisica della gomma
di Leslie Ronald George Treloar (1906-1985) del
1949 [55] si legge che i primi tentativi di descrivere
il comportamento meccanico della gomma da parte
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secolo scorso in contemporanea con l'interesse per la
teoria non-lineare da parte di Signorini. La ragione
di questo fatto e puramente industriale. Durante gli
anni venti del secolo scorso viene brevettato lo
pneumatico “moderno” che ne comporta un’applica-
zione diffusa nel settore automobilistico. Questo
settore era in piena espansione negli Stati Uniti
dove la domanda di gomma naturale tra il 1923 e il
1925 aumenta di quasi il 30% e nel 1930 viene
inventato il neoprene, una delle prime gomme sinte-
tiche.Tutto questo motiva in maniera sempre piu
pressante l'interesse per lo studio delle proprieta
chimiche, fisiche e meccaniche della gomma e nel
1938 viene istituita la British Rubber Producers’
Research Association che e il primo istituto di
ricerca completamente dedicato alla ricerca scienti-
fica e tecnologica nel campo della gomma.

In questo periodo, gli approcei chimico-fisici alla
descrizione dello stato tensionale di questo materia-
le riescono a produrre solo il modello neo-Hookeano

1
W= u(l -3).

e alcune sue semplici varianti. In tutti questi mo-
delli non e mai presente 'invariante I che sembra
invece giocare un ruolo fondamentale nel de-
scrivere molti dati sperimentali ma al quale non si
riesce a dare nessun collegamento con la struttura
mesoscopica del reticolo polimerico. Si capisce
quindi I'impatto, anche applicativo, che riscuote da
subito la formula (2.1).

La formula (2.1) evidenzia le profonde differenze
della teoria non-lineare con quella lineare. Limitan-
do I'analisi solo al caso isotropo e incomprimibile, nel
caso lineare la caratterizzazione dell’equazione co-
stitutiva & unica a meno di una costante (%), invece nel
caso non-lineare sono infinite le possibili scelte di
potenziale elastico. Inoltre, a priori, il numero dei
parametri costitutivi che determina ognuna di que-
ste scelte e potenzialmente arbitrario.

() Nel caso incomprimibile lineare / viene assorbita dal
moltiplicatore di Lagrange necessario per assicurare il
vincolo interno che restringe le deformazioni ammissibili a
quelle isocoriche. Per questo motivo rimane un unico para-
metro costitutivo: il modulo di taglio x.

Lo stesso Rivlin si accorge di questa grande inde-
terminazione e suggerisce di prendere in conside-
razione solo funzioni analitiche del tipo

2W = C(I; — 3) + F(I2 — 3),

dove C e una costante e la funzione arbitraria F puo
essere rappresentata da un polinomio di ordine ar-
bitrario oppure da uno sviluppo in serie infinito. A
livello operativo Rivlin si concentra di fatto so-
prattutto sul caso

2.2) 2W = C(I; — 8) + D(I5 — 3),

dove D é a sua volta una costante: una piccola ma
significativa generalizzazione del modello neo-Hoo-
keano.

Il risultato di Rivlin era stato in parte gia previsto
da Signorini ma purtroppo l'aver seritto in italiano,
in anticipo sui tempi e il non essere inquadrato in una
struttura di ricerca multidisciplinare, ha fatto siche i
suoi risultati siano stati per lungo tempo ignorati e
diminuiti di valore.

Nel 1949 Signorini ha I'impeto di pubblicare in
modo completo e sistematico i risultati che aveva
sparpagliato negli anni trenta e nei primi anni qua-
ranta in una nota [52] il cui sunto dice chiaramente:

Con questa Memoria I'A. continua l'esposizione si-
stematica delle sue ricerche nell’ambito della Elasti-
cita non linearizzata, per dare completo sviluppo a
quanto pili 0 meno sinteticamente gia si trova esposto
in conferenze tenute a Stoccolma [3° Congr. int. di
Mece. appl., 1930], a Palermo [XXIV Riunione della
S.L.P.S,, 1935], a Bologna [2° Congr. della U.M.L.,
1940] a Roma [Convegno mat. del 1942] e a Londra [7°
Congr. int. di Mecc. appl., 1948].

Infatti, nel 1948 Signorini partecipa al convegno di
Meccanica Applicata di Londra dove vi & una par-
tecipata sessione di meccanica dei solidi. Il primo
volume degli atti di questa conferenza riporta i vari
contributi presentati a questa sessione e Geoffrey
Ingram Taylor (1886-1975) [54] nella sua recensione
per Nature dichiara:

the impression that the assumptions of the classical
theory of elasticity, namely, that strains are small and
stresses obey Hooke’s Law, no longer satisfy many
workers in this subject. Great mathematical difficul-
ties arise as soon as these assumptions are abandoned,
and materials are assumed to have properties more
like those which ocecur in Nature.
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Questa e la ragione che riporta, dopo la guerra, Si-
gnorini a interessarsi di elasticita lineare in modo
brusco e a cercare di rivendicare la primogenitura di
alcuni risultati. Si deve ricordare che I'equazione
costitutiva in (2.2) era stata proposta gia da Melvin
Mooney (1893-1968) nel 1940 [33]. Mooney cercava
un potenziale elastico che descrivesse in una de-
formazione di taglio una relazione stress-strain li-
neare mentre in una deformazione di estensione
semplice la corrispondente relazione stress-strain
doveva essere non lineare.

Si deve notare che Rivlin cita questo risultato solo
nella sua quarta ed ultima nota del 1948 in maniera
abbastanza “distratta”. Questo quarto lavoro [45] si
intitola: “LARGE ELASTIC DEFORMATIONS OF
ISOTROPIC MATERIALSIV.FURTHER DEVE-
LOPMENTS OF THE GENERAL THEORY”.

L’articolo e dedicato a considerazioni del tutto
generali e la citazione in questione si trova nell’ulti-
mo paragrafo dedicato alla torsione dei cilindri a
sezione circolare quando Rivlin specifica le formule
generali al caso del materiale di Mooney.

Invece, Signorini leggendo il lavoro [33] commenta,
in diversi lavori, in modo molto sagace questo modello
e questa richiesta di Mooney puntualizzando che (*)

tale proposta principalmente si era basata sul fatto
che veniva a trovarsi in ottimo accordo con precedenti
risultati di accurate esperienze di scorrimento sem-
plice: ma questo accordo si sarebbe verificato anche se
al secondo membro della (M) fosse stata aggiunta una
qualunque funzione di J; — Jo.

Questo episodio ci insegna due cose. In primis, che
Rivlin non era molto interessato alla letteratura e
quindi a maggior ragione era poco interessato a
leggere l'italiano. Inoltre, ci indica con chiarezza
quanto 'ambiguita nella scelta del potenziale elasti-
co preoccupasse Signorini.

Effettivamente una teoria che permette una tale
‘liberta’ di scelta costitutiva apre dei grossi dubbi
sulla sua effettiva utilita. I risultati che questa teoria
& capace di prevedere possono dipendere in modo
sostanziale dalla scelta delle varie funzioni arbitrarie
che sono in gioco. Si possono avere scelte ammissibili
di diversi potenziali elastici che determinano predi-

S Qui con (M) si indica il potenziale (2.2) e con i simboli
J1,J2 e gli invarianti Iy, I,.

zioni in grande contrasto tra loro. Paradossalmente
queste stesse scelte possono descrivere i dati speri-
mentali con efficacia completamente comparabile:
esistono infiniti modelli che descrivono in una de-
formazione di taglio una relazione lineare tra sforzo
e deformazione ma che differiscono in modo fonda-
mentale in altre tipologie di deformazione [31].

Nel caso lineare é semplice determinare un espe-
rimento che permette di determinare in maniera
diretta dato un materiale le costanti elastiche, u e 1
e la buona posizione delle equazioni dell’elasticita di
lineare (alla Hadamard), che e garantita se il poten-
ziale elastico lineare e definito positivo, permette
anche di assicurare che piccoli errori (inevitabili)
nelle misurazioni non possano amplificarsi in diffe-
renze significative nella determinazione di queste
costanti. Nel caso non lineare invece, soprattutto in
quegli anni, la situazione era completamente oscura.

Nel 1955 Clifford Truesdell (1919-2000) tiene una
conferenza il cui testo viene pubblicato in [56] e la cui
traduzione del titolo suona come: il problema prin-
cipale 1rrisolto della teoria finale dell elasticita. Un
titolo prossimo a quanto aveva gia dichiarato Signo-
rini nel 1942 e sappiamo per certo che Truesdell
fosse a conoscenza dell'opera del Nostro. In ogni
caso il sunto di questa conferenza recita:

The remarkable progress of the last few years in the
finite theory of elasticity is due to the avoidance of
special assumptions. The solutions, whether exact or
numerical, are valid for arbitrary strain energy
function ®) . In the usual, linear theory, ¥ is a
quadratic form, but even here it cannot be completely
arbitrary, but must be positive definite. For the finite
theory, three years ago the author raised the analogous
question of what restriction should be placed upon ¥,
and at that time he suggested certain inequalities,
which he conjectured to be necessary but not sufficient.

Il problema di Signorini comincia ad essere perce-
pito come Hauptproblem anche da Truesdell e dalla
sua scuola, quindi da una comunita pi ampia di
quella a cui si poteva rivolgere il Nostro.
Chiaramente questo problema si ricollega diret-
tamente alla buona posizione matematica della teo-
ria. Sara quindi possibile determinare la forma del
potenziale elastico non-lineare considerando delle

(®) Truesdell usa il simbolo ¥ invece che W.
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prescrizioni a priori che ne garantiscono una ‘buona
posizione’ matematica? Queste restrizioni ci permet-
teranno di diseriminare dal punto di vista mececanico
le forme ‘buone’ del potenziale elastico, ovvero
capaci di descrivere e predire i dati sperimentali,
da quelle ‘false’? Come e possibile mettere in rela-
zione le proprieta microscopiche e mesoscopiche del
materiale con quelle macroscopiche?

Lo stesso Rivlin nel 1948, per fare un minimo di
chiarezza, usa delle disuguaglianze che indica come
‘empiriche’ richiedendo che il potenziale elastico
debba sempre soddisfare le relazioni

Wi>0, W,;<O0.

Ovviamente queste relazioni sono insufficienti a
determinare la forma funzionale di W e lo stesso
sono tutte le relazioni proposte da Truesdell (... to be
necessary but not sufficient). Inoltre, in Truesdell
traspare una certa confusione nella natura delle so-
luzioni dei problemi dell’elasticita: the solutions,
whether exact or numerical, are valid for arbitrary
strain energy function.

Adesso che il significato del problema centrale di
Signorini e stato illustrato, bisogna fare ancora un
piccolo passo e cercare di capire meglio la natura
delle soluzioni che accompagnano la teoria dell’ela-
sticita.

3. — Sulla Natura delle Soluzioni in Elasticita

Prima ancora di fare delle considerazioni sulla classe
funzionale nella quale cercare le soluzioni di possibili
problemi al contorno della teoria non-lineare, Rivlin
si rende conto che non tutte le soluzioni possono
essere usate per risolvere il problema centrale.

Trale deformazioni che soddisfano le equazioni di
bilancio esistono delle soluzioni che hanno effettiva-
mente un carattere universale. Di queste ne parla,
anche se in modo poco chiaro, lo stesso Truesdell
nella sua descrizione di Hauptproblem ed é fonda-
mentale capire la loro natura.

In elasticita lineare, per ottenere sperimental-
mente i parametri di Lamé si opera come segue. Per
prima cosa si inverte la relazione (1.2)

1+v
& =
E

(3.1) T (T

dove v=1/2(A+u) e il modulo di Poisson e
E=uBA+2u)/(2+un) € il modulo di Young.
Si ipotizza dunque che un provino del materiale
in questione venga sollecitato, per esempio, as-
sialmente tramite una stato tensionale definito
come T = Tes ®e3, dove T > 0 (ovvero il provi-
no viene effettivamente ‘tirato’) e e; (1 =1,2,3)
sono i versori del sistema di riferimento. So-
stituendo tutto questo in (3.1) si ottengono due
relazioni

e11 = &p2 = —veg3, I = Hess.

La prima di queste relazioni descrive cosa succede
nella direzione ortogonale a quella lungo la quale il
provino viene tirato. La seconda permette di de-
terminare la relazione forza assiale e deformazione.
Queste due relazioni permettono di valutare in modo
diretto e semplice i parametri elastici. Nel caso in-
comprimibile essendo v = —1/2 in quanto deve es-
sere verificato il vincolo &1 + &9 + e33 = 0 si ottiene
che deve essere £ = 3. Quindi I'unico parametro da
determinare & u.

Nel caso non-lineare la situazione & molto piu
complessa. Anche se si restringe I'attenzione al solo
caso incomprimibile (2.1) si possono subito eviden-
ziare delle difficolta sostanziali a ripetere una pro-
cedura semplice come quella appena indicata.

Primo, a priori nessuno assicura che la relazione
(2.1) sia invertibile. Per “dribblare” questo proble-
ma si usa un metodo semi-inverso. Si postula la
forma della deformazione e si spera che a posteriori
sara possibile soddisfare le condizioni al contorno
che idealizzano 'esperimento.

In questo caso si parte da una deformazione
omogenea

32)  w=uhX, y=5iY, z=I)sZ,

dove 4; (1 =1,2,3) sono delle costanti. Il gradien-
te di deformazione & calcolato facilmente come
F = Z?Zl J.e; @ E;, quindi il tensore di Cauchy T &
costante e 'equazione di bilancio datada divT = 0 e
ovviamente soddisfatta.

Essendo lo stato tensionale a cui e sottoposto il
corpo sempre nella forma T = Te3 ® e, dall’isotro-
pia del materiale si ottiene A = ; e dallarichiesta di
isocoricitd, det F = 1, indicando A3 = A deve essere
Jo =l =212
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Usando le equazioni costitutive (2.1) si ha dunque

0=—p+2Wi i — 2Wal,
(3.3)
T = —p+2Wi 2% — 2Wo) 2,

dove ovviamente le derivate del potenziale elastico
sono funzioni di A in quanto I, = 24207t e
I =772 42

Dalla prima delle equazioni in (3.3) si ottiene la
pressione e quindi la seconda diventa

(3.4) T=_02-21 [ZW1 + %2%} ,

tornando “ indietro” nella configurazione di riferi-
mento, questa e la relazione forza/allungamento.

Infatti, nella configurazione di riferimento il
tensore dello sforzo nominale, nel caso incomprimi-
bile, & dato come § = F~'T e quindi
(3.5) S=(-17 [ZWl + %2%] .

Usando la formula (3.5) e possibile calcolare, date le
dimensioni geometriche del provino, la relazione
forza/deformazione.

La (3.2) e una deformazione universale ovvero
una soluzione che soddisfa le equazioni di bilancio
qualunque sia la forma del potenziale elastico. Que-
sta soluzione & un elemento di quella famiglia che
Truesdell indica come the solutions, whether exact
or numerical, are valid for arbitrary strain energy
Sfunction. Sono soluzioni importantissime in quanto
per queste deformazioni si conosce a priori la geo-
metria e le considerazioni costitutive entrano in
gioco solo a livello dinamico. Se anche la geometria
della deformazione fosse dipendente dalle equazioni
costitutive si attiverebbe una sorta di loop dal quale
risulterebbe impossibile uscire. Durante l'esperi-
mento che é stato ideato per determinare le pro-
prieta costitutive del materiale si dovrebbe imporre
al provino una deformazione che dipende da cio che
si vuole determinare. Per questo motivo le deforma-
zioni universali sono le soluzioni ideali per indivi-
duare un programma razionale volto alla determi-
nazione delle funzioni costitutive e quindi per per-
mettere di risolvere il problema di Signorini.

Deve pero essere chiaro che non tutte le soluzioni
dell’equazioni dell’elasticita posseggono questo ca-

rattere speciale. Per illustrare questo fatto si consi-
deri la deformazione isocora di taglio rettilineo

(86) @e=X+f(2), y=Y, z2=2

dove f = f(Z) é una funzione che deve essere de-
terminata usando le equazioni di bilancio in modo
tale che divT = 0. In questo caso, semplici calcoli i
cui dettagli possono essere trovati in [13], permet-
tono di stabilire che la pressione associata a (3.6)
deve essere nella forma

p = 61X+Cz,

dove c; fornisce il valore del gradiente di pressione e
la costante ¢y e invece inessenziale. Una volta deter-
minata la pressione, le equazioni di bilancio si ridu-
cono aun’equazione differenziale ordinariainf=f(2)

(3.7) (Qfz); =1,

dove, essendo in questo caso Iy = I, = ZZ, la fun-
zione Q = Q(f%), denominata modulo generalizzato
di taglio, risulta determinata a partire del potenziale
elastico come Q = 2(W; + Wy).

Nel casoin cuic; = 0 siottiene una soluzione molto
semplice dell’equazione (3.7) data da f(Z) = xZ dove
K € una costante. Questa e la deformazione di taglio
semplice un altra soluzione universale. Infatti questa
soluzione e valida per ogni scelta di @ e quindi di
potenziale elastico. Essendo I; = I, = x una costan-
te, anche il modulo generalizzato di taglio Q valutato
per questa deformazione risulta costante e 'equazio-
ne di bilancio & banalmente soddisfatta.

D’altro canto e semplice rendersi conto che se
¢1 # 0la soluzione della (3.7) dipende dalla scelta del
potenziale elastico. Se W = u(I; — 3)/2 dove i € un
parametro costitutivo la (3.7) si riduce a

(38) ,ufZZ = Cq,

mentre se W = u(I; — 3)/2 + u, (I — 3)?/4 dove g,
e un ulteriore parametro costitutivo si ottiene

(3.9) 17z + 3, 5 fzz = c1.

In questo caso la geometria delle soluzioni dipende
dai parametri costitutivi 4 e u, in modo sostanzial-
mente diverso. La soluzione formale di (3.8) & una
funziona quadratica, mentre la soluzione formale di
(3.9) si puo ottenere con una quadratura a partire
dall'integrale primo

1z + o fy = aZ + cs,
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considerando, quando x e x, sono numeri positivi,
I'unico ramo reale di questa cubica in f7.

D’altro canto le soluzioni di questo esempio sono
interessanti in quanto controllabili: per ogni ragio-
nevole scelta del potenziale elastico si puo pensare
che questo sistema, accompagnato da adeguate
condizioni al contorno, possa avere soluzione e que-
sto in assenza di forze esterne di volume.

Le soluzioni universali sono sempre controllabili
ma non tutte le soluzioni controllabili sono universali.

Infine, esistono casi in cui le soluzioni delle equa-
zioni della elasticita non sono né universali né con-
trollabili. Un esempio famoso ¢ la classe delle defor-
mazioni di antiplane shear:

(3.10) x=X, y=Y, z=Z+wlX,Y),

dove w =w(X,Y) e una funzione da determinare
usando le equazioni di bilancio. Si puo dimostrare
che in generale e in assenza di forze esterne per la
famiglia (3.10) le equazioni di bilancio si riducono ad
un sistema di due equazioni differenziali nella me-
desima incognita w = w(X,Y). Questo sistema so-
vra-determinato ammette soluzioni solo per parti-
colari classi di potenziali elastici.

Si ha quindi una sorta di ‘gerarchia cavalleresca’
delle soluzioni delle equazioni dell’elasticita non-
lineare.

Le soluzioni universali sono le piu preziose per
ideare campagne sperimentali razionali in quanto
sono classi di deformazioni che soddisfanno le equa-
zioni di bilancio in assenza di forze esterne e questo
per ogni scelta del potenziale elastico. Essendo la
loro geometria conosciuta a priori e non escludendo
nessun potenziale elastico sono le deformazioni
perfette per la soluzione del problema di Signorini.

Poi ci sono le soluzioni controllabili: anche in
questo caso dal punto di vista formale queste solu-
zioni esistono per ogni potenziale elastico ma la loro
geometria dipende dalla forma funzionale dello
stesso. Queste soluzioni sono importanti per con-
frontare le varie forme funzionali dei potenziali. In
questo caso € possibile formulare dei problemi al
contorno ‘complessi’ che permettono di capire il
ruolo di ipotesi funzionali qualitative sull’esistenza
delle soluzioni in modo piu efficace che nel caso di
soluzioni universali.

Infine abbiamo tutto il resto: infinite famiglie di
soluzioni come quella di antiplane shear. Queste

-

F1GcUrA 1 - Si consideri il caso di un materiale elastico che &
contenuti tra due cilindri che non sono concentrici. Il cilindro di
raggio r; e fisso mentre quello di raggio 1, > 7 viene spostato
assialmente applicando una forza che genera sul corpo elastico
per R = 73 una tensione.

soluzioni mettono ancora una volta in luce un fatto
tipico e ‘preoccupante’ della teoria non-lineare: dati
due differenti potenziali elastici lo stesso stato
tensionale puo generare stati di deformazione com-
pletamente diversi anche se i dati al contorno sono
gli stessi.

Questo punto e fondamentale e merita un appro-
fondimento. Riferendosi alla Figura 1, si consideri
un materiale elastico incollato tra due cilindri non
concentrici di cui si vede la sezione nella figura. Il
cilindro interno e fisso mentre su quello esterno si
applica una forza assiale. Si vuole quindi risolvere
il problema con le condizioni al contorno sposta-
mento nullo per B = 7; e tensione nominale pari a
S33 = TE; @ Ez; per R = 1. Per il materiale neo-
Hookeano la deformazione che ne risulta e contenu-
ta nella classe (3.10). Per il materiale di Mooney-
Rivlin invece la deformazione deve essere cercata
nella classe pit ampia

r=X+uX,Y),
(3.11) y=Y+vX,Y),
r=Z+wX,Y),

dove le funzioni e v devono essere scelte in modo
tale che det F' = 1.

Una ‘piccola’ differenza nella forma funzionale
del potenziale elastico si traduce in due predizioni
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completamente diverse. Si ribadisce che questo e un
problema molto preoccupante per quanto riguarda
Vaffidabilita della teoria.

Osservazione. Rivlin determino diverse classi di
soluzioni universali per I’elasticita non-lineare in un
modo che a prima vista sembra fortuito. Nel caso
comprimibile tutte queste soluzioni sono omogenee,
ovvero sono sempre in corrispondenza a un gra-
diente di deformazioni con componenti costanti
nell'usuale sistema Cartesiano. Nel caso di corpi
incomprimibili esistono diverse soluzioni universali
non omogenee e Jerald Ericksen (1924-2021) ca-
ratterizzo tutte queste deformazioni a meno di un
caso speciale [19, 20]. Il caso rimasto aperto riguarda
le deformazioni che, seppure non omogenee, pPos-
siedono invarianti costanti. La dimostrazione di
Ericksen usa interessanti strumenti di geometria
differenziale che sono stati poi affinati negli anni da
diversi autori in particolare per considerare vincoli
pit generali di quello di incomprimibilita. Una storia
di questo problema si trova nel capitolo [46].
Secondo Truesdell questo era il problema aperto piu
importante della teoria non-lineare dell’elasticita
[67]. L’argomento & ancora interessante si veda [58].
Bisogna infine ricordare che nel considerare l'idea-
lizzazione di un’esperimento si devono introdurre
molte ipotesi che vanno poi verificate nella realta.
Per esempio, la deformazione reale non sara mai
veramente omogenea. Si pensi a cosa succede nel-
I'intorno dove il provino viene assicurato alla mac-
china di prova. Queste problema introduce dei pro-
blemi matematici che qui vengono trascurati per
brevita ma che a loro volta sono particolarmente
affascinanti.

4. — La buona posizione dei problemi
al contorno

Nel 1976 esce lo studio di John Ball sull’esistenza
delle soluzioni per i problemi al contorno in elasticita
non lineare [6]. Come riporta I'introduzione di que-
sto fondamentale lavoro, risulta chiaro che

In his work, and in mine, the problem of existence is
inextricably linked with that of finding satisfactory
constitutive inequalities for nonlinear elasticity (cf.
TRUESDELL [1]).

L’altro sarebbe Stuart Antman che sappiamo aver
contribuito moltissimo, come testimonia la mono-
grafia [4], a cercare una soluzione possibile per il
problema di Signorini e la citazione di Ball in questa
frase e alla traduzione inglese del lavoro di Truesdell
[56] gia illustrato.

La buona posizione delle equazione dell’elasticita
nel problema di Signorini e il campo da gioco
privilegiato per il matematico.

Non a caso Signorini e un suo allievo diretto,
Francesco Stoppelli (1917-1997), entrano subito in
partita. Ne accennava nel 1977 Fichera e un sunto di
questo sforzo e riportato nella monografia di Giu-
seppe Grioli [23].

Signorini si interessa a un problema dove al
contorno si prescrivono esclusivamente le trazioni
quindi se e la regione occupata nella configura-
zione di riferimento dal corpo B si ha che

DivS = /)Ofin Q(), TN = t() in@Qo,

dove f sono le forze esterne di volume e /V la normale
esterna a 9¢). Chiaramente se si scrivono le equa-
zioni cardinali delle statica nella loro versione glo-
bale, ovvero

J pofdV + J TdA =0,
Qo a0

J OP/\pOdeJrJ OP ATdA -0,
Qo

0

si vede subito che f non puo essere arbitrario e
questo “dettaglio” ha dato non pochi problemi a
Signorini. L’idea alla base della dimostrazione di
Signorini e quella di supporre che esiste un para-
metro ¢ piccolo e che sia possibile di scrivere i dati f
et come

o0

f=> éf

=1

) .
to="> &ty
i1

e quindi di poter cercare una soluzione per
x = X + u anch’essa nella forma

S .
u= g du;.
i=1

Ovviamente questa idea ha il vantaggio di ridurre il
problema a una serie di problemi lineari ma richiede
l'analiticita di tutti gli oggetti in gioco e alla fine
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riesce a dimostrare solo I'unicita della soluzione ma
non la sua esistenza.
Per il problema differente ma particolare

DivS = pof, u = 0in 0%y,

Ciarlet riesce a fare molto di meglio di Signorini
usando il teorema delle funzioni implicite. La solu-
zione & locale e richiede che 99 sia di classe C? e che
il termine che riguarda le forze di volume, pyf sia in
LP con p > 3. Con queste condizioni la soluzione e
unica ed esiste localmente in un intorno di un op-
portuno sottospazio dello spazio di Sobolev W27,

L’analisi di Ball scavalca tutti questi problemi
usando un approccio variazionale. Infatti, si applica a
un problema misto purché i carichi siano ‘morti’
ovvero non dipendano dallo spostamento incognito
e soprattutto dimostra che le soluzioni, come ci si
deve aspettare, in elasticita non-lineare non sono
uniche.

11 risultato muove da una critica della condizione
di convessita per il potenziale elastico W visto come
una funzione di F. Infatti, se il potenziale elastico e
una funzione convessa, allora la soluzione esiste ma
risulta essere unica e purtroppo l'unicita della solu-
zione viene spesso contradetta in elasticita non-
lineare. Anche la condizione piu generale di quasi-
convessita introdotta da Charles Morrey (1907-
1984) non sembra essere pienamente utilizzabile in
quanto esclude i comportamenti corretti che il
potenziale elastico deve avere soprattutto quando
nel caso comprimibile si studiano deformazioni
estreme come per esempio le deformazioni che
comportano detF — 0. Per questo motivo viene
introdotto il concetto di policonvessita. Un poten-
ziale elastico e policonvesso se si puo esprimere
come una funzione convessa dei cofattori di F
(ovvero dell'insieme di tutti i determinanti delle
sottomatrici di ). Usando questa proprieta e una
condizione di coercitivita, Ball riesce a stabilire il suo
risultato. La dimostrazione per prima cosa stabilisce
che il funzionale energia (che tiene conto del poten-
ziale elastico e del lavoro dei carichi esterni) risulta
ben definito nell'insieme delle funzioni ammissibili.
Quindi determinando una limitazione inferiore per il
funzionale energia, si trova una sequenza minimiz-
zante che converge ad una funzione che appartiene
all'insieme ammissibile e si dimostra che questa
funzione risulta essere effettivamente un minimo.

Come e stato detto, in questo caso e possibile ottenere
s1 un teorema di esistenza ma non si esclude la pos-
sibilita di non unicita delle soluzioni. Inoltre Ball
chiarisce che lo spazio funzionale ‘giusto’ dove am-
bientare dimostrazioni rigorose e sufficientemente
generali di esistenza di soluzioni dei problemi non-
lineari sono gli spazi di Orlicz-Sobolev. Questo e un
dettaglio non da poco perché focalizza un altro aspetto
importante: le soluzioni dei problemi di elasticita non-
lineare possono essere piu irregolari di quello che i
risultati precedenti potessero far credere.

Dal punto di vista matematico il risultato di Ball &
un grande passo avanti, in un certo senso anche
definitivo, ma per quanto riguarda il problema di
Signorini e lo stesso Ball assieme a James [7] che
avverte:

At the end of the day, perhaps it would have been
realized that Hadamard’s notions of well-posedness
are far too restrictive in the nonlinear setting, that
non-uniqueness and even non-existence comprise
acceptable behaviour, and that there are probably no
fundamental restrictions on the strain-energy func-
tion at all besides those arising from material
symmetry and frame-indifference®

La nota, indicata con il 6 nella citazione, &€ anche essa
rilevante e recita

Future research on deriving elasticity from atomistic
models might conceivably modify this view.

Nonostante queste considerazioni il risultato in [6] &
fondamentale in quanto risolve almeno per una certa
fetta della comunita scientifica, i matematici, un
problema importante anche se ancora una volta non
permette di dare alla teoria non-lineare quello status
di modello matematico robusto che stiamo cercando
incalzati da Signorini.

Riprendendo in mano la deformazione di taglio
rettilineo gia affrontata e possibile far capire senza
perderci in dettagli troppo tecnici perché queste
questioni matematiche sono rilevanti nella soluzione
del problema di Signorini e non solo per gli aspetti
puramente matematici. Il fatto che consideriamo
funzioni di una sola variabile ovviamente non per-
mettono di apprezzare le importanti differenze tra
convessita e policonvessita ma e un prezzo che vale la
pena pagare per costruire in modo agile la storia del
problema di Signorini.
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F1GURrA 2 — Una funzione costitutiva trilineare.

Per prima cosa si consideri 'equazione e per in-
trodurre delle condizioni al contorno, si supponga
che nella configurazione di riferimento il materiale
elastico risulti ancorato a due piastre rigide posi-
zionate in Z = +H. Nelle direzioni X e Y il materiale
occupa un dominio infinito. Si decide quindi di stu-
diare il problema al contorno

QfZ = (31Z + kl,

Ovviamente una soluzione non banale di questo
problema si ottiene solo se ¢; # 0, ovvero la driving
force della deformazione risulta essere il gradiente
di pressione

Si richiede quindi che, dato * = fZ e ricordato
che Q = Q(y?), debba essere

(4.1)

f(£H) =0.

lim Q = 4,

72—0

dove u e il modulo infinitesimale di taglio. Questa
condizione ¢ larichiesta di compatibilita con la teoria
dell’elasticita lineare. Ogni materiale deve passare
in uno stato lineare prima di arrivare a comportarsi
in modo non-lineare e risulta quindi naturale chie-
dere questa compatibilita. D’altro canto nel caso
questa condizione fosse negata si potrebbero avere
dei problemi notevoli nel comportamento delle so-
luzioni ed esempi espliciti di queste problematiche si
possono trovare in [44].

Si introducano ora le variabili adimensionali

Z'=7Z/H, [f*=f/F, Q =Q/u
e scelto F' = |c;H? /| si riseriva il problema come
(4.2) [Qf7], = sign(c1), f(&1)=0.

In (4.2) per semplificare la notazione e stato omesso
'asterisco.

Si deve quindi notare che Q= Q(£%Z) dove
&= |e1|H/ 1 Introducendo la notazione
W= W(* +3, » +3) si nota che I'equazione in
(4.5) si puo scrivere come

A~

W _ sign(en),

(4.3) 5

e quindi il problema al contorno e I'equazione di
Eulero-Lagrange associata con il funzionale cosi
definito

1 o~
(44) €:f eH-1,1]— JI[W(ng) +sign(er)ef)dZ.

Per risolvere questo problema diverse sono le pos-
sibilita.

Dalla (4.3) si nota subito che la convessita del
potenziale elastico permette di stabilire che

F(y) = d—y = Q(VZ)%

& una funzione debolmente monotona e quindi in-
vertibile. Il problema quindi si potrebbe risolvere
usando argomenti di analisi non-lineare ovvero teo-
ria del grado delle mappe [24]. In realta in questo
caso, notando I'invarianza di (4.2) sotto I'azione della
trasformazione puntuale discreta Z — —Z, si ottie-
ne direttamente che

(4.5) Qfy =sign(e)Z, f(£1)=0
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e quindi possiamo riportare il problema al contorno a
un problema ai valori iniziali

[Qfz]z =sign(cr), f(=1) =0.fzl,— 1 =17,

n [—1,0]. Ovviamente la soluzione in |0, 1] si ottiene
grazie alla trasformazione gia introdotta.

Un’altra possibilita e 'uso dei teoremi base del
calcolo delle variazioni. In questo caso & chiaro
immediatamente che la convessita non e necessaria.
Il caso di un potenziale elastico non convesso puo
essere associato ad una funzione F come in Figura 3.
Sappiamo che questa tipologia di potenziale elastici
& fondamentale per capire diversi fenomeni mecca-
nici che vanno dalle transizioni di fase al danneggia-
mento e vediamo chiaramente due fatti. Primo, che
ipotesi piu raffinate (nel senso di deboli) della
convessita continuano ad assicurare I'esistenza della
soluzione anche se si puo perdere l'unicita. Secondo,
che le soluzioni non devono essere regolari come
forse si era abituati a pensare in passato.

Il teorema di Ball risponde agli aspetti matema-
tici del problema di Signorini in modo completo con
chiarezza e rigore, ma lo stesso Ball in [7] e stato
chiaro: se vogliamo avere qualche speranza per
risolvere il problema di Signorini nella sua comple-
tezza bisogna partire dalla descrizione del livello
mesoscopico del materiale. In realta in [7] si parla
di partire dal livello atomico, ma questa opportunita
per i materiali amorfi non e ovviamente possibile. La
teoria non-lineare dell’elasticita ha un ruolo fonda-
mentale anche nell’ambito dei materiali cristallini e
poli-cristallini soprattutto per spiegare transizioni

di fase come quelle austenite-martensite [11]. Una
delle differenze principali tra una teoria elastica atta
a descrivere quello che succede nei metalli rispetto
al comportamento dei materiali polimerici si puo
apprezzare soprattutto a livello termodinamico. In-
fatti in termodinamica e usuale introdurre l'energia
libera di Helmholtz, una quantita definita dalla
differenza dell’energia interna con il prodotto tem-
peratura per entropia. Nei metalli 'energia interna
giocaun ruolo cruciale a causa dell’energia di legame
imposto dal reticolo cristallino. Nei materiali tipo
gomma, il reticolo polimerico & un’idealizzazione
completamente diversa da quella messa a punto a
livello cristallino. Gli anglosassoni hanno anche due
termine completamente diversi da usare nei due
casi: lattice e network. Nel seguito ci si concentra
principalmente attorno alla deserizione dei materiali
polimerici. Per soluzione completa del problema di
Signorini si indica la soluzione del problema in
termini che risultano soddisfacenti per tutte le
comunita scientifiche interessate.

5. — Intermezzo

Rivlin, dopo aver determinato la forma generale del
potenziale elastico da un punto di vista teorico e aver
individuato la classe di deformazioni che sono ideali
per una campagna sperimentale sistematica, si lan-
cia in una dettagliata campagna sperimentale. I suoi
risultati mettono subito in evidenza che il modello
neo-Hookeano, caro a chimici-fisici e determinato

(a) engineering space (b) Cauchy-space (c) Mooney-space
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FicuraA 3 — I dati di Treloar nei diversi spazi di rappresentazione dei dati [15].
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con metodi statistici a partire da una particolare
caricatura della struttura mescoscopica della gom-
ma, e sicuramente inadeguato. Per questo motivo si
concentra sul modello (2.2).

Oggi esistono data set molto accurati per i vari
esperimenti proposti da Rivlin anche se in lettera-
tura si continuano ad usare soprattutto i dati storici
dovuti a Treloar. Questi dati sono considerati una
benchmark con la quale confrontare qualsiasi mo-
dello venga proposto.

Ovviamente i dati sperimentali possono essere
rappresentati sia nella configurazione attuale che in
quella di riferimento ma Rivlin per i dati relativi alla
tensione semplice descritta precedentemente consi-
dero anche una rappresentazione che viene indicata
da lui stesso come ‘Mooney plot’. Nella Figura 2 si
riportano i dati di Treloar per I'estensione semplice
nello ‘spazio’ di Cauchy, nominale e di Mooney.
Accanto a questi dati si riportano anche quelli
relativi ad un esperimento pitt moderno ma relativo
ad una gomma sintetica diversa da quella naturale e
vuleanizzata usata da Treloar.

Nel grafico piu a sinistra della Figura 2 si vedono
i dati nello spazio di Cauchy. Questi dati dovrebbe
essere confrontati se si considera il modello di
Mooney-Rivlin con la relazione teorica

2 -1 1
(5.1) T=(-2 )[C+ED]'
Il grafico centrale sempre nella stessa figura ri-
guarda lo spazio nominale e quindi usando (3.5) si ha
che il confronto deve essere fatto con

2 1
(5.2) S=(1-1 )[C—l—/{D}
Infine, si ha lo spazio di Mooney, dove la relazione
teorica si ottiene da (5.2) riscalando i valori della
tensione:
S

M = 2:C—|—lD.
A= 2

(5.3)

Risulta conveniente leggere (5.3) nella variabile
¢ = 27! ovvero considerare M = M(().

Molto probabilmente Rivlin ha usato questulti-
ma formulazione per poter ridurre il problema della
determinazione delle costanti C e D ad un problema
di regressione lineare in forma canonica ma oggi

sappiamo che il plot di Mooney permette di avere
molte informazioni interessanti che vengono nasco-
ste dal rappresentare i dati nello spazio di Cauchy o
in quello nominale. Infatti usando il plot di Mooney si
legge subito che il modello neo-Hookeano per il
quale D = 0 non e adatto a descrivere i dati speri-
mentali e questo in nessun intervallo di deformazio-
ne. Infatti per questo modello la (5.3) si riduce alla
semplice formula M = C.

Nello spazio di Mooney e evidente che 'esperi-
mento di tensione semplice mette in evidenza due
regimi. Un regime per moderate deformazioni e uno
per deformazioni finite di maggiore intensita. Il
modello di Mooney-Rivlin predice per M una forma
lineare e quindi puo descrivere i dati solo in un parte
dell'intervallo di interesse, ovvero prima del punto
che viene indicato con il nome di upturn e che
individua il tratto ascendente della curva. Bisogna
comunque ricordare che la chimica-fisica non era
stata capace neanche di immaginare una possibile
dipendenza del potenziale elastico dal secondo inva-
riante I, fatto che invece sembra risultare necessa-
rio. Nonostante questo notevole passo avanti, si
innesca una forte polemica con la comunita dei
chimici. La polemica é incentrata sull'interpretazio-
ne meccanica della costante D che per molto tempo
sfuggira ad interpretazioni mesoscopiche.

Rimane il fatto che la descrizione anche del piu
semplice degli esperimenti non sembra possibile con
un modello in un certo senso ‘naturale’. I1 modello
neo-Hookeano della teoria statistica e completamen-
te incapace di dare informazioni e il modello feno-
menologico ’semplice’, in quanto lineare negli inva-
rianti principali, descrive i dati solo nell'intervallo
delle deformazioni finite ma di intensita moderata.

Oggi e ben noto come risolvere il problema della
centralita del secondo invariante, s, nella descrizio-
ne corretta dei dati e questa soluzione non si basa su
un’evidenza sperimentale ma su un’elegante consi-
derazione teorica: una relazione universale.

Una relazione universale e un’equazione che e
valida per tutti materiali in una specifica classe
costitutiva a prescindere dalle funzione di risposta,
ovvero dalla forma del potenziale elastico. Nel caso
specifico si riesce a individuare una relazione valida
per i tutti i materiali elastici per cui W = W(l),
materiali che sono indicati neo-Hookeani generaliz-
zati, ma che é contraddetta se W = W([y, I2).
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La possibilita di ottenere delle relazioni universali
era gia nota a Rivlin che ne aveva determinata una
specifica nel caso della deformazione di taglio sem-
plice. Millard Beatty racconta in una sua nota sul-
I'argomento che fu Ericksen il primo a individuare
nella co-assialita specifica dei materiali isotropi,
TB = BT, un modo generale per generare delle
relazioni universali in una classe piu ampia di de-
formazioni da quella considerata da Rivlin. Anche
questo metodo non puo comunque essere generale in
quanto relazioni universali possono essere determi-
nate anche per materiali anisotropi.

Se si considera la deformazione universale (3.6)
con f(Z) = kZ e si calcolano le corrispondenti com-
ponenti non nulle del tensore di Cauchy, una volta
che la pressione sia stata determinata in modo
Ts33 = 0 si ottiene

Ti1 = 2K2W1, Too = —2K2W2, Tio = 2K(W1 + Wg)

Qualunque sia la forma del potenziale W = W (11, I5)
si ottiene la relazione di Rivlin

T11 — Top = xThe.

Questa relazione ci dice che nel caso non lineare non
e possibile avere una deformazione di taglio senza
differenza di sforzo normale. Nel caso in cui
W = W(I;) una nuova relazione universale e data
nella forma T33 = 0, ma questa nuova relazione ri-
guarda solo la famiglia dei material neo-Hookeani
generalizzati. Per la verifica sperimentale di questo
fatto e sufficiente produrre un foro sulla piastra che
impone la tensione necessaria per la deformazione
di taglio.

Ficura 4 - La verifica sperimentale della dipendenza del
potenziale elastico da Iy (da [14]).

Se dal foro si vede “montare” del materiale allora
chiaramente T # 0 e corrispondentemente Wy = 0.
Ovviamente Rivlin aveva ragione ma e anche ovvio
che grazie a questi procedimenti e possibile indivi-
duare quantitativamente la “dipendenza” da I e
quindi determinare situazioni che possono giu-
stificare I'uso di modelli matematici nell’ambito dei
materiali neo-Hookeani generalizzati.

Data un’equazione costitutiva, tutte le relazioni
universali che possono essere costruite sull’'insieme
delle soluzioni a loro volta universali possono essere
calcolate leggendo 'equazione costitutiva come una
relazione algebrica in un opportuno spazio e quindi
applicando i famosi teoremi di Eugenio Bertini
(1846-1933) [30] per rappresentare le varieta alge-
briche. Il metodo messo a punto in [37] & completa-
mente algoritmico e aveva gia sperimentato la sua
potenza in diversi ambiti dove metodi pitt empirici
avevano fallito prima di arrivare anche ad applica-
zioni di tipo tecnologico come quella appena indicata
oppure quella in [26].

In ogni caso dopo i lavori di Rivlin inizia un
periodo complesso e confuso dove la possibile solu-
zione del problema di Signorini sembra allontanarsi
e complicarsi sempre di piu e inizia un periodo di
grande confusione. Ericksen commentera sagace-
mente quegli anni ricordando che nella teoria del-
I'elasticita non-lineare per un certo periodo si use-
ranno somewhat mystical process whereby we select
definite forms of constitutive equations.

Nel 1972 Ogden propone il suo famoso modello
espresso non in termini degli invarianti ma degli
stretches principali della parte simmetrica della
decomposizione polare del gradiente di deformazio-
ne 11, A2, 43. In questo caso l'isotropia richiede che
siano valide le seguenti proprieta di simmetria

W (21, 22, A3) = W (A2, 43,21) = W(Z3, 41, A2),

una proprieta che non si riesce ad imporre fa-
cilmente a meno che non si ricorra all'ipotesi parti-
colare che

W(l1,72,73) = ©(41) + ©(42) + (43),

dove ® e una funzione da dover individuare.
Usando questa ipotesi Ogden [34] propone la
seguente forma funzionale

W= B a5 -s),

i=1 %i

(5.4)
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dove le 4; e le o; sono costanti materiali. Ogden ri-
chiede che

n
> i =2p,
=1

dove u & il modulo di taglio infinitesimo che sappiamo
deve essere positivo. La scelta di n =3 o n =14
sembra essere ottimale per descrivere i dati speri-
mentali di Treloar con grande accuratezza e questo
non solo nel caso della tensione semplice ma anche
nei casi del taglio semplice, della torsione e negli
stati di deformazione biassiale.

Il modello di Ogden & sicuramente una pietra
miliare nel cammino verso una possibile soluzione
del problema di Signorini. Si noti che il modello di
Ogden, tra l'altro, contiene sia il modello neo-Hoo-
keano che il modello di Mooney-Rivlin come casi
particolari. In ogni caso, deve essere anche chiaro
che il suo successo richiede un alto prezzo da pagare.
Infatti, questo modello & vittima della sindrome
dell’elefante di John von Neumann (1903-1957):

With four parameters I can fit an elephant, and
with five I can make him wiggle his trunk.

II modello di Ogden funziona bene grazie a un
numero importante di parametri nessuno dei quali
possiede un’interpretazione microscopica [17].

Nel 2004 in un lavoro, che vede lo stesso Ogden
come coautore, [35] arriva la ‘diagnosi’ definitiva per
questo modello e ancora una volta e lo spirito iniziale
del problema di Signorini ed un’analisi matematica
rigorosa a formulare la ‘patologia’. Infatti, non avendo
nessuna interpretazione micro-meccanica diretta dei
vari parametri in (5.4) questi devono essere determi-
nati a partire da dati sperimentali con una procedura
di fitting. Essendo alcuni di questi parametri degli
esponenti, il funzionale che deve essere minimizzato
in questa procedura dipende in modo non-lineare
dagli stessi. Si puo quindi dimostrare in modo rigo-
roso che il minimo di questo funzionale non e unico.
Questo significa che dato un set di dati sperimentali la
procedura di fitting permette di ottenere diversi
insiemi di parametri ottimali. I residui associati con
ivari insiemi sono del tutto confrontabili. Inoltre, non
si riesce nello spirito dell'interpretazione Truesdel-
liana del problema di Signorini, a trovare nessuna
ragione termodinamica o piu genericamente fisica
per eliminare questi insiemi e neanche il teorema di
Ball aiuta in questa direzione. D’altro canto, usando

questi insiemi nel modello si ottengono descrizioni
equivalenti anche quando le loro predizioni sono
quantitativamente differenti.

6. — La Teoria Entropica

Risulta possibile immaginare il reticolo polimerico
che caratterizza i materiali tipo gomma, come una
maglia di tessuto. I fili sono le macromolecole che
costituiscono il materiale e i ‘eross-links’ sono i nodi
che intrecciano questi fili per formare il tessuto vero
e proprio. In questa situazione le macromolecole
sono libere di muoversi quasi come fossero un fluido.
A dare volume e forma propria al materiale e proprio
la presenza dei legami covalenti che tecnicamente
sono indicati come cross-links.

Per spiegare questa situazione in modo quanti-
tativo, bisogna ricordare che a livello termodinamico
il potenziale elastico & di fatto I'energia libera di
Helmbholtz

(6.1)

dove £ e I'energia interna di legame, © la tempera-
tura assoluta e n I'entropia. Nel caso di un reticolo
polimerico non e I'energia interna (ovvero 'energia
di legame) ma bensi 'entropia a giocare un ruolo
fondamentale. A livello fenomenologico le due com-
ponenti si confondono ma e possibile usare questa
evidenza per introdurre a livello macroscopico delle
nuove e importanti informazioni costitutive.

Rivlin non aveva minimamente colto questo fatto,
ma Signorini a pagina 118 della sua nota sugli Annali
di Matematica Pura e Applicata del 1943 [50] riporta
esattamente la formula (6.1). Solo per questo il suo
contributo merita lo stesso spazio che la letteratura,
soprattutto anglosassone, dedica a quello di Rivlin.
Certamente a sfavore di Signorini ha giocato 'avere
sempre e solo scritto in italiano (e qualcosa in fran-
cese) ma la leggenda che l'aver usato la teoria delle
omografie vettoriali abbia creato confusione deve
essere sfatata. Chiunque conosca cosa si intende
nella letteratura matematica per omografia vetto-
riale (°) sa bene che minima ¢ la differenza di questo
strumento con I'algebra lineare.

U =¢&— 0On,

(®) Si veda per esempio la monografia di Meccanica
Razionale di Bruno Finzi edita da Zanichelli che alle omo-
grafie dedica un capitolo.
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Nella procedura che viene utilizzata dalla teoria
statistica della gomma, per ottenere il potenziale
elastico macroscopico dalla struttura mesoscopica
del reticolo polimerico, si parte da un modello delle
singole macromolecole. Per esempio, queste posso-
no essere viste come delle catene molto lunghe co-
stitute da un grande numero di segmenti rigidi col-
legati da giunti sferici. Per ogni singola ma-
cromolecola dati il numero % e la lunghezza [ dei
segmenti rigidi che la compongono é quindi possibile
calcolare la probabilita, II(L), che la lunghezza
estremo-estremo della catena abbia un certo valore
L. Se gli estremi della macromolecola sono mante-
nuti liberi, esiste una lunghezza di riferimento media
che possiamo indicare con Ly. Ovviamente questo
significa che II(Lg) > II(L).

Una volta determinata una formula per II(L) si
puo calcolare I'entropia e quindi tramite la deriva-
zione rispetto a L dell’energia libera si ottiene la
forza da applicare sulla singola macromolecola per
ottenere una data lunghezza estremo-estremo. Ov-
viamente, quanto maggiore € questa lunghezza,
tanto maggiore e la forza da dover applicare e per
mantenere perfettamente allineati tutti i segmenti
rigidi che compongono la macromolecola. Se si
riflette che esiste una sola configurazione associata
con la lunghezza estremo-estremo massima possibi-
le, ovvero L = nl, si capisce che in questo caso per
mantenere questa lunghezza e necessaria una forza
infinita.

Presa questa strada, il secondo passo per ottene-
re un modello macroscopico da queste informazioni
mesoscopiche, € una tecnica per fare la media su
tutte le macromolecole che compongono il reticolo.
Infine, serve anche quella che si chiama una legge di
Cauchy-Born che collega la deformazione macrosco-
pica alla deformazione mesoscopica delle singole
catene.
hanno sviluppato una serie di modelli molto sofisti-
cati ma pur sempre fenomenologici. Non esiste per
questa tipologia di materiali amorfi una teoria ‘rigo-
rosa’ che permetta un passaggio dal limite discreto
al limite continuo. Per questo motivo la teoria
statistica della gomma negli anni ottanta si era in
un certo senso “incartata” nelle stesse problemati-
che dei modelli che venivano generati con I'assioma-
tica della meccanica dei continui.

Negli anni novanta le cose cambiano per due motivi.
La teoria dell’elasticita non-lineare comincia ad es-
sere applicata in modo sistematico e con grande
successo in biomeccanica. Si veda, per esempio, la
discussione centrata sulla meccanica dei vasi arte-
riosi in [28]. Inoltre nel 1993 Arruda e Boyce pro-
pongono un modello di tipo statistico [5] che risveglia
nella comunita scientifica piu applicata l'interesse
per il problema di Signorini.

Il modello di Arruda e Boyce ¢ in realta lacunoso
sotto molti aspetti ma riesce a presentare in modo
molto chiaro i fattori fondamentali per la costruzione
di un modello statistico:

e una legge II(L) con supporto compatto;
e una chiara regola di Cauchy-Born;
e una semplice modalita di fare la media sul reticolo.

Di fatto il modello di Arruda-Boyce si basa su dei
cubi ‘infinitesimi’ i cui vertici sono collegati dalle
catene macromolecolari e in questo modo é possibile
passare dal mesoscopico al macroscopico in modo
molto agevole (si veda la Figura 2). Il fatto che II(L)
abbia supporto compatto e un’altro elemento chiave
del modello. Solitamente per II(L) si usava una
distribuzione Gaussiana, ma questa distribuzione
non avendo supporto compatto associa una probabi-
lita non nulla anche a lunghezze maggiori di nl e
questo e paradossale. Usando una distribuzione
basata sulla funzione speciale denominata “Lange-
vin inversa”, il modello proposto in [5] associa
un’energia infinita alla distanze superiori a nl. Inol-
tre I'uso dei cubi ‘infinitesimi’ permette anche di fare
agevolmente una semplice media per passare dal
livello mesoscopico a quello macroscopico.

F1GURA 5 — Schema del ‘mattoncino’ base del modello di Arruda
e Boyce.
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L’idea di Arruda e Boyce puo essere raffinata a livello
statistico in diversi modi ma la chiave di volta per
avanzare in modo decisivo il problema di Signorini
avviene ancora a livello puramente fenomenologico.

Alan Gent (1927-2021) nel 1996 propone un sem-
plice modello [22] che contiene tutti gli ingredienti
del modello di Arruda e Boyce e permette di
scavalcare con la potenza della sola immaginazione
e della teoria proposta da Rivlin i limiti di un
approccio ‘costruttivista’. Il modello di Gent & molto
semplice

(6.2)

WG:_ngm<1—h_3>

m

quindi contiene solo due parametri u e J,, il cui si-
gnificato e chiaro. Il primo e I'usuale modulo infini-
tesimo di taglio e il secondo & invece un parametro
associato con la lunghezza media massima delle ca-
tene macromolecolari. Infatti si nota che nel caso

(6.3) lim  Wg = oo,

(1173)‘“]771,
e nel caso

: _ K
(6.4) J}}Lnoo We = 5 (I1 - 3),

si ritrova il modello neo-Hookeano che essendo ba-
sato su una distribuzione di probabilita estremo-
estremo gaussiana, quindi senza supporto compatto.
Questo modello viene descritto e celebrato nei det-
tagli in [25] e [42].

Si puo dimostrare che il modello di Gent e un’ap-
prossimazione di quello di Arruda e Boyce. Infatti se
nel modello di Arruda-Boyece si sostituisce la funzio-
ne inversa di Langevin con una particolare approssi-

mazione di Pade [27] si ottiene proprio il modello di
Gent. Questo significa che I'uso delle funzioni analiti-
che proposte da Rivlin non e sufficiente.

Per inquadrare in modo efficace il modello di
Gent si deve usare uno strumento introdotto recen-
temente [3]: lo spazio generalizzato di Mooney-
Rivlin (GMS). Se si serive la (5.2) nel caso di (6.2)
si ottiene

S=(i—-21% £

6.5
(65) 1-J (2 +2.7" - 3)

una formula che puo essere facilmente manipolata
per descrivere il Mooney plot, ma che, a differenza
del modello di Mooney-Rivlin, non riesce a de-
serivere una retta. Ci si puo chiedere se sia possibile
riscalare i dati sperimentali anche per il modello di
Gent in modo tale di avere uno spazio opportuno
dove la (6.5) e letta come una retta. Questo spazio
esiste ma effettivamente non e sufficiente riscalare i
dati ma é anche necessario operare una rotazione.
Seguendo questa strada si arriva a scrivere

1
Im
dove
S
Me=""7=

come nello spazio di Mooney ma ora
S(Z 2171 -3)
A—ir

In Figura 5 si confrontano le formule (6.5) e (6.6) con
i classici dati in estensione semplice di Treloar. Ri-

(=

Gent model in the GMS
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F1GUrA 6 — Confronto del modello di Gent nello spazio GMS e nello spazio di Mooney (da [3]).
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sulta chiaro che il modello di Gent (e quindi anche di
Arruda-Boyce) non riescono a descrivere la curva
per valori bassi e moderati delle estensioni. Lo si
vede benissimo nel plot a sinistra in Figura 5 dove si
vede che esistono due regimi lineari e che ovvia-
mente risulta possibile solo descrivere uno dei due

con il modello di Gent. Lo si vede anche dal plot a

destra della Figura 5 ovvero dai dati nel classico

Mooney plot. Infatti, essendo la variabile indi-

pendente 47!, il range delle deformazioni moderate

e da intendersi nell'intervallo |1/2,1[ dove chiara-

mente le predizioni del modello faticano ad essere

adeguatamente descrittive. Guardando lo spazio

classico di Mooney si vede anche che il modello di

Gent & complementare a quello di Mooney-Rivlin.

Infatti, 'espressione (5.3) per il modello di Mooney-

Rivlin & una retta e puo prevedere solo la parte dove i

dati si dispongono in modo lineare dove, come ab-

biamo fatto notare, il modello di Gent fallisce. 11

fallimento e chiaramente dovuta alla non presenza

dell’'invariante Io.
Lo studio dei due modelli quello di Gent e quello

di Mooney-Rivlin permette nel 2017 in [15] di accer-

chiare il problema di Signorini richiedendo al model-

lo tdeale le seguenti considerazioni:

e si deve avere una dipendenza del potenziale ela-
stico da tutti gli invarianti;

e si deve tenere conto degli effetti non-gaussiani a
livello mesoscopico;

e si deve avere la precisa compatibilita del modello
non-lineare con lo stato elastico lineare e con la
teoria debolmente non-lineare;

e sideve capire la connessione micro-meccanica del
modello.

Il primo di questi tre punti e stato gia ampiamente
discusso. In [15] si aggiunge solo un’ulteriore consi-
derazione: in uno spazio finito-dimensionale tutti gli
insiemi di invarianti sono in una corrispondenza
biunivoca. Questo significa che considerare un insie-
me piuttosto di un altro non cambia nulla se non una
sorta di pre-condizionamento numerico dei dati
sperimentali.

Il secondo di questi punti ci dice che le funzioni
analitiche non sono il giusto ambiente da dove
pescare la forma funzionale W. Questo e stato il
limite dell’approccio di Rivlin. Per tenere conto degli
effetti non-gaussiani bisogna usare le funzioni razio-

nali. Siccome i dati sperimentali permettono di
osservare le derivate del potenziale elastico risulta
ovvio che lo stesso contenga termini logaritmici.

Nel terzo punto si parla di stato elastico perché,
ricorda Riccardo Baldacci (1917-1986), i materiali
non hanno una sola risposta ma nella realta possono
ricondursi in certe circostanze ad un certo stato.
Quindi per ogni materiale esiste, sotto certe condi-
zioni, 'astrazione dello stato elastico lineare e poi di
uno stato elastico non-lineare. Anzi dal lineare si puo
pensare di passare a quello debolmente non-lineare
e poi a quello pienamente non-lineare. Lo stato
debolmente non-lineare considera per il potenziale
elastico uno sviluppo in serie di Taylor che continua
agli ordini superiori la teoria lineare che e del
secondo ordine. Mentre nella teoria lineare tutti i
modi di deformazione sono disaccoppiati, la teoria
debolmente non-lineare del terzo ordine permette di
accoppiare il modo di estensione longitudinale con
quelli di taglio e quella del quarto ordine permette
un accoppiamento completo di tutti modi.

La teoria che propone Gent non usa le serie di
potenze. Per capire la matematica del modello di
Gent bisogna considerare gli 'approssimanti di
Padé [8]. Data una funzione f il suo approssimante
di Padé si esprime come il troncamento di una
frazione continua il cui limite € proprio la funzione
iniziale. Piu precisamente un’approssimante di Padé
di indice (p,q) della funzione f e una funzione
razionale ottenuta con due polinomi di grado rispet-
tivamente inferiori o uguali a p e ¢ tale che lo
sviluppo di Taylor di ordine p + g della frazione sia
identico a quello della funzione stessa. Quest’ultimo
dettaglio permette il confronto con la teoria debol-
mente non-lineare e permette di determinare un
numero minimo di parametri costitutivi, numero
da cui si deve cercare di non allontanarsi per evitare
il problema dell’elefante di von Neumann. Questo
numero “ottimale” di parametri elastici nel caso dei
materiali isotropi e incomprimibile deve essere tre
perché questo e il numero di parametri della corri-
spondente teoria debolmente non-lineare dove tutti i
modi di deformazione risultano accoppiati [15].

Se infine, come richiesto dall’'ultimo punto della
nostra lista, si riesce anche a collegare il comporta-
mento macroscopico alla struttura mesoscopica del
materiale allora si ottiene una situazione ancora piu
promettente. Signorini aveva a sua volta previsto
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F16URA 7 — Il successo del modello di (6.7) nel descrivere i dati sperimentali (da [15]).

questo fatto individuando nella nota [53] del 1949
un’alternativa con tre parametri a (2.2) criticando
proprio il fatto che quest’ultimo non era compatibile
con la generale teoria debolmente non-lineare del
quarto ordine.

In [15] sulla base di queste considerazioni si
ritiene che il modello proposto nel 2002 [38]

(6.7) Wog = —%Jmln(l _h _3> +021n<%>,

m

dove Cy, Cs e J,, sono tre parametri costitutivi sia
ideale. Infatti, questo modello con solo tre parametri
e tutti riconducibili ad una chiara interpretazione
mesoscopica, ottiene una descrizione dei dati di
Treloar con errori relativi sempre sotto il 5%. Per la

pratica ingegneristica € un grande successo. Dal
punto di vista matematico si riesce a sistemare l'idea
fondamentale di Rivlin in uno schema pit generale
che permette di ottenere modelli piu robusti di
quello di Ogden.

Il parametro Cs in (6.7) € collegato con il fatto che
nel reticolo polimerico le catene sono sicuramente
pit libere che in un reticolo cristallino ma sono
comunque confinate in dei ‘tubi’ ideali perché non
possono sbattere una contro I'altra soprattutto se i
polimeri sono atattici, in quanto i vari monomeri si
respingono tra loro. Diversa e la situazione per i
polimeri tattici, dove i monomeri si possono attrarre
e cristallizzare. Il modello (6.7) viene indicato con il
nome di Gent-Gent in quanto anche il termine che
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F1GURA 8 — Se la sezione del tubo dove sono confinate le catene
cambia a causa della deformazione (indicata con f nella figura) si
introduce una correzione di fronte al termine logaritmico che si
ottiene calcolando l'entropia associata con la II(L). Questo
termine e proporzionale al secondo invariante I3 e nel caso piu
semplice porta ad un secondo termine logaritmico (da [14]).

dipende da /» era stato precedentemente introdotto
da Gent nel 1958.

7. — Conclusioni

La teoria dell’elasticita non-lineare e un argomento
complesso sia dal punto di vista dei modelli mecca-
nici che da quello dei metodi matematici. Questa
complessita ha un impatto notevole in tutta la reo-
logia dei materiali. Nell’ambito dei materiali poli-
merici, lo studio di fenomeni come la visco-elasticita,
la morfo-elasticita, la fatica e la frattura, tanto per
fare alcuni esempi, non puo fare a meno di un buon
modello elastico. Quindi, riuscire a sciogliere questa
complessita e un passo sostanziale per fare avanzare
tutta la meccanica dei continui.

Oggi siamo capaci di descrivere con sufficiente
accuratezza il comportamento meccanico di molti
materiali tipo gomma e dei tessuti molli. Questo e
possibile perché e stato possibile collegare il com-
portamento macroscopico di questi materiali con la
loro struttura mesoscopica [18]. In queste pagine
abbiamo cercato di raccontare la storia di come
siamo arrivati ad ottenere modelli sufficientemente
‘robusti’ capaci di descrivere gli esperimenti piu
comune e con un potere predittivo ‘stabile’.

In questa storia Antonio Signorini ha avuto un
ruolo molto piti importante e profondo di quello che
usualmente gli viene riconosciuto ed e per questo
che si e considerato di indicare la ricerca di un ‘buon’
potenziale elastico come il problema di Signorini.

Queste ricerche non solo hanno avuto un forte
impatto dal punto di vista tecnologico ma hanno
anche permesso di ottenere diversi risultati raffinati
dal punto di vista matematico. La teoria di Ball ne &

I'esempio pit importante, ma anche gli studi sulla
natura delle soluzioni e delle relazioni universali
hanno permesso di mettere in luce diversi aspetti
teorici di grande rilevanza e spessore matematico.

Riuscire a dominare il problema di Signorini nel
caso dei materiali comprimibili e dei materiali aniso-
tropi & una sfida ancora pit complessa di quella che &
stata narrata. Si guardi per esempio il lavoro [36] per
avere un’idea delle difficolta che si debbono consi-
derare nel caso di materiali con le variazioni di
volume. In ogni caso, oggi, salendo sulle spalle di
Rivlin e Signorini siamo gia stati capaci di guardare
molto pit lontano. Riuscendo a collegare il livello
mesoscopico dei polimeri con quello macroscopico
[43] siamo riusciti a usare la teoria dell’elasticita per
descrivere la meccanica dei materiali macromoleco-
lari piu disparati come le proteine o la seta dei ragni.

Nel futuro prossimo si possono sperare nuovi
progressi da uno studio piu rigoroso delle teorie
debolmente lineari [47] e dalle teorie che permettono
di sviluppare modelli capaci di collegare la meccanica
dei continui con la meccanica statistica. Le prime
sono teorie che nell’ambito della meccanica dei
continui sono state considerate sempre troppo spe-
ciali ma che invece possono aiutare [48] ad estendere
in maniera fondamentale la nostra comprensione dei
fenomeni elastici non-lineari. Le seconde sono ne-
cessarie per permettere il collegamento micro-macro
che alla base dei progressi piu recenti [10].

Ringraziamenti. Dedico questa mia storia al pro-
fessor Gaetano Caricato allievo diretto di Antonio
Signorini. Questa ricerca e stata realizzata sotto gli
auspici del GNFM dellINDAM.
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