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Sommario: Dopo una breve introduzione alla Meccanica dei Continui solidi, vengono presi in considerazione
alcuni modelli che possono descrivere il comportamento elastico di un muscolo, un materiale non isotropo ma
trasversalmente isotropo. Una delle sue peculiarita e quella di produrre sia uno sforzo passivo, analogo ai
materiali non biologici, sia uno sforzo attivo responsabile della potenza necessaria al movimento: verranno quindi
presentati gli strumenti modellistico-matematici che servono per descrivere questo fenomeno. Questi modelli
possono essere inoltre utili per indagare il comportamento di alcune patologie legate all invecchiamento, tra cui la
sarcopenia, caratterizzata dalla perdita di massa e di funzionalita del tessuto muscolare.

Abstract: After a brief introduction to the Continuwm Mechanics of Solids, some models of a muscle, which is
a transversely isotropic material, are considered. A feature of this material is to produce not only a passive
stress, analogous to ordinary materials, but also an active stress, needed to produce power: the main mathematical
tool used to describe this phenomenon will be introduced. These kind of models could help understanding some
pathologies due to ageing, like the sarcopenia, which consists in a loss of muscle mass and muscle performance.

1. — Introduzione

Quando sentiamo I'espressione “braccio di ferro”
pensiamo immediatamente al fortissimo marinaio
dei cartoni animati, oppure alla ben nota prova di
forza, anche in senso traslato. Eppure, avere vera-
mente un braccio di ferro non sarebbe certo la cosa
ideale, volendo passare per una persona forte e in-
vincibile. Sicuramente un simile braccio sarebbe
molto resistente, quindi non si romperebbe mai,
pero non sarebbe di nessun utilizzo se fosse “passi-
vo”, ossia non fosse in grado di erogare una potenza
supplementare al bisogno. L’oggetto in ferro che piu

Accettato: il 22 novembre 2023.

assomiglia al nostro arto superiore non e una trave
statica, piuttosto € il braccio pieghevole di un esca-
vatore, che all’'occorrenza puo piegarsi e raccogliere
della terra, erogando potenza aggiuntiva.

Peraltro, quando carichiamo una trave di ferro
con un peso, oppure le applichiamo un momento,
all’equilibrio essa produce una reazione sotto forma
di sforzo, in modo da opporsi all’azione esterna e
rimanere ferma. La stessa cosa si puo dire di un
braccio che sostiene un peso nella mano, anche se nel
caso del braccio umano la caratteristica piu rilevante
e il cosiddetto sforzo attivo, che e causato da un
cambiamento nelle caratteristiche meccaniche del
“materiale” muscolo (e che puo essere anche co-
mandato dal cervello). L’organismo realizza queste
caratteristiche mediante una struttura articolata del
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muscolo su numerose scale di grandezza: si parte
dalla scala molecolare, nella quale l'origine della
potenza attiva del muscolo e individuata in specifiche
reazioni chimiche, per giungere alla forma macro-
scopica del muscolo e dei tendini, passando per fasci
di fibre e fibrille. Una struttura, quindi, molto piu
complessa del cristallo col quale si suole rappre-
sentare e derivare lo stato di sforzo di un metallo.

La derivazione delle proprieta meccaniche di un
metallo si puo poi far risalire alla sua struttura ato-
mica o molecolare, e successivamente queste pro-
prieta si mantengono pressoché uguali a tutte le
scale di grandezza, per cui appare molto ragionevole
il cosiddetto modello continuo, che consiste nel
supporre che le caratteristiche meccaniche (o ter-
modinamiche) di un materiale siano sostanzialmente
indipendenti dalla scala: ingrandendo sempre piu
una pallina di materia si ritrovano sempre le stesse
proprieta, tutt’al piu dipendenti dal posizionamento
della pallina, ma non dall'ingrandimento. Per un
materiale biologico quale un muscolo, invece, il mo-
dello continuo sembra molto piu azzardato, perché
occorre un modello in grado di rendere conto degli
effetti (e magari anche delle cause) che si osservano
alla microscala, rischiando di diventare inutilmente
complicato.

Ci si puo quindi chiedere quale possa essere il
vantaggio di un approccio “continuo”. La ragione e
questa: volendo modellare il comportamento mole-
colare, si ha immediatamente a che fare con un
enorme numero di sottoparti uguali (ma che non si
comportano identicamente) e interagenti, che por-
tano a un numero di incognite intrattabile, e la cui
conoscenza sarebbe forse addirittura superflua. Un
“muscolo continuo” deve essere quindi un materiale
ideale con delle proprieta che non pretendono di
rappresentare una descrizione di come esso € co-
stituito, ma che vogliono pero rappresentarne gli
effetti.

Vi e essenzialmente una tecnica matematica per
ottenere questo risultato: si suppone che il muscolo
sia costituito da sottounita via via piu piccole e in
maggior numero, con delle proprieta che “tendono”
in qualche senso a quelle di un materiale continuo al
crescere del numero detto sopra. Questa procedura
prende il nome di omogeneizzazione e il concetto di
“tendere” va opportunamente specificato, essendo il
passaggio fondamentale. In questo modo, le pro-

prieta macroscopiche del materiale continuo
“emergono” in un qualche senso matematico da
quelle dei suoi costituenti microscopici. Sfortunata-
mente, tale tecnica non e sempre applicabile in modo
semplice e puo richiede ipotesi molto pesanti sulla
struttura microscopica, come la periodicita (la
struttura a livello microscopico si deve ripetere con
un periodo spaziale ben definito) o lisotropia (la
struttura a piccola scala non deve presentare dire-
zioni privilegiate). Anche dal punto di vista mate-
matico, dare senso al concetto di limite e calcolare
esplicitamente le proprieta del materiale omoge-
neizzato puo richiedere la risoluzione di problemi
alle derivate parziali che possono essere non lineari o
comunque difficili. Spesso, quindi, si preferisce
procedere piu direttamente partendo da un mate-
riale gia continuo (come un materiale elastico o vi-
scoelastico) che contenga dei parametri funzionali
tali da essere coerenti con alcune caratteristiche
empiricamente note. La difficolta maggiore sta
nell'immaginare a priori una forma funzionale dello
sforzo che possa ben descrivere il comportamento
del materiale mediante la calibrazione di pochi pa-
rametri. In questo processo spesso si procede per
analogia, sfruttando equazioni gia esistenti che de-
serivono altri tipi di materiali e modificandole lad-
dove serva, oppure partendo da alcuni principi pri-
mi, che pero nel campo biologico non sono mai cosi
certi; ’esperienza e I'abilita di chi propone il modello
di partenza giocano poi un ruolo fondamentale. In-
fine si procede con un processo di fitting sui dati
sperimentali a disposizione, per calibrare i pochi
parametri del modello.

Nelle prossime pagine descriveremo alcuni tratti
di quest’ultimo approccio e illustreremo i risultati
che si sono ottenuti negli ultimi anni nel caso della
modellazione del tessuto muscolare scheletrico.

2. — La Meccanica dei Continui

I1modello di partenza della Meccanica dei Continui e
quello di corpo continuo. Essenzialmente, esso ¢
costituito da un insieme astratto (ma dotato di
struttura geometrica) che viene posizionato nello
spazio e di cui occupa a vari istanti di tempo una
porzione, detta configurazione. Nella maggior parte
dei casi essa & un aperto connesso con bordo suffi-
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cientemente regolare da poter definire un vettore
normale esterno per dare senso al concetto di flusso.
Scelto poi un istante definito “iniziale” e definita
configurazione di 7riferimento la corrispondente
configurazione, si introduce la deformazione che fa
corrispondere alle posizioni dei punti nella configu-
razione iniziale le corrispondenti in quella in un
istante generico. Questa funzione, che spesso si de-
nota con y, ha per dominio l'intervallo temporale
considerato (omettendo spesso I'istante iniziale) e la
configurazione iniziale (si veda la Figura 1).

Xi

F1cura 1 — Deformazione di un corpo continuo.

Una quantita di fondamentale importanza per il se-
guito e il gradiente spaziale di questa funzione, in un
istante fissato, che si indica tipicamente con F(, -) o
semplicemente F. Se poi si scelgono delle coordinate
cartesiane Xi, X, X3 per individuare il generico
punto nella configurazione di riferimento, si avra che

Fiy = O
0Xj,

La quantita F non e solo importante in quanto la sua
conoscenza permette, con una integrazione, di co-
noscere la deformazione e quindi la posizione finale
di tutti i punti del corpo, ma anche perché in Ela-
sticita essa assume il ruolo di variabile indipendente
o descrittore dello stato di deformazione del corpo e
ne eredita alcune delle caratteristiche, quali ad
esempio quella di avere il determinante det F stret-
tamente positivo (un determinante negativo o nullo
condurrebbe a deformazioni non fisiche) [11].

A differenza di quanto accade nella Meccanica dei
punti, in un modello continuo gioca un ruolo fonda-
mentale I'interazione fra le parti interne del corpo,
che e modellata diversamente dalle semplici forze
interne. Gia avendo in mente il semplice concetto di
pressione in un fluido, ci si rende conto come il
contatto fra le parti interne del corpo sia il “motore”
fondamentale in Meccanica dei Continui.

Senza entrare in dettagli troppo tecnici, possiamo
identificare le parti di un corpo continuo con op-
portuni sottoinsiemi della sua configurazione ad ogni
istante, scelti in modo da poter definire una nozione
di interazione fra di essi, che si chiamano sottocorpi.

Per definire invece I'azione fisica agente (o rea-
gente) su un sottocorpo si puo fare uso del concetto
di potenza. Questo concetto riveste un ruolo parti-
colarmente importante nella meceanica muscolare,
proprio grazie al fatto che un muscolo & in grado di
erogare una potenza supplementare a quella che
farebbe un corpo passivo, ed e una semplice gene-
ralizzazione del classico concetto “forza per velocita”
della Fisica elementare. Per un campo di forze
esterno agente su un sottocorpo M del corpo conti-
nuo essa avra la forma di un integrale di volume:

PO(M,v) :J f-vdV

M
dove f sara la densita di forze applicate e v il campo
dz velocita dei punti del corpo. I1 campo v puo es-
sere tanto la velocita “vera” dei punti quanto quella
“virtuale”, ossia tenuto conto dei vincoli imposti. In
molte introduzioni elementari alla Meccanica dei
Continui la quantita v dt prende il nome di spo-
stamento virtuale ed € molto usata, specie in ap-
plicazioni di tipo statico.

La novita della Meccanica dei Continui sta nel
fatto che per ottenere una deformazione é necessaria
una potenza apposita, detta potenza degli sforzi in-
terni, che necessita non solo del campo di velocita, ma
anche del suo gradiente spaziale: in altre parole, serve
potenza per dare velocita diverse (o spostamenti di-
versi) a punti vicini, che e proprio cio che accade in
una deformazione non rigida. La forma di questa
potenza risulta anch’essa un integrale esprimibile con
un prodotto scalare, ma fra quantita matriciali:

PO(M,v) = J P.gradvdV.

M
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La quantita P & una quantita tensoriale: essa fornisce,
per una data direzione avente versore n, il vettore
sforzo Pn che esprime l'interazione di contatto fra due
sottocorpi. Se riferito alle variabili di riferimento X, P
si chiama (primo) tensore di Piola-Kirchhoff, mentre
se riferito alle variabili nella configurazione de-
formata si chiama tensore di Cauchy. In un dato si-
stema di coordinate, queste quantita sono rap-
presentate da matrici quadrate 3 x 3.

Il principio che esprime la condizione per de-
terminare la configurazione di equilibrio all'interno
del corpo ¢ il bilancio fra potenza interna e potenza
esterna:

J P~gradvdV:J f-vdV
M M

per ogni sottocorpo M e per ogni campo di velocita
virtuale v regolare e nullo sulla frontiera di M.
Questo principio e detto delle potenze virtuali (o dei
lavori virtuali se si usano gli spostamenti).

Va detto che questo principio lascia ampio margine
di ridefinizione delle potenze utilizzate ed e stato
generalizzato con successo a tipi di interazioni meno
frequenti ma comunque di grande interesse per la
ricerca e le applicazioni, come le forze rimodellanti, i
campi di forze concentrate ed altro ancora, lasciando
anche la possibilita di introdurre potenze dipendenti
da derivate successive del campo di velocita.

Dalla formula di Gauss-Green e dalla condizione
di nullita al bordo si deduce ora, con le stesse ipotesi
dette sopra,

‘[MNP+ﬂ1MV:O
M

dove div e l'operatore di divergenza applicato al
campo tensoriale P, che consiste, in coordinate car-
tesiane, nel calcolare la divergenza delle righe della
matrice che rappresenta P.

Sfruttando 'arbitrarieta di M e di v, questa re-
lazione si vede essere necessaria su tutto il corpo
(supposto aperto e connesso), ossia

(1) LmNP+01MV:0

per ogni campo di velocita v regolare e nullo in un
intorno del bordo 0B di B.

Accanto a quanto succede nel corpo, &€ necessario
prescrivere come eventuali azioni esterne agenti sul

suo bordo esterno possono influenzare I'equilibrio.
Per fare cio e necessario estendere il principio delle
potenze virtuali a sottocorpi che includano il bordo:
non ci soffermiamo su questo aspetto e diciamo so-
lamente che tra le condizioni che si possono porre vi
possono essere condizioni sulla deformazione y (ap-
poggio, fissaggio, incastro) oppure condizioni sullo
sforzo (un dato carico al bordo).
La relazione (1) e ovviamente verificata se

2) divP +F =0

e, in condizioni di regolarita di P e f, puo essere
dedotta da essa. Integrando di nuovo su M, essa
fornisce anche I'usuale bilancio tra forze interne ed
esterne tipico della Meccanica razionale.

L’equazione (2) e la chiave di volta dell'impo-
stazione della Meccanica dei Continui. Esprimendo
P in termini della variabile descrittiva F, 'equazione
si trasforma in una equazione alle derivate parziali
che puo essere studiata e in taluni casi risolta con le
condizioni al contorno citate sopra. La descrizione
del materiale in uso viene quindi fatta tramite la
specificazione della legge I5(F), che viene detta legge
costitutiva.

Sebbene l'equazione (2) sia di gran lunga piu
usata nelle applicazioni, per grandi deformazioni e
per una classe particolare di materiali 'equazione (1)
assume un significato particolarmente interessante.
I materiali iperelastici sono quei materiali nei quali
il tensore di Piola-Kirchhoff risulta essere il gra-
diente di una densita di energia elastica:

P = grad W(F),

dove il gradiente é riferito alla variazione di F. Eb-
bene, per un tale materiale, I'equazione (1) risulta
essere nota dal Calcolo delle Variazioni, la branca
dell’Analisi che si occupa di minimizzare un funzio-
nale (un’applicazione a valori reali la cui incognita e
una funzione o un campo vettoriale). Essa esprime la
stazionarieta (analoga alla condizione necessaria nella
ricerca di massimi e minimi) della funzione data da

E(r) = jB[W<gradx> _foqdv

ed e nota col nome di equazione di Eulero-Lagrange.
Si vede cosi che I'equilibrio di un corpo iperelastico
deve soddisfare, al suo interno, una condizione di
stazionarieta dell’energia elastica. Aggiungendo ad
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essa le opportune condizioni al contorno ed alcune
ipotesi sulla forma della funzione W, si possono in
alcuni casi anche dimostrare teoremi di esistenza di
una soluzione di equilibrio, oppure di una soluzione di
minima energia. I metodi variazionali, poi, possono
anche ispirare I’Analisi Numerica nell’approssima-
zione della soluzione cercata.

Accanto a questa impostazione, occorrera ag-
giungere la descrizione dell’evoluzione della massa
del sistema. In Biomeccanica, non sempre la massa
si conserva perché spesso non si vuole considerare
I'intero sistema e si trascura 'apporto di nutrienti.
Volendo enunciare la condizione usuale della legge
di conservazione della massa, si puo utilizzare il
concetto di densita di massa, indicata con la lettera
Po, mediante la quale la massa m di un sottocorpo M
si seriva

m(M) = jM podV.

Ora, se il corpo si deforma, il dominio M si tra-
sformera in un dominio y(M) e dunque con una

nuova densita p, pero sempre con la stessa massa.
Quindi

| n@yav=| pwav.

7(M)

Questa e la legge di conservazione della massa. Per
derivarne alcune informazioni nei punti dello spazio
& necessario riferirsi allo stesso dominio, per cui
ponendo & = x(X) nel secondo integrale, dal teore-
ma del cambio di variabile negli integrali risulta

JM(PO(X) — (det F) ' (X)p(x(X))) dV =0

che e verificata ad esempio se
po(X)det F(X) = p(x(X)).

Un caso particolarmente importante in Biomecca-
nica e quello in cui la densita non varia, essendo il
sistema composto perlopiu di acqua, che e essen-
zialmente incomprimibile e omogenea. Imponendo
quindi che py(X) = p(x(X)) nei loro domini di defi-
nizione, si trae

detF =1.

Questa condizione esprime un wincolo sulla de-
formazione, del quale bisogna tenere conto nella

procedura di stazionarieta dell’energia elastica, che
da problema stazionario libero si trasforma in pro-
blema vincolato.

Cio per quanto riguarda la parte generale della
Meccanica dei Continui. Un capitolo fondamentale
del problema e pero la scelta delle leggi costitutive in
modo che esse traducano e rispettino i dati speri-
mentali noti per i materiali oggetto di studio.

3. — Il tessuto muscolare scheletrico

Vediamo ora quali sono le sfide nel modellare at-
traverso la matematica il tessuto muscolare schele-
trico avendo a disposizione alcuni dati sperimentali.
11 tessuto muscolare scheletrico, composto princi-
palmente da acqua per circa il 73%, ha una struttura
molto articolata e gerarchica (si veda la Figura 2) e il
suo comportamento e dovuto alla combinazione di
tessuto connettivo, principalmente isotropo, e fibre,
allineate lungo una direzione preferenziale [18].

vasi sanguigni
fascio muscolare

o, 0SSO

tendine miofibrilla

fibra muscolare

\ epimisio

FIGURA 2 — Struttura del muscolo scheletrico (da Wikimedia
Commons).

La funzione principale del tessuto muscolare sche-
letrico e la produzione di movimento e forza, infatti
qualsiasi nostro movimento o gesto & dovuto a una
contrazione muscolare. Il muscolo puo rispondere
passivamente a uno stimolo esterno nello stesso
modo in cui una molla viene allungata, oppure si puo
comportare attivamente quando riceve uno stimolo
neuronale dal cervello. L'unita contrattile del mu-
scolo e rappresentata dalla fibra muscolare che
contiene i sarcomeri: questi possono accorciarsi
grazie a un segnale neuronale che fa legare le pro-
teine actina e miosina. Il tessuto connettivo presente
nel muscolo invece € responsabile del suo compor-
tamento passivo. Per testare la performance del
muscolo gli esperimenti vengono di solito fatti in due
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fasi. Osserviamo il grafico in Figura 3 dove sono ri-
portatiidati di sforzo vs allungamento di Hawkins e
Bey del 1994 [8]. Per i dati passivi possiamo pensare
di lavorare proprio come una molla: esiste una lun-
ghezza a riposo ¢y dopo la quale il muscolo comincia a
resistere allo sforzo di allungamento a cui lo stiamo
sottoponendo. Osserviamo che sull’asse delle ascisse
e riportato U'allungamento /. = £/4y, dove ¢ indica la
lunghezza del muscolo.

La seconda fase dei test sperimentali consiste nel
sottoporre il muscolo a uno stimolo elettrico (che vaa
sostituire lo stimolo neuronale). In questa curva
leggiamo sia il comportamento attivo che passivo del
muscolo e viene quindi chiamata sforzo totale.
Quando il muscolo e molto corto, non vi e sforzo
passivo ma solo attivo, mentre nella regione di mezzo
vi & un bilanciamento tra comportamento attivo e
passivo. I dati attivi, dovuti alla contrazione dei
sarcomeri, si possono ottenere come differenza tra
sforzo totale e sforzo passivo. Da quanto detto, ri-
sulta fondamentale quindi descrivere questo duplice
comportamento, ovvero determinare “buone curve”
matematiche che catturino i dati come in Figura 4.

4. — Modellare il comportamento passivo
del muscolo

Come gia visto nella Sezione 2, una scelta comune-
mente adottata in letteratura é quella di descrivereil
tessuto muscolare come un materiale iperelastico,

supponendo che il primo tensore di Piola-Kirchhoff
P, che descrive lo sforzo del nostro mezzo continuo,
sia determinato da una densita di energia elastica,
che denoteremo con W.

Per il principio di indifferenza materiale (si veda
ad es. [4]), W € una funzione del tensore destro di
Cauchy-Green C = F'F, dove F! indica il trasposto
di F, in modo tale che possiamo calcolare lo sforzo nel
modo seguente:

®)  PE.FI) =2F0) 2Y (x.0(X)

oC
Supporremo inoltre per semplicita che il materiale
sia omogeneo e dunque W non dipenda esplicita-
mente dalla posizione X.

Si tratta dunque ora di scegliere una buona forma
per lenergia elastica, in modo da riprodurre il
comportamento del muscolo scheletrico [2]. Se os-
serviamo nuovamente i dati passivi in Figura 4, ve-
diamo che inizialmente lo sforzo elastico passivo e
praticamente zero, mentre superata una lunghezza
critica (di circa 1.27) il muscolo inizia a resistere in
maniera importante e lo sforzo passivo cresce molto
velocemente, proprio come avviene quando tiriamo
un elastico o una molla. Una buona scelta e dunque
quella di usare una funzione esponenziale dello
sforzo in funzione dell’allungamento in modo da ri-
produrre questa crescita veloce dello sforzo in fun-
zione dell’allungamento nel tratto finale del grafico:
questa funzione pud essere tanto pi complicata
quanto piu vogliamo catturare bene i dati. Ripor-
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tiamo ad esempio una scelta sfruttata spesso in let-
teratura [3] [5]:

(4) W(C) = g {i [e“<’r1> - 1} +% [eﬂ“r” - 1} }

dove
Wo
I, = E1;1“C + (1 — wp)tr CM,

K, = %tr C' + (1 —wy)trC'M,

dove tr C denota la traccia di C.

11 tensore M = m @ m, (1) detto tensore di strut-
tura, descrive la proiezione lungo la direzione m, che
e la direzione delle fibre. I parametri «, f e u sono
positivi (u e il classico coefficiente elastico nella di-
rezione delle fibre) e I,, K, sono invarianti genera-
lizzati di C dati come combinazione pesata della
componente isotropa (il tessuto connettivo) e aniso-
tropa (le fibre muscolari): il parametro wy, infatti,
misura il rapporto tra la percentuale di tessuto
connettivo e di fibre musecolari.

Richiederemo inoltre che il materiale sia incom-
primibile, vista I'alta quantita di acqua presente nel
tessuto scheletrico, cosicché essendo detF =1, si
avra

detC =1.
11 tensore di Piola-Kirchhoff & dunque dato da

(5) P= 2F%—pF‘T = g F{e“([ﬂl) {% I+(1 —wo)M}

—efEr-1 ! [%I +(1- wo)M] Cc'}—pF T,

dove p e il moltiplicatore di Lagrange associato alla
pressione idrostatica dovuta al vincolo di incom-
primibilita.

I parametri del modello , o, f3, wy possono essere
determinati attraverso una procedura di fitting sui
dati sperimentali. Come dicevamo, abbiamo a di-
sposizione i dati ottenuti da Hawkins e Bey [8] al-
lungando passivamente il tessuto muscolare nella
direzione delle fibre (deformazione uniassiale nella

(") Ricordiamo che il prodotto tensoriale di due vettori
a, b € R" & definito da (¢ @ b)x := (b - x)a per ognix € R".

direzione di anisotropia). Chiamando 1 Tal-

lungamento nella direzione m, abbiamo

1
F=imaom+—(-mem
7 ( )
e possiamo calcolare facilmente la componente dello
sforzo lungo m:

Ppas(2) = 1 I;,QWVD + K;)eﬂ(KP*U ,

dove I}, K}, sono le derivate di I, K), rispetto a 4.
Se poniamo o =19.69, f=1.19, w, = 0.7388,
1= 0.1599 KPa otteniamo la curva blu mostrata in
Figura 4, che ben si adatta ai dati sperimentali.
Questa Figura mostra dunque come la scelta co-
stitutiva fatta in (4) sia buona: in particolare bi-
lanciando attraverso il parametro wy isotropi e ani-
sotropi (dovuti alla presenza delle fibre allineate
lungo m) la curva blu inizialmente descrive uno
sforzo piccolissimo che poi inizia a crescere espo-
nenzialmente a partire dall’allungamento critico.

5. — Modellare il comportamento attivo

Descrivere l'abilita del tessuto muscolare di con-
trarsi e una sfida modellistica ancora piu inte-
ressante rispetto alla modellazione del comporta-
mento passivo: quest’ultimo non e poi cosi diverso da
un elastico in allungamento, mentre per descrivere
la contrazione occorre catturare il comportamento
macroscopico della fibra muscolare dovuto al-
I'interazione di elementi microscopici. A livello mo-
lecolare, infatti, lo stimolo neuronale genera un ri-
lascio di ioni calcio, che permette alle proteine di
actina e miosina presenti nei sarcomeri di legarsi e
accorciare le fibre muscolari, mediante un processo
detto sliding filament, scoperto attorno al 1950.

Dal punto di vista modellistico si sono proposte in
letteratura varie strategie per descrivere matema-
ticamente tale processo (si veda ad esempio [12]);
vediamo ora, senza addentrarci troppo nelle formu-
le, le due piu celebri, analizzate anche in [1, 7].

5.1 — Active stress

L’approccio active stress consiste nella scelta di una
funzione additiva per descrivere lo sforzo dovuto allo
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stimolo neuronale. Lo sforzo totale viene dunque
scritto come

Ptot(i) = Ppas (;L) + Pact(i)a

dove Py, € lo sforzo P passivo gia modellato in
precedenza, mentre bisogna fare una scelta costi-
tutiva sul tensore P,.: questo tensore rappresenta la
sforzo (stress) attivo dovuto all’accorciamento dei
sarcomeri in seguito allo stimolo neuronale. La sua
espressione puo essere tanto pitt complicata quanto
piu dettagliatamente vogliamo descrivere il feno-
meno e ha I'obiettivo di catturare il comportamento
dovuto all’accorciamento dei sarcomeri.

Tale approccio e legato all'idea di “sottrazione” di
cui abbiamo parlato nella Sezione 3: per ottenere la
curva attiva in verde in Figura 4, ovvero quella re-
sponsabile della contrazione dei sarcomeri, abbiamo
dovuto sottrarre ai dati totali quelli passivi. Tuttavia
questa curva non ha un vero corrispondente biolo-
gico: non c¢’e¢ un modo sperimentale di scorporare la
parte contrattile del muscolo dal tessuto connettivo.

5.2 — Active strain

Poiché 'approccio active stress visto sopra e pura-
mente fenomenologico e non si lega ai meccanismi
biologici sottostanti, e stato introdotto piu recente-
mente 'approccio active strain, che mira invece a
tenere in considerazione, almeno dal punto di vista
meccanico, la contrazione dei sarcomeri. Invece di
sommare gli sforzi passivi e attivi, possiamo pensare
di comporre due dinamiche, quella di attivazione (e
quindi di contrazione) e quella di deformazione pas-
siva. Il comportamento del muscolo passivo diventa
quello totale una volta che e stato stimolato, ovvero:

fibra passiva

4

stimolo neuronale/elettrico (la fibra si contrae)

4

la fibra si deforma.

F1cura 5 — Approccio active strain: la decomposizione molti-
plicativa del gradiente di deformazione.

Possiamo dunque riscrivere il gradiente di defor-
mazione attraverso la composizione di due matrici (si
veda Figura 5):

F = FcFa;

tale formula viene anche chiamata decomposizione
di Bilby-Kriner-Lee. L’idea di una decomposi-
zione moltiplicativa del gradiente di deformazione
e ispirata ad alcuni lavori della meta del secolo
scorso sulla plasticita finita e sulla teoria della
crescita dei materiali, in cui il tensore F viene de-
composto moltiplicativamente in una parte elastica
F. e in una parte F, dovuta alla deformazione pla-
stica o alla crescita del materiale [15] [14]. Nel
nostro caso, il contributo attivo € descritto dal
tensore F, che va scelto costitutivamente in modo
da rappresentare il cambiamento dovuto alla con-
trazione dei sarcomeri, che non modifica '’energia
elastica.

II tessuto modificato dalla contrazione F, ha poi
bisogno di una deformazione F, per raggiungere la
deformazione reale, che quindi & dovuta all’effetto
combinato tra forze esterne e componenti attivi.

Dunque, I'energia elastica totale va calcolata come
funzione di C, = FeTFe, ricordando che F, = FF;I:

(6) W(C)=(detF,)W(C,)=(det F.)W(F,TCF.1).

A differenza dell’approccio active strain in cui va
scelto il tensore P,., in questo caso dobbiamo dare
un’equazione costitutiva per il tensore F, che deve
tenere conto della dinamica microscopica di accor-
ciamento dei sarcomeri dovuto allo stimolo neuro-
nale. Una buona scelta é la forma

() Fo=1-Amem -+ (l—m®@m),

1
V1-A
che descrive I'accorciamento muscolare attraverso
una funzione A(4) che misura in percentuale quanto
si e “attivata”, cioe accorciata, ogni fibra (0 < A < 1).
Abbiamo infatti che per A =0, F, =1 e dunque
F = F,, ovvero non c’e accorciamento, mentre pitt A
siavvicina a 1 e piu le fibre muscolari si accorciano, in
quanto il fattore (1 — A) compare davanti al tensore
di struttura m @ m che rappresenta la direzione
delle fibre.

Per trovare la componente dello stress totale
lungo la deformazione uniassiale sperimentale nel-
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I'approccio active strain dovremo dunque comporre
in questo modo:

i — AL — PpaS(A(/l)),

ovvero Py (1) = Ppas(A(A)).

Fittando i dati ottenuti da Hawkins e Bey nella
seconda fase dell’esperimento, € possibile trovare
una buona funzione A(1) che realizzi la curva nera in
Figura 4.

5.3 — Mixture active strain

Osserviamo infine che un altro approccio introdotto
recentemente [13] per descrivere I'attivazione del
tessuto di materiali anisotropi consiste nell’appli-
care la decomposizione active strain solo alla parte
anisotropa dell’energia di deformazione. Tale ap-
proccio si applica solo ai materiali cosiddetti a fibra
rinforzata per cuil'energia si decompone in maniera
additiva nel modo seguente

W = Wi + Wani>

in cui la parte Wi, tiene conto dei componenti iso-
tropi che costituiscono il muscolo, mentre la parte
Wi deserive il contributo delle fibre. Nell’approc-
cio mixture active strain il materiale attivato ha
quindi energia

W = Wiso(F) + (det F) Wi (FF, ).

Anche in questo caso, mediante un procedimento
di fitting sulle deformazioni uniassiali si puo otte-
nere una curva simile alla curva nera della Figura 4.
Tale modello pero presentera un comportamento
diverso rispetto al precedente per deformazioni di
tipo diverso, come quelle biassiali o quelle di taglio.
Purtroppo, i dati sperimentali sul tessuto muscolare
per questi tipi di deformazione sono ancora molto
scarsi, per cui non e possibile stabilire quale dei due
modelli sia preferibile a livello di accordo coi dati
sperimentali.

6. — Una possibile applicazione medica:
modellare gli effetti della sarcopenia

Una patologia piuttosto comune legata all’invec-
chiamento del tessuto muscolare scheletrico e

la sarcopenia, dal greco gdapé (carne) e mevia
(mancanza) [17]. Tale malattia si caratterizza
per un progressivo impoverimento della funzio-
nalita dei muscoli scheletrici nelle persone che
invecchiano. Questo impoverimento poi causa una
minore mobilita del soggetto e un conseguente
aumento dell’atrofia muscolare, in un circolo
vizioso difficilmente arrestabile. Nelle situazioni
peggiori, l'avanzare della sarcopenia porta a
sempre maggiori difficolta di movimento del ma-
lato, fino all’impossibilita di svolgere anche le piu
semplici mansioni del quotidiano, come alzarsi
da una sedia o salire qualche gradino. Non esiste
ad oggi un test universalmente accettato per
quantificare questa sindrome geriatrica. Gene-
ralmente la diagnosi viene fatta tramite due tec-
niche di imaging per determinare la massa ma-
gra: la risonanza magnetica e la DXA (assorbi-
metria a raggi X a doppia energia). Entrambe
le indagini forniscono informazioni quantitative
sulla massa del tessuto muscolare; la risonanza
magnetica, inoltre, permette di avere anche in-
formazioni sulla qualita del muscolo. Tuttavia
queste indagini sono abbastanza onerose, quindi
la comunita medica sta cercando di definire una
serie di test fisici, utili a testare le prestazioni di
un muscolo invecchiato, o di usare strumenti di
indagine piu semplici, come la bioimpedenziome-
tria, per la misurazione della massa muscolare
scheletrica.

Un modello come quello presentato sopra per-
mette di simulare abbastanza agevolmente che cosa
succede quando 'attivazione muscolare si abbassa
in conseguenza dell'insorgere della malattia: per
esempio, si puo moltiplicare la funzione di attiva-
zione A(Z4) per una quantita 1 —d, ottenendo la
nuova funzione di attivazione

1 - d)A(%).

In questo contesto, il parametro 0 <d <1 rap-
presenta il “danno” in percentuale dovuto alla sar-
copenia: valori del parametro piu alti significano un
danno maggiore e quindi un calo maggiore della
funzione di attivazione. Nella Figura 6 possiamo
vedere come cambia 'andamento dello sforzo in
funzione dell’allungamento per alcuni valori del pa-
rametro d.
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F1aurA 6 — Indebolimento dell’attivazione tramite il parametro d.

Naturalmente, un approccio di questo tipo & pura-
mente fenomenologico: si modifica virtualmente la
funzione di attivazione e se ne studiano gli effetti
sulla prestazione del muscolo. Sarebbe molto piu
interessante, anche se di difficile attuazione, met-
tere in relazione il valore di questo parametro con le
cause biochimiche della sarcopenia, che non sono
ancora state comprese appieno. Per ora quindi ci si
accontenta di avere a disposizione un modello ma-
tematico su cui si possano effettuare degli espe-
rimenti tramite simulazioni al calcolatore.

7. — Conclusioni

Nel corso degli ultimi decenni, si e ormai affermata
in letteratura la descrizione del muscolo scheletrico
attraverso un mezzo continuo, iperelastico, incom-
primibile e trasversalmente isotropo. Questa scelta
permette di catturare il comportamento macro-
scopico del tessuto muscolare dovuto ai suoi co-
stituenti microscopici: I'alta percentuale di acqua
presente (grazie all'ipotesi di incomprimibilita) e la
compresenza di fibre muscolari e tessuto connettivo
(grazie alla scelta di isotropia trasversa).

Nelle precedenti sezioni abbiamo mostrato co-
me, con opportune scelte dell’energia iperelastica e
del modello di attivazione, sia possibile catturare
I'andamento dello sforzo muscolare in funzione di
un allungamento uniassiale testato sperimental-
mente.

Avere a disposizione un tale modello matematico,
seppure ottenuto attraverso diverse semplificazioni
della realta, permette di indagare le proprieta del
tessuto muscolare e valutarne la sua efficienza.
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