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Sommario: In questo articolo viene presentato il problema della rappresentazione di numert irrazionali
algebrici mediante successioni periodiche di interi. Tale problema fu posto nell’800 da Charles Hermite a Carl
Jacobi e rimane tutt'ora un affascinante problema aperto nella teoria dei numeri. Inizieremo introducendo ed
esaminando alcune proprieta delle frazioni continue che forniscono una soluzione del problema di Hermite per gli
wrrazionali quadratici e sono ad 0ggi gli unict irrazionali algebrict per cui abbiamo una risposta. Analizzeremo poi
la risposta dello stesso Jacobi con Uintroduzione delle frazioni continue multidimensionali.

Abstract: In this article we provide an overview about the problem of representing algebraic numbers by means of
periodic sequences of integers. In the 800’s, Charles Hermite asked this question to Carl Jacobi and this is still a
Sfascinating open problem in number theory. We start defining and studying some properties of continued fractions
that provide an answer to the Hermite’s problem for quadratic irrationals and they are, until now, the only algebraic
numbers for which we know an answer. Then, we analyze the Jacobi’s answer who introduced multidimensional

continued fractions.

1. — Introduzione

“Dio creo i mumeri interi, tutto il resto e opera
dell’vomo” ¢ la celebre frase del grande matematico
Leopold Kronecker con cui esprimeva limportanza
dei numert intert e del loro ruolo nel mondo al di
sopra di tutto il resto. Ritroviamo questa ‘visione
metafisica’ dei numert gia i Sant’Agostino che
addirittura nella sua opera ‘La citta di Dio’ scriveva
“Sei e un numero perfetto di per sé, e non perché Dio
ha creato il mondo in set giorni; piuttosto e vero il
contrario. Dio ha creato il mondo in sei giorni perché
questo numero e perfetto, e rimarrebbe perfetto anche
se l'opera dei sei giorni non fosse esistita”. Questo
interesse per i numeri, non solo dal punto di vista
matematico, ma anche filosofico e religioso, lo trovia-
mo per la prima volta nell’antica Grecia, con la scuola
pitagorica (fondata intorno al 530 a.C.), in cui i
numeri, ed in particolare i numeri interi, erano
considerati la sostanza delle cose. Secondo i pitagorici
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tutto poteva essere espresso mediante i numeri
interi. Questa concezione filosofica dell'universo en-
tro in profonda crisi quando Ippaso di Metaponto
dimostro lirrazionalitd di v/2, ovvero l'esistenza di
grandezze non commensurabili, non esprimibili come
rapporto tra numeri interi.

Possiamo quindi pensare ai numeri irrazionali
come a dei numeri che in un certo senso ‘sfuggono’
alla nostra razionalita, non possiamo esprimerli co-
me rapporti di numeri interi, hanno un’espansione
decimale infinita e non periodica che non possiamo
predire. Potremmo dire, in effetti, che non siamo in
grado di ‘afferrare’ questi numeri, quando parliamo
ad esempio di v/2, stiamo riferendoci a quel numero
che moltiplicato per se stesso fa 2, ma di che numero
si tratta? Per poterlo usare, azzarderei dire per
poterlo conoscere, ci serve esprimerlo mediante
dei numeri razionali, limitandoci ad usarne delle
sue approssimazioni, senza poter usare veramente
tale numero nella sua completezza. E cosi per tutti i
numeri irrazionali, se dobbiamo effettuare dei calcoli
che li coinvolgono, dobbiamo necessariamente usare
dei numeri interi e, in particolare, delle loro appros-
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simazioni razionali. Questo € uno dei motivi dell'im-
portanza dell’approssimazione diofantea, che studia
le approssimazioni dei numeri reali mediante nume-
ri razionali e deve il proprio nome al matematico
Diofanto di Alessandria (ITII-IV secolo d.C.) che con
il suo libro ‘Arithmetica’, di cui sfortunatamente
giungono a noi solo sei dei suoi tredici volumi,
formalizza per la prima volta lo studio di equazioni
a piu incognite le cui soluzioni si ricercano solo tra i
numeri interi. Quindi, malgrado la caduta dell'idea
pitagorica che tutto fosse esprimibile mediante i
numeri interi, rimane di centrale importanza il loro
ruolo per poter veramente conoscere le cose.

In quest’ottica le frazioni continue e le loro gene-
ralizzazioni, che esploreremo nelle prossime sezioni,
inseguono questo desiderio. Le frazioni continue
permettono infatti di esprimere tutti i numeri reali
mediante successioni di numeri interi (finite o infi-
nite), fornendo le migliori approssimazioni razionali
per i numeri irrazionali. Ma é il loro comportamento
relativo agli irrazionali quadratici che, a mio parere,
le rendono assolutamente affascinanti. Infatti, ve-
dremo che gli irrazionali quadratici sono caratteriz-
zati da sviluppi periodici in frazione continua, met-
tendo cosi un po’ di ordine, dando un po’ di raziona-
lita, a questa classe di irrazionali. Questa particola-
rita delle frazioni continue affascino sicuramente
anche Hermite, spingendolo a porre a Jacobi un
quesito, tuttora irrisolto, per fornire analoghe ca-
ratterizzazioni per irrazionali algebrici di gradi su-
periori, partendo dagli irrazionali cubici.

2. — Frazioni continue e loro definizione

Non ¢ facile datare la nascita delle frazioni continue,
esse appaiono gia in tempi antichi, come in alcuni
lavori del matematico indiano Aryabatha (circa
550 a.C). Inoltre, il loro stretto legame con I'algo-
ritmo di Euclide ci lascia supporre che potessero
essere conosciute ed usate anche nell’antica Grecia.
Sicuramente ne troviamo traccia nei matematici
bolognesi Bombelli (1526-1573) e Cataldi (1548-1626)
che forniscono alcune rappresentazioni di irrazionali
quadratici mediante frazioni continue, anche se tale
argomento verra introdotto e studiato con sistema-
ticita solo a partire da Eulero (1707-1783). In seguito
molti grandi matematici come Lagrange, Jacobi,

Galois, Gauss ecc..., si dedicarono allo studio di
questi oggetti, contribuendo con i loro risultati allo
sviluppo di una teoria strutturata e di notevole
spessore. Per un excursus storico sulle frazioni
continue si consigliano i lavori di Brezinski [3] e
Cretney [5].

Le frazioni continue suscitarono fin dal principio
grande interesse in quanto il loro utilizzo permette
di risolvere in maniera costruttiva molti problemi,
come la risoluzione di vari tipi di equazioni, tra cui
I'equazione di Pell. Inoltre, forniscono una rappre-
sentazione assolutamente astratta dei numeri reali,
individuandoli univocamente attraverso successioni
di numeri interi, a differenza per esempio della
notazione decimale, che risulta vincolata alla base
numerica prescelta oltre a rappresentare in maniera
poco conveniente aleuni numeri razionali che hanno
invece uno sviluppo finito in frazione continua. D’al-
tra parte anche la rappresentazione dei numeri
tramite le normali frazioni, efficace per i numeri
razionali, come detto non risulta esauriente in quan-
to & ovviamente inutilizzabile per i numeri irrazio-
nali. Ricorrendo invece alle frazioni continue si
ottiene un’espressione astratta e soddisfacente per
tutti i numeri reali. Un ulteriore spunto di interesse
e dato dalle approssimazioni che le frazioni continue
forniscono per i numeri irrazionali. Infatti, come
descriveremo meglio, le migliori approssimazioni
razionali di un numero irrazionale sono fornite dalle
frazioni continue. Come gia accennato nell'introdu-
zione, sono pero le loro proprieta di periodicita a
renderle definitivamente interessanti e affascinanti.
Inoltre, le frazioni continue possono essere studiate
con vari approcei, per via elementare, algebrica o
analitica e sono molto studiate anche dal punto di
vista combinatoriale, oltre ad avere importanti ap-
plicazioni in vari campi come, ad esempio, la critto-
grafia. Alcuni testi che coprono questi vari aspetti
delle frazioni continue sonoilavori di Kane [10], Olds
[11] (che ne fornisce una panoramica di base di tutte
le loro principali proprieta) e Wall [14].

Nella sua forma piu generale, una frazione conti-
nua e un oggetto del tipo
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dove gli a; e b; sono numeri complessi. In questo
articolo, saremo interessati alle frazioni continue
semplici e aritmetiche (che chiameremo poi sola-
mente frazioni continue per brevita), dove i b; sono
tutti uguali a 1 e gli a; sono numeri interi chiamati
quozienti parziali. Indicheremo in breve con
[@0, @1, ag, ...] una tale frazione continua che potra
essere finita o infinita. Un qualunque numero reale
oo puo essere espresso mediante una frazione con-
tinua [ag, a1, ag, . . .|, per opportuni quozienti parzia-
li che si determinano mediante un algoritmo che
itera i seguenti passi:

@i = |oy)
%i+1 :m7 se o & 7,
per ognit = 0,1, ..., dove i numeri reali «; vengono

chiamati quozienti completi. Nel caso in cui si abbia
o; € 7, per qualche ¢, 'algoritmo si interrompe e lo
sviluppo di oy e finito. Le precedenti equazioni
ricorsive si ottengono facilmente dall’algoritmo di

Euclide. Infatti, se apg _% € Q, per calcolare il

L1
massimo comun divisore tra x, e %, otteniamo

Xy = aox1 + X2, @y = |xo/x1 ]
X1 =mx2 +x3, 1 = |01/%]

L = QiXiy1 + Tiyo, @ = [;/%i1]

da cui ponendo o; = —— si ha

Lit1
X Tiso 1
! =a; + ’+:>oci:a,-+—
Lir1 Lit1 %i41

con a; = |o;|. Dunque, I'algoritmo per determinare
I'espansione in frazione continua di un numero
razionale finira in un numero finito di passi e
viceversa e immediato osservare che una frazione
continua finita rappresenta sempre un numero ra-
zionale, ottenendo che i numeri razionali sono carat-
terizzati da espansioni finite in frazioni continue.
Possiamo procedere formalmente con I'algoritmo di
Euclide anche per un generico numero reale oy ¢ Q,
con la differenza che, in questo caso, 'algoritmo non
terminera e 'espansione di o sara infinita.

3. — Alcune proprieta delle frazioni continue

Per poter proseguire con l'analisi delle frazioni
continue, iniziamo a vedere alcune definizioni e
proprieta di base. Dato lo sviluppo in frazione
continua di un numero reale oy = [ag,aq,0az,...],
chiamiamo 7-esimo convergente il numero razionale

[ag,...,a,] = @. E semplice dimostrare per indu-
n
zione che i numeratori e denominatori dei conver-

genti possono essere calcolati mediante

Pn = UyPp—1 + Pp—2
Qn = OnQn-1 + Qn-2 ’

per ogni n >1, ponendo le condizioni iniziali
p_1=1,po=apeq_1=0,qy =1, oppure mediante
la seguente identita tra matrici:

pn1>

qn-1 ‘

ap 1 [ 1 _ (Pn
10 10 4n
Dalla precedente identita matriciale ¢ immediato
ottenere la proprieta fondamentale dei convergenti

Prdn—1 — Pn-149n = (_l)n_l

_ Op+1Pn + Pn-1
Op4+1G9n + Qn—1

per ogni n > 0.

I convergenti, nome non casuale in quanto la
successione (p,/qy),,~, converge appunto al numero
reale «, svolgono un ruolo centrale nell’approssima-
zione dei numeri irrazionali. Infatti, i convergenti
dello sviluppo in frazione continua di un numero
irrazionale o ne forniscono le migliori approssima-
zioni, nel senso che

OC()—& <

an

a
oy — —

b

dati qualunque interi a,b tali che 1<b<g,. E
anche semplice dimostrare la seguente disugua-
glianza che fornisce un’indicazione sulla qualita di
approssimazione dei convergenti:

1

an QnQn+1 .
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Inoltre, se un numero razionale approssima oy con
una certa precisione, in particolare se

1
o ——| < —,
bl 2b2
allora coincide necessariamente con uno dei conver-
genti dello sviluppo in frazione continua di 0. Que-
st’'ultima proprieta ha anche applicazioni in crittoa-
nalisi, infatti nel 1990 Wiener esibi un attacco al
famoso sistema crittografico a chiave pubblica RSA
mediante le frazioni continue [15].

a

EsEwmp1o 1 - Vediamo un esempio di sviluppo in
frazione continua di un numero irrazionale e le
relative proprieta di approssimazione. Lo sviluppo
di 7 in frazione continua e il sequente:

n=1[3,7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,...].

Ottime approssimazioni di © furono fornite per la
prima volta da Archimede di Siracusa (287 a. C.),
che considero come approssimazione per difetto di
7, 1l semiperimetro di un poligono regolare in-
scritto mella circonferenza di raggio unitario e
come valore per eccesso, quello di un poligono
regolare circoscritto. Archimede parti consideran-
do gli esagoni regolari e successivamente raddop-
p1o il numero di lati, considerando poligoni rego-
lart inscritti e circoscritty di 12, 24, 48, e 96 lati
(ovvero poligoni di 3-2, 3-22 3-23, 3.2 ¢3.2°
latt). Con tale metodo arrivo alla celebre, e ottima,

. . 223 22 22 | .
approssimazione En <n< e dove £l ¢ proprio
un convergente della frazione continua.

Possiamo infatti calcolare © primi convergenti
di

Po_g PL_22 p2_ 33 py_ 3%
qo a7 g2 106 ¢q3 113
Osservando che |x — 22 < L , Possiamo aspettar-
g3 4344

ci da ps3/qs un'ottima approssimazione di w, dal
momento che ay = 292 e molto grande e la grandez-
za di q4 dipende anche da esso.

Se le frazioni continue risultano molto interes-
santi e utili per rappresentare i numeri reali me-
diante successioni di interi e nell’ambito dell’appros-

simazione diofantea, ¢ il loro comportamento rispet-
to agli irrazionali quadratici (ovvero numeri irrazio-
nali radici di polinomi di secondo grado a coefficienti
razionali) a mostrare tutta la loro bellezza. Infatti, ci
apprestiamo a vedere come lo sviluppo in frazione
continua di o sia periodico se e solo se oy € un
irrazionale quadratico, ovvero le frazioni continue
forniscono una caratterizzazione davvero suggestiva
per tali numeri, mediante una rappresentazione
periodica di interi.

ESEMPIO 2 — Se consideriamo oy = V2, abbiamo
immediatamente ag =1 e

1
=V2+1,
V2-1

o1 = 0422,

da cui
71 =0
\/é_l_ 1’

ovvero lo sviluppo in frazione continua di /2
continuera a ripeterst uguale, ottenendo

1
VE-l4————
2+ ]
2+——

2+

oo =

= [1,2).

Se cerchiamo lo sviluppo in frazione continua della

. 1 5 . .
sezione aurea ¢ = +2\/_, troviamo uno sviluppo

veramente elegante:

1+

l—i-l

1
1+—

Tale sviluppo lo si puo ottenere facilmente appli-
cando Ualgoritmo che abbiamo visto in precedenza
oppure possiamo verificarlo osservando che

1
p=1+—.
@
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La dimostrazione che una qualunque frazione conti-
nua periodica rappresenta un irrazionale quadratico
e dovuta ad Eulero e non e particolarmente com-
plessa. Se consideriamo una frazione continua pura-

mente periodica g = [ay, - . ., @y, possiamo scrivere

1
oy = ap +
1
a +
. 1
4
1
a/n+_
%o
e
_ doPn + Pn-1

0=
%0Gn + Qn-1

da cui e immediato osservare che o soddisfa un’equa-
zione di secondo grado a coefficienti razionali. A
questo punto, per dimostrare che una generica
frazione continua periodica rappresenta un irrazio-
nale quadratico e sufficiente osservare che una
trasformazione lineare frazionaria di un irrazionale
quadratico € ancora un irrazionale quadratico. In-

fatti, dato g = [ao, . . ., Qg, Qg 11, - - -, Ari¢), Si ha
ap 1 G 1 ﬁ 1 _[(a b ﬂ 1
1 0 1 0/\1 0/ \c¢ d/\1 O
af+0b
ﬁ '7ak+t]'

da cui 0y = ——, dove f = [aj11, ..
"= i d B = ki1

La dimostrazione del viceversa, ovvero che dato un
irrazionale quadratico allora il suo sviluppo in fra-
zione continua e periodico, € dovuta a Lagrange ed e
un po’ piu elaborata. L’idea, essenzialmente, & di
osservare prima di tutto che dato un irrazionale

Py ++vD

0
suo sviluppo in frazione continua sono irrazionali

P ++D

k
sono numeri interi determinabili mediante opportune
relazioni ricorsive. Sfruttando tali relazioni e alcune
proprieta delle frazioni continue é poi possibile dimo-
strare che i Pj; e Q. possono assumere solo un numero
finito di valori, in particolare —v/D < P, < VD
e 0 < Q; < 2V/D. Pertanto, esistendo solo un nume-

quadratico oy = , 1 quozienti completi del

quadratici della forma oy, = dovei P, e Q.

ro finito di coppie Py, Qy, esisteranno due indici 7 e j
tali che «; =o; e quindi lo sviluppo in frazione
continua di ¢ risulta periodico.

Lo sviluppo in frazione continua delle radici
quadrate di numeri interi positivi (non quadrati) e
particolarmente interessante e utile. Il suo sviluppo
ha sempre preperiodo di lunghezza uno e I'ultimo
termine del periodo e due volte il termine del
preperiodo:

\/D— = [ao,al, . ,(LL_l,ZCL()]

dove la stringa ay,...a;_; e palindroma. E abba-
stanza sorprendente osservare come lo sviluppo in
frazione continua di v/D fornisca tutte e sole le
soluzioni della famosa equazione di Pell

o — Dy =1.

Infatti, e possibile dimostrare che la soluzione pri-
mitiva dell’equazione di Pell & (p7,_1,qr-1) quando L
e pari, (p2r,—1,q2r-1) quando L e dispari.

Tutte queste interessanti e importanti proprieta
delle frazioni continue legate agli irrazionali qua-
dratici ispirarono Hermite per porre un problema a
Jacobi sulla rappresentazione periodica di irrazio-
nali algebrici, cercando di generalizzare a irrazionali
di gradi maggiori tutte queste buone proprieta. Il
problema di Hermite, che esploreremo nel dettaglio
nelle prossime sezioni, rimane tuttora un affascinan-
te problema irrisolto nella teoria dei numeri gia per
gli irrazionali cubici, non siamo ancora riusciti a
determinare una generalizzazione delle frazioni con-
tinue che permetta di rappresentare ogni irraziona-
lita cubica con successioni periodiche di interi me-
diante un algoritmo che funzioni su tutti i numeri
reali.

4. — Da due a tre

Prima di introdurre piu formalmente il problema di
Hermite e vedere la risposta di Jacobi e i successivi
sviluppi di questo problema, vorrei sottolineare in
questa sezione come il passaggio ‘da due a tre’ in
matematica non sia sempre scontato e, anzi, sia
molto spesso insidioso. Un esempio ci viene fornito
subito dalle formule risolutive per le equazioni di
secondo e terzo grado. Se per il primo caso fu molto
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facile determinare la famosa formula risolutiva, e ne
abbiamo testimonianze gia intorno al 300-400 a.C.,
ben diversa fu la sorte per le equazioni di terzo
grado. Dobbiamo infatti attendere il 1500 per arri-
vare a tale formula, con molti tentativi e anche
affascinanti disfide matematiche che coinvolsero i
matematici italiani Cardano, Del Ferro, Del Fiore,
Ferrari, Tartaglia. Inoltre, la formula risolutiva puo
ritenersi non completamente soddisfacente per il
suo cosiddetto caso irriducibile. Per risolvere un’e-
quazione di terzo grado della forma a® + px + ¢ (si
noti che possiamo sempre ricondurre una generica
equazione di terzo grado a questa forma), la formula
risolutiva ci porta a soluzioni del tipo

g ¢ P g ¢ PP
oV e T\ 2 Vs ter
2 3

. . q
Nel caso in cui x + on
bile e risulta intrattabile senza passare all'uso dei
numeri complessi anche per esprimere la radice
reale (sicuramente ne esiste sempre almeno una).

Ad esempio per x® — 2x + 1 si ha come soluzione

VEEU AR A U
2 108 2 108

e possiamo osservare che per ottenerla tramite la
formula occorre usare i numeri complessi.

Un altro esempio, in questo caso dell'impossibili-
ta di portare al caso tre cio che vale nel caso due, &
dato dalla trisezione dell’angolo. Sappiamo bene che
siamo in grado di dividere in due parti uguali un
angolo mediante una costruzione con riga e compas-
so, mentre questo risulta impossibile (a meno di casi
particolari) nel caso della trisezione. Possiamo anche
pensare al celebre ultimo teorema di Fermat. Se
lequazione diofantea x? + y? = 2% ammette soluzio-
ni intere non banali (le terne pitagoriche), invece le
analoghe equazioni di grado superiore, a partire da
x® +9% =2°, non ne hanno come ha dimostrato
solamente negli anni ‘90 il grande matematico An-
drew Wiles, ponendo fine a una congettura che
resisteva da secoli.

Concludo questa sezione con un ultimo esempio
relativo ai cammini casuali. Nel 1921, Polya dimostro
che in due dimensioni un cammino casuale tornera al

< 0 si parla di caso irriduci-

punto di partenza con probabilita 1, mentre nelle tre
dimensioni questa probabilita si riduce a circa 0.34.
E molto divertente la descrizione di questo risultato
da parte del matematico giapponese Kakutani: ‘una
persona ubriaca trovera la via di casa, ma un uccello
ubriaco rischia di perdersi per sempre’.

5. — Il problema di Hermite

Nel 1839, Hermite pose a Jacobi il problema di
estendere la costruzione delle frazioni continue in
modo da ottenere un algoritmo che fornisse rappre-
sentazioni periodiche mediante successioni di interi
per irrazionalita algebriche, cosi come le frazioni
continue lo fanno per le irrazionalita quadratiche.
Un enunciato conciso di questo problema e proposto
da Thomas Garrity: ‘Find methods for writing num-
bers that reflect special algebraic properties’, [7].
Troviamo traccia del problema originale posto da
Hermite in alcuni estratti delle sue lettere a Jacobi:
‘Mais permettez-moi, Monsieur, de revenir un in-
stamt sur les circonstances remarquables, auxquelles
donmne lieuw la reduction des formes dont les coeffi-
cients dependent de racines d’equations algebriques
a coefficients entiers Peutetre parviendra-t-on a
deduire de la, un systeme complet de caracteres pour
chaque espece de ce genre de quantites, analogue par
example a cuex’ que donne la theorie des fractions
continues pour les racines des equations du second
degre’, [8].

Jacobi propose una sua soluzione al problema
introducendo un nuovo algoritmo e definendo cosi
delle nuove frazioni continue che chiameremo mul-
tidimensionali. A differenza del classico algoritmo
per le frazioni continue, che prende in input un
numero reale e vi associa una successione di interi,
l’algoritmo di Jacobi prende come input una coppia
di numeri reali (x9,f;) e vi associa una coppia di
successioni di interi (a;);~q, (bi);o:

(e = o]

bk = | B

L1
_O(k—ak

\ﬁk+1_ﬁk_bk
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Scriveremo in breve

(OC()vﬂO) = [(a’()a a1, ag, )7 (b07 bla b27 )]7

dove gli interi a;, b; verranno ancora chiamati quo-
zienti parziali e i numeri reali «;, f; quozienti com-
pleti.

Questa generalizzazione dell’algoritmo per le fra-
zioni continue che puo sembrare a prima vista
strana, visto che si passa dal cercare lo sviluppo di
un numero reale all'usare insieme coppie di numeri
reali, risulta invece naturale se si pensa al legame
con l'algoritmo di Euclide. Infatti, 'algoritmo di
Jacobi si puo derivare da un metodo per determinare
il massimo comun divisore tra tre numeri. Se pren-

. . . . Lo 0
diamo due numeri razionali oy = — e f;, = y_, per
20 20

calcolare MCD (x, %o,%0) si puo considerare

Xo = (20 + Y1, Yo = bozo + 21

con ag = |ag], bo = |fy] e proseguire considerando
la terna (x; = 2o,%1,71)- In questo modo si ha

o 20 1 1

O(_ g g =
YT wo—bozo  yo/z2o—Dbo By —bo

B Y1 %o — R %o — Qo
1 — . — - )
21 Yo—bozo Py —bo

ovvero si deriva l'algoritmo proposto da Jacobi
[9]. Analogamente al caso delle classiche frazioni
continue, possiamo formalmente usare la stessa
idea nel caso di due numeri reali oy e f,. Tale
algoritmo puo essere in realta modificato in vari
modi, modificando il metodo di aggiornamento
delle terne (w;,¥;,%?i), esistono infatti altri algo-
ritmi proposti, ad esempio, da Poincaré [13] e
Brun [4].

L’algoritmo di Jacobi, come vedremo, si compor-
ta bene sugli irrazionali cubici, ma non abbastanza
da risolvere il problema di Hermite, che rimane
tuttora un bellissimo problema ancora aperto della
matematica. Successivamente, nel 1906, Perron [12]
estese l'algoritmo di Jacobi in modo da cercare di
trattare la rappresentazione di ogni irrazionale al-
gebrico. In questo caso si considera una m-upla di

numeri reall «, *, ..., %, ~ € viene assoclata ad essa

. . . . . . 1
una m-upla di successioni di interi (CL/,(C )>k R
>

("),

calcolati per mezzo delle seguenti equa-

zioni:
o) =[], i=1,...m
1 _ 1
et T ) _ )
k k
(i-1) (1)
(i) Op T
o = 1=2,...,m
{ k+1 O(l(cm) . a/l(cm)

Per una panoramica completa sulle proprieta e
nozioni di base dell’algoritmo di Jacobi-Perron si
veda [2]. Nella prossima sezione ci concentreremo
solamente sull’originale algoritmo di Jacobi e
sulle frazioni continue multidimensionali che ne
derivano.

6. — Frazioni continue multidimensionali

Manipolando le equazioni che definiscono I'algorit-
mo di Jacobi e abbastanza semplice ottenere
Bia 1

=0 +——, Pi=0b+
%G1 %it+1

per ogni ¢ > 0, da cui si ottiene che le successioni dei
quozienti parziali rappresentano i due numeri reali
di partenza (o, f5)) nel seguente modo:

1

b1 + 1

by +—
Obz—l-—"

ag +—

og = Qo + i
by +———
az +—
ay + .
1
bs + —
ag +——

az +—
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1
ﬁozb()"_ 1

bs +

ag +—

ay + -
1

by +—

az + :

ag +—

Analogamente al caso classico una frazione conti-
nua multidimensionale finita rappresenta sempre
una coppia di numeri razionali e, per quanto
osservato nella precedente sezione, se g, ff, € Q
I'algoritmo termina in un numero finito di passi.
Nel caso delle frazioni continue multidimensionali
possiamo pero osservare che anche nel caso in cui
a0, fy € Q ma siano tra loro algebricamente dipen-
denti, allora l'algoritmo termina in un numero
finito di passi, ma la frazione continua multidimen-
sionale ottenuta non converge ai due numeri reali
di partenza.

Le frazioni continue multidimensionali derivate
dall’algoritmo di Jacobi offrono molte analogie con le
classiche frazioni continue. Possiamo prima di tut-
to definire i convergenti di (o, f,) = [(@0, 1, .. .),
(bo, bl, .. )] come

A, B,
[{060,&1,...,an},{bo,bl,...,bn}] = <C_:’C_n>’

per ogni n > 0 dove

An = a/nAn—l + bnAn—2 +An—3
Bn = a/anfl + anTLfZ + an?)
Cn - anCnfl + ann72 + Cn73

, VY >1

1 O An A’nf 1 A’}’L -2
0 1|=|B, By,
0 0 Cn Cn—l

ap 1 0 ay
bp 0 1] --- by
1 0 0 1

Dal punto di vista della periodicita possiamo osservare
che frazioni continue multidimensionali periodiche

convergono a irrazionali cubici. Infatti, Se conside-

riamo (oo, fiy) = [{@0, -- -, an—-1}, {bo, ..., bn-1}] siha

_ AN 1+ fAN 2 + AN -3
a0Cn-1+ foCn-2 + Cn_3

_oBy-1+ fyBN-2+ Bn-3

bo= ooCn-1+ foCn—2 + Cn_3

da cui si ottiene che oy e f, soddisfano un’equazione
di terzo grado. A partire da cio, & poi semplice mo-
strare il risultato anche per una generica frazione
continua multidimensionale periodica. Sfortunata-
mente non & mai stato provato il viceversa. Ovvero
non e mai stato dimostrato che data un irrazionale
cubico oy, esiste sempre un numero reale /3, tale che
I'algoritmo di Jacobi applicato a (o, f,) fornisca
un’espansione periodica. Si osservi che nel caso
dell’algoritmo di Jacobi, la difficolta nel dimostrare
proprieta di periodicita, ma non solo, risulta mag-
giore anche per il fatto che non é predeterminata la
scelta della coppia o, f3, nel senso che dato o non &
scontata la scelta di S, in modo da ottenere buone
proprieta, ad esempio in termini di periodicita, per
il loro sviluppo in frazione continua multidimen-
sionale.

Esistono alcuni risultati parziali sulla periodicita
dell’algoritmo di Jacobi, per esempio & noto che
(V'mZ, /m), conm = a’ + 3a® + 3 e a intero positivo
tale che m non contenga cubi, ha uno sviluppo
periodico.

EsEmPIO 3 — Possiamo osservare che anche l'or-
dine con cui vengono presi i numert reali nell algo-
ritmo di Jacobi e importante. Per esempio st ha

(V2,(V22) = [1.1,2), (1’—0)}’
mentre
(V22 (V2) = [(1,9). (1.2.3)|.

Talvolta, il risultato puo essere drasticamente di-
verso. Infatti possiamo vedere che

(\/é (V32) =[(1,12,1,1,1,13,...),(2,5,0,0,0,0, .. .)]
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sembra non fornire uno sviluppo periodico, mentre
mwertendo Uordine si ottiene

(\3/:?7 \3/?;) = [(2727—5)7 (17 07T)]

Concludiamo questo esempio con una bella analo-
gia con la sezione aurea. La sezione aurea sappia-
mo essere la radice maggiore in modulo di
¥ —x—1 ed ¢ limite del rapporto di termini
consecutivi della successione di Fibonacct. Il suo
analogo cubico ¢ il numero di Tribonacct u, ovvero
la radice reale di x® —x* —x — 1 ed anch’esso é il

limite di (7'%“) , con (Ty),>o successione di Tr-
n> =

n

bonacci definita da

; ; , m>3.
{Tn =Ty 1+Th2+Tys o

Il numero di Tribonacct i ha una rappresentazione
particolarmente elegante in frazione continua mul-
tidimensionale:

(1, 1/p) = [(1), (0, 1)]
oppure
(1, 1+1/w) = [(1),@)]-

Le frazioni continue multidimensionali hanno an-
che un’applicazione interessante all’equazione cu-
bica di Pell, cosi come le classiche frazioni continue
ci permettono di risolvere I'equazione di Pell
x> — Dy?> = 1. Si potrebbe pensare che I'analogo
cubico dell’equazione di Pell sia 'equazione diofan-
teax® — Dy? = 1. Tuttavia, se si osserva che il primo
membro dell’equazione di Pell non e nient’altro che
la norma di un elemento in Q[t]/(t* — D), risulta pit
naturale pensare all’equazione cubica di Pell come a

2® + Dy + D*2® —3Dxyz =1

dove il primo membro ¢ la norma di un elemento in
Q[v/D] ~ Q[t]/(#* — D), con D intero non cubo. L’e-
quazione cubica di Pell risolta tuttora irrisolta, non
abbiamo un metodo per generarne una soluzione
primitiva a partire dalla quale ottenere tutte le sue
soluzioni intere. Per approfondimenti si veda il libro
di Barbeau interamente dedicato all’equazione di
Pell e sue estensioni [1].

Il problema della risoluzione dell’equazione cubi-
ca di Pell e intrinsecamente legato alla periodicita

dell’algoritmo di Jacobi. Infatti, Daus [6] dimostro
che se P'espansione di (¥/D, ¥/D?) & periodica, allora
numeratori e denominatori dei convergenti, per
opportuni indici, forniscono le soluzioni dell’equazio-
ne cubica di Pell.

I1 problema di ottenere un analogo del teorema di
Lagrange per le frazioni continue multidimensionali
risulta quindi molto difficile da risolvere (si noti che
al momento non sappiamo dire se sia vero o falso) ed
e stato affrontato anche con l'ideazione di modifiche
all’algoritmo di Jacobi, con la speranza di ottenere
delle nuove frazioni continue multidimensionali per
cui siriuscisse a dimostrare essere vero il teorema di
Lagrange. Molti di questi tentativi prevedono di
cambiare la mappa di costruzione dei quozienti
completi. Possiamo infatti osservare che 'algoritmo
di Jacobi si basa sulla seguente mappa di coppie di
numeri reali per aggiornare i quozienti completi:

«h= (g 1)

Alcune lavori hanno proposto 'uso di mappe diverse

come

(- [ )
e

e L1

con k numero intero calcolato in maniera dipendente
da o e f5. Tuttavia, tutti questi tentativi e molti altri,
per quanto di notevole interesse, si sono rivelati
infruttuosi. Cio che si puo ottenere, mediante un
approccio puramente elementare, & pero una scrit-
tura periodica per ogni irrazionalita cubica. In
particolare, dato D € Z non cubo, si ha che lo
sviluppo in frazione continua multidimensionale di

(V'D2,¥/D) &

z% 3Dz z%
7D7z3+D27 7D7

0_%_ 322 B 3Dz2 _%
D’ 2B4+D2 B4+D2 D

per ogni intero z # 0. Tale scrittura puo poi essere
generalizzata ad ogni irrazionale cubico. Si osservi
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prima di tutto che la frazione continua multidimen-
sionale periodica contiene quozienti parziali razio-
nali, ma essa puo essere trasformata in una con
quozienti parziali interi. Il problema principale di
questa scrittura periodica e che non possibile otte-
nerla mediante un algoritmo che lavori su un qua-
lunque numero reale, non fornendo quindi una
risposta completa al problema di Hermite. Cio che
si desidera con la risoluzione del problema di Her-
mite e un algoritmo che sia in grado di determinare
certe proprieta algebriche dei numeri reali, in parti-
colare indicare che un dato numero reale € o non & un
irrazionale cubico mediante la periodicita o meno
dell’algoritmo ad esso applicato.
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