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nel quadricentenario della nascita
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Sommario: In questo articolo ci proponiamo di illustrare Uopera geometrica di Pascal con particolare
riferimento al Conicorum opus completum, il suo trattato sulle sezioni coniche mai pubblicato e il cui manoscritto
¢ andato perduto. A questo fine commentiamo il sommario che Pascal presento a I’Academiae Parisiensi nel 1654, la
descrizione che Leibniz fece del contenuto del manoscritto pascaliano e le note che egli prese nel 1676 leggendo il
manoscritto medesimo. L'analist di questi documenti permette anche di comprendere la reale estensione di cio che
Pascal stesso chiamo “hexagrammum mysticum”, del quale il famoso teorema dell’esagono e solo una parte.

Abstract: In this article we aim to illustrate the geometrical work of Pascal, paying special attention to the
Conicorum opus completum, ks never published treatise on conic sections and whose manuscript has been lost. To this
end we comment the summary that Pascal presented to the Academiae Parisiensi in 1654, the description that Leibniz
made of the content of the manuscript and the notes he took in 1676 while reading it. The analysis of these documents
also allows to understand the real extension of what Pascal himself called “hexagrammun mysticum”, of which the

famous hexagon theorem is only a part.

1. — Introduzione

La teoria delle sezioni coniche ha avuto un ruolo
importante nell’'opera scientifica di Blaise Pascal, ma
molto poco rimane dei suoi scritti al riguardo: I'E'ssay
pour les coniques (Pascal 1640), il saggio che scrisse
appena sedicenne, e qualche estratto dal Conicorum
opus completum, il trattato sulle coniche mai pubbli-
cato e il cui manoseritto ando disperso pochi decenni
dopo la sua morte. Tuttavia, dell'importanza di que-
st’opera si ha un’idea attraverso la brevissima descri-
zione che Pascal fece nel 1654 presentando un reso-
conto delle sue ricerche matematiche alla “Celeberri-
mae Matheseos Academiae Parisienst”.

L’Essay, il sommario presentato all’Accademia
parigina, e la lettera che Leibniz invio agli eredi di

Accettato: il 17 febbraio 2023.

Pascal nel 1676, restituendo il manoscritto del trat-
tato pascaliano che gli era stato dato in visione,
furono pubblicati nelle Oeuvres completes de Pascal
edite da Charles Bossut (Pascal 1779, 1V, 1-7, 408-
411). Cio consenti dopo oltre un secolo di oblio di
avere una prima idea dell’opera geometrica di Pa-
scal, anche se il suo piti famoso teorema, noto come
“Teorema dell’esagono” (v. Fig. 1), fu riportato pie-
namente in luce solo all'inizio dell’Ottocento da
Charles Julien Brianchon (1806, 1810).

Maggiori informazioni si ricavano da alcuni docu-
menti scoperti attorno al 1890 da Carl Immanuel
Gerhardt nell’archivio di Leibniz: (*) brevi appunti e
note che Leibniz prese durante la lettura del mano-

(") Questi documenti sono attualmente conservati presso
la G.W. Leibniz Bibliothek Niederséchsische Landesbiblio-
thek, Hannover, Leibniz Handschriften XXXV, XV, L.
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FIGURA 1 - E qui illustrato, in due esempi, il Teorema dell’esagono: I lati opposti di un esagono ABCDEF inscritto in una conica si

mtersecano in tre punti allineati L, M, N.

seritto, laminuta della suddetta lettera indirizzata agli
eredi di Pascal, e una copia della prima parte del
manoscritto pascaliano, intitolata Generatio conisec-
tionum. Gerhardt pubblico quest'ultimo documento, e
qualche estratto dalle note di Leibniz (Gerhardt 1892).

Jean Mesnard e René Taton pubblicarono un’e-
dizione critica della minuta della lettera di Leibniz
(Mesnard e Taton 1963), nella quale essi tennero
conto anche delle frasi non riportate poi nel testo
finale pubblicato da Bossut.

Vari saggi sull’'opera geometrica di Pascal sono
apparsi nel secolo scorso, tra i quali citiamo (Taton
1955, 1962), (Costabel 1962), (Itard 1962), gli ultimi
tre pubblicati in occasione del tricentenario della
morte. Piu recentemente, un’analisi approfondita
delle note lasciate da Leibniz ha permesso di com-
prendere appieno il significato di cio che Pascal
intendeva per “hexagrammum mysticum” e, sulla
base della documentazione esistente, di ricostruire il
contenuto del trattato pascaliano. @)

Tale ricostruzione si basa, oltre che sulle note di
Leibniz e i pochi seritti di Pascal rimasti sull’argo-
mento, anche sui recenti studi di M. Anglade e J.-Y.
Briend sul Browillon project di Desargues, (%) che
hanno messo bene in luce i teoremi ottenuti dal
lionese (anche al riguardo della teoria della polarita),

(®) Si veda (Del Centina 2020); articolo del quale si fa qui
un’ampia sintesi.

() Si vedano gli articoli (Anglade, Briend 2017, 2018,
2019, 2020).

e su un’analisi dei metodi e dei risultati di quanti con
successo seguirono Pascal nello studio delle coniche
e questioni connesse; pensiamo qui a Newton, agli
scozzesi C. Maclaurin, R. Simson e W. Braikenridge,
a L. Carnot, ed in particolare a C.-J. Brianchon e
J.V. Poncelet. (*) Metodi e risultati che a nostro
avviso, anche per quanto annunciato da Pascal stes-
so alla Accademia di Mersenne, erano ampiamente
alla sua portata.

Un cenno biografico e i “tempi” del trattato
pascaliano

Blaise Pascal nacque a Clermont-Ferrand il 19 giu-
gno del 1623, @) terzogenito del nobiluomo Etienne
Pascal, giudice e buon matematico dilettante. Rima-
sto vedovo, nel 1631 Etienne Pasecal si trasferi con i
figli a Parigi. Blaise manifesto presto una spiccata
attitudine per la matematica e nella biblioteca pater-
na trovo modo di alimentare la sua passione. All’'eta
di quattordici anni Blaise inizio a seguire il padre alle
settimanali riunioni dell’Accademia Parigina, la so-
cieta di scienziati fondata da padre Marin Mersenne
nel 1635, (%) alle quali prendevano parte, tra altri,
Girard Desargues, Claude Mydorge, Gilles Personne

(*) A questo proposito si veda (Del Centina 2022a)

(°) Per maggiori dettagli sulla vita di Pascal si vedano
(Périer 1684), e (Adamson 1995).

(®) Da non confondere con 'Accademia delle Scienze di
Parigi fondata nel 1666.
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de Roberval, Claude Hardy, Jean de Beaugrand. Gli
incontri avvenivano nel Convento dell’Annunciazione
ubicato nei pressi di Place Royale, oggi Place des
Vosges. I’Accademia contava anche numerosi corri-
spondenti francesi e stranieri, tra i quali René
Descartes e Pierre de Fermat. Dopo la morte di
Mersenne, nel 1648, le riunioni ripresero presso
'abitazione di Jean Le Pailleur (Mesnard 1963).

La conoscenza di Desargues fu senza dubbio di
grande stimolo per la mente brillante del giovane
Pascal, come egli stesso riconosce nell’E'ssay:

[Desargues] & uno dei pitt grandi spiriti di questi tempi,
e dei pili versati in matematica, e nelle sezioni coniche in
particolare, come i suoi seritti sull’argomento, sebbene
in numero esiguo, hanno dimostrato a coloro che hanno
voluto farli propri, e confesso che quel poco che io ho
trovato su cio lo devo ai suoi scritti, che ho cercato di
imitare per quanto ho potuto.

Pascal si riferisce al Brouillon project dune at-
teinte aux evenements des rencontres du Cone avec
un Plane pubblicato da Desargues nel 1639; anno in
cui la famiglia Pascal si trasferi a Rouen, essendo
stato il padre nominato Collettore delle tasse reali per
I’ Alta Normandia. Pascal padroneggio rapidamente il
contenuto del Brouillon project, forse grazie anche
alle conversazioni avute con I'autore. Nell' E'ssay Pa-
scal delineo un programma per dare vita a un com-
pleto trattato sulle sezioni coniche come si apprende
dalle parole con le quali termina il suo breve saggio:

Abbiamo diversi altri problemi, teoremi e corollari
che discendono da queste proposizioni, ma la poca
fiducia che ho in me, per mancanza di esperienza ed
abilita, non mi permette di andare oltre prima che
queste siano esaminate da esperti, e se saranno
giudicate degne, ci impegneremo a proseguirle fin
dove Dio ci dara la forza di farlo.
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FIGURA 2 - (a) Ritratto di Blaise Pascal, da un’incisone di E. Gérard. (b) Frontespizio del quarto volume delle Opere di Pascal edite da

C. Bossut, contenente gli scritti matematici.
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Ritornando col padre di tanto in tanto a Parigi,
Pascal aveva occasione di presentare e di discutere
con i membri dell’Accademia i risultati raggiunti.

Nel 1642, Desargues si dichiaro ansioso di vedere
la dimostrazione di un importante teorema, che
chiama “la Pascale”, per mezzo del quale “I quattro
libri di Apollonio sono una immediata conseguenza”
(Curabelle 1644, 70-71). Due anni dopo Mersenne,
nella prefazione al suo Cogitata physico-mathema-
tica (1644), attrasse 'attenzione del lettore su “un’u-
nica generalissima proposizione di Pascal dalla quale
in quattrocento corollari segue l'intero trattato di
Apollonio”. Desargues e Mersenne si riferivano
certamente a cio che Pascal stesso, come vedremo,
chiamo “Exagrammum mysticum”.

Nel 1648, ancora Mersenne annuncio a Constan-
tijn Huygens che Pascal aveva finito di scrivere un
importante trattato sulle sezioni coniche: (¥)

Se il Vostro Archimede verra con voi, () gli mo-
streremo uno dei piu eccellenti trattati geometrici
mai visti, che e stato completato dal giovane Pascal.
In esso e risolto il luogo delle 3 e 4 rette di Pappo, che
qui si dice non sia stato risolto da Descartes nella sua
generalita. Occorrono linee rosse, verdi e nere per
distinguere la varieta di considerazioni.

Ricordiamo che nel 1637, Descartes aveva pub-
blicato il famoso Descours de la méthode, conte-
nente La Géométrie nella quale egli promosse I'uso
dell’algebra in geometria attraverso I'introduzione
delle coordinate (poi dette “cartesiane”), e ne mo-
stro la potenza presentando una soluzione del fa-
moso problema “delle tre e quattro rette”. Questo
problema, risalente a Euclide e ricordato da Pappo
nella Collezione (1588), riguarda la determinazione
del luogo dei punti le cui distanze d;, ds, ds, dy4
(ciascuna presa in una certa fissata direzione) da
tre o quattro rette date (in posizione generica) in un
piano, soddisfano la condizione d; dy =kd2 o
dy dg = kdgdy, dove k € una costante. Un problema
che Apollonio solo in parte aveva apertamente af-
frontato nelle Coniche.

(") Lettera del 17 Marzo cfr. (Huygens 1888), citata anche
in (Taton 1962, 226).

(®) Mersenne si riferisce a Christiaan Huygens, figlio di
Constantijn.

Dunque, nel 1648, Pascal aveva terminato una
prima stesura del suo trattato, o almeno composto
un ampio riassunto contenente i risultati principali
da poter mostrare agli amici del circolo di Mersenne.
Probabilmente Pascal continuo a lavorare alla sua
opera ancora negli anni seguenti e nel 1654, ritenuto
concluso il suo lavoro ne diede notizia all’Accademia.

Nel 1659 Pascal si ammalo gravemente. Dopo la
morte nel 1661 della sorella pit giovane Jacqueline,
alla quale era profondamente legato, il suo stile di
vita divenne di giorno in giorno sempre piu ascetico,
convinto di trovare nella sofferenza e nella malattia
la via alla vera Cristianita. La sera del 18 agosto 1662
Pascal ebbe un tracollo, e il mattino seguente mori.

2. — L’Essay pour les coniques

Il saggio di Pascal apparve in forma di foglio volante,
di dimensione 35 x 43 em (F'ig. 3), stampato in cin-
quanta copie distribuite traimembri dell’ Accademia
e qualche corrispondente di Mersenne. Di esso sono
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F1GURA 3 — Essay pour les coniques, Ms. LH XXXV, XV, I, Bl.
10r, G.W. Leibniz Bibliothek —Niederséichsische Landesbiblio-
thek, Hannover.
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oggi noti due esemplari, uno conservato presso la
Bibliotheque Nationale di Parigi, I'altro presso la
G.W. Leibniz Bibliothek — Niederséchsische Lande-
shibliothek, di Hannover.

L’E'ssay contiene tre definizioni, gli enunciati di
tre lemmi e di cinque proposizioni, il tutto illustrato
da tre figure.

La prima definizione & quella di ordine (“ordre”)
di rette, ossia un qualunque insieme di rette aventi
un punto a comune (a distanza finita o no), equiva-
lente al concetto di “ordinanza” introdotto da De-
sargues in (1639). Con la seconda Pascal descrive la
formazione dei vari tipi di coniche come sezioni di un
cono circolare secondo la posizione del piano secante
rispetto alle generatrici del cono, seguendo sostan-
zialmente quanto scritto da Desargues nel Browil-
lon project. Nella terza precisa semplicemente che
usera il termine “retta” per cio che € comunemente
detto “linea retta”.

Per dare un’idea dello stile di Pascal, enunciamo il
primo lemma cercando di mantenereci il pit possibile
fedeli al testo originale: Se nel piano M, S, @, due
rette MK, MV dipartono dal punto M, due rette SK,
SV dipartono da S, e K ¢ il punto di intersezione
delle rette MK, SK, e V ¢ il punto di intersezione
delle rette MV, SV, e A ¢ il punto di intersezione
delle rette MK, SV, e u e il punto di intersezione delle
rette MV, SK, e per due dei 4 punti AKuV non
giacenti su una stessa retta con v punti M, S, com’e
per K e V, passa un cerchio intersecante le MV, MK,
SV, SK, nei punti O,P,Q,N, dico che le rette MS, NO,
PQ appartengono allo stesso ordine. Pascal rinvia
alla sua Figura I, qui riprodotta in Fig. 4, dove il
cerchio e rappresentato da un’ellisse.

Osserviamo che questo lemma e equivalente al
teorema dell’esagono nel caso particolare in cui la
conica € un cerchio; infatti, si puo enunciare come
segue: Se 1 un piano st congiungono 1 punti M, S
ad altri due punti K, V su un cerchio nel piano non
passante per alcuno dei punti M, S, e il cerchio
mterseca le rette MV, MK, SV, SK, rispettivamente
nei punti O, P, Q N, le due rette NO, PQ si
wncontrano sulla retta MS. Cio significa: (P1) I lati
opposti dell’esagono KPQVONK (inscritto nel cer-
chio) st intersecano nei tre punti allineati M, S, e il
punto all’infinito della retta MS. E bene tuttavia
sottolineare che nel suo saggio Pascal non fa mai
riferimento ad alcun “esagono inscritto”.

I1 secondo lemma, di chiara impronta proiettiva,
puo essere riassunto come segue: Se piu piani pas-
santi per una stessa retta, come asse, sono tagliati
da un piano non passante per l'asse, allora le rette
nella sezione appartengono ad uno stesso ordine
con l'asse, ossia incontrano l'asse nello stesso punto
a distanza finita o infinita.

Pascal enuncia poi il terzo lemma che dichiara
facile conseguenza dei primi due (Fig. 4): Sia data
una configurazione di rette come nel primo lemma,
se una sezione conica passante per i due punti K, V
taglia le rette MK, MV, SV, SK, rispettivamente nei
punti P, O, N, Q, le rette MS, NO, PQ, appartengono
allo stesso ordine.

Cio detto, Pascal afferma che dai lemmi prece-
denti, e alcuni corollari da essi facilmente ottenibili,
si potevano dedurre tutti gli elementi delle sezioni
coniche, ossia, come si intendeva allora, l'intero
corpus dei primi quattro libri delle Coniche di Apol-
lonio.

FIGURA 4 - Questo diagramma riproduce la Figura 1 dell'’E'ssay, con la sola eccezione della lettera “R” al posto di “r”, lettera

quest’ultima che non trova riscontro nel testo di Pascal.
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FIGURA 5 —

Dopodiché Pascal passa alla prima proposizione,
che enunciamo mantenendoci fedeli all’originale for-
mulazione (Fig. 4): Se nel piano MSQ di una sezione
conica PKV, sono date le rette AK e AV intersecanti
la conica nei P, K e @, V rispettivamente, se per due
di questi quattro punti non allineati con A, come per
esempio K e V, e per due N, O sulla conica st
tracciano quattro rette KN, KO, VN, VO che tagliano
le rette AV, AP nei punti S, T, L, M, la composizione
dei rapporti di PM a MA e di AS a SQ, e uguale alla
composizione dei rapporti di PL a LA e di AT to TQ.

In altri termini cio significa

PM AS _PL AT

1) VA
“SQ LA TqQ

Formuliamo le altre proposizioni direttamente in
termini moderni.

Seconda proposizione (Fig. 4): Se tre rette com-
planari DE, DG, DH sono tagliate dalle rette AP e
AR nei punti F, G, H, e C, y, B, rispettivamente, e
sulla retta DC e fissato un punto E, allora

EF x FG Ay E'FxFH AB EF xFD

EC x Cy AG EC x CB AH EC x CD
Inoltre, se una sezione conica passante per i punti
E, D interseca le rette AH e AB, nei punti P, K e R,
v, rispettivamente, st ha
EF x FG Ay FK x FP AR X Ay
EC x Cy AG CR x Cy AKxAP

3)

Per capire la portata di questa proposizione osservia-
mo che la (3) conduce al noto teorema di Lazare

(a) Nlustra il teorema “delle corde” per le sezioni coniche. (b) Questo diagramma riproduce la Figura I1I in (Pascal 1640).
(c) Diagramma per il Lemma 13 del Libro VII in (Pappo 1588).

Carnot sulla relazione che intercorre tra i segmenti
intercettati da una conica sui lati di un triangolo. (°)
Inoltre se il punto A e all'infinito, da (2) e (3) segue che
EF xFD FK x FP
ECxCD CR xCy

che esprime il teorema “delle corde”, racchiuso nelle
Proposizioni 16-23 del terzo libro delle Coniche,
riguardante i segmenti intercettati da una trasver-
sale su due corde parallele di una conica (Fig. 5a). (*°)

L’enunciato della terza proposizione puo essere
posto nella forma seguente (Fig. 5b): Se le quattro
rette AC, AF, EH, EL, si intersecano nei punti N, P,
M, O, e una conica interseca le stesse rette nei punti
C, B; F, D; H, G; L, K rispettivamente, allora

MC x MB ADXAF ML x MK EHxEG
PF x PD ABXAC PH x PG EKxE’L

Questa proposizione € un caso particolare del teore-
ma in (Carnot 1806, No. 379).

La quarta proposizione, che Pascal chiama “pro-
priété merveilleuse” e per la quale rinvia ancora alla
sua Figura I (Fig. 4), e il cosiddetto “teorema di
involuzione” di Desargues (1639): Se una conica
PQV e data nel piano MSQ, e quattro punti K, N,
O, V sono assegnati su essa, tracciate le rette KN,
KO, VN, VO inmodo tale che per ognuno dei quattro
punti passt una sola di esse, e un’altra retta inter-

() Cfr. (Carnot 1806, No. 378).
(1% Cfr. anche (Pappo 1588, VIII, Prop. 13). Per la storia
di questo teorema si veda (Del Centina, Fiocca 2021).

22

ANDREA DEL CENTINA



seca la conica net punti R, y, e le quattro rette nei
punti x, y, 4, 6, rispettivamente, allora:

ZR xyR R x xR

Zy X yy Oy X xy
Infine, la quinta proposizione riguarda una proprie-
ta delle coniche a centro gia presente in (Desargues
1639), sulla quale per brevita non ci soffermiamo.

Pascal termina I'E'ssay affermando che dalle pro-

posizioni esposte egli puod dedurre anche altri risulta-
ti, probabilmente alludendo a questioni non comprese
nei primi quattro libri delle Coniche. A questo riguar-
do pensiamo che egli avesse in mente la costruzione
della conica per 5 punti, problema affrontato anche in
(Mydorge 1639) mediante il teorema delle corde, e pit
in generale la costruzione delle coniche soggette a
passare per n punti ed essere tangenti a 5 — n rette
(n=5,...,0), come Pascal accenna nella sua co-
municazione all’Accademia di Mersenne alla voce
“Tactiones etiam conicae” (v. Sect. 4). (1)

3. — Il teorema dell’esagono, ispirazione e
dimostrazione

Secondo Taton (1962, 209), Pascal fu ispirato dal noto
teorema di Pappo corrispondente al Lemma 13 del
settimo libro del Collezione (Fig. 5¢): Se A, K, B sono
tre punti su una retta e C, F, D sono altri tre punti
su un’altra retta, allora © punti di intersezione, G,
M, K, delle coppie di rette AF e EC, AD e BC, ED e
BF sono allineati. E probabile perd che questo
teorema sia valso pitl come una conferma che come
ispirazione, e che le cose siano andate diversamente.

Certamente influenzato da Desargues, Pascal si
convince che la teoria delle sezioni coniche puo essere
fondata sul fatto che cinque punti (in posizione gene-
rale) determinano un’unica conica e che la condizione
per un sesto punto di appartenere ad essa esprime
una “equazione” che puo essere usata per rappresen-
tare tutte le sezioni coniche indipendentemente dal

(*Y) Pascal scrive: “ubi ex quinque puntis et quinque
rectis datis, quinque quibuslibet, ete....” (Pascal 1779, IV,
409). Si veda a questo proposito (Taton 1955, 13, nota 5), e
(Taton 1962, 231).

(*) Ricordiamo che gli antichi avevano introdotto il
“latus rectum”, o parametro, e ad una “equazione” per
ciaseun tipo di conica.

tipo. (%) Questo & quanto accadeva nel Brouillon
project per mezzo del concetto di “involuzione di sei
punti”, invariante per proiezione centrale, e del rela-
tivo “teorema di involuzione”, che pero si esprimeva
tramite una condizione difficile da applicare. Ma
vediamo un po’ piti in dettaglio cosa Desargues lascio
in “eredita” a Pascal.

Il teorema di Menelao.(*®) Di esso Desargues
fa ampio uso nel Brouillon project attribuendolo a
Claudio Tolomeo, (**) probabilmente perché conosciu-
to tramite I’Almagesto. Questo teorema, che appare
nelle Sferiche di Menelao, afferma che (Fig. 6a): Se
AB, AG sono due segmenti e BE, GD sono altri due
segmenti che si intersecano n F ed intersecano AG
m K e AB in D rispettivamente, allora

GE _GF BD
EA DF BA

Relazioni simili valgono scambiando £ con A e F con
D, 0 A con D, e E con F. Osserviamo inoltre che
reciprocamente I'equazione

AE GF DB
EG FD BA

esprime una condizione affinché tre punti come £, F’
e B siano allineati.

Il metodo di proiezione. Per dimostrare certe
proprieta delle sezioni coniche Desargues le prova
per il cerchio di base del cono e poi le trasporta alle
sezioni medesime per proiezione dal vertice del
cono, mediante semplici considerazioni di geometria
dello spazio. Lo spazio e “ampliato” mediante 1'ado-
zione degli elementi “all’infinito”.

11 teorema det triangoli in prospettiva. Questo
teorema afferma che (Fig. 6¢): Dati in un piano due
triangoli ABC e DEF, se le rette AD, BE e CF st
mcontrano in un medesimo punto O (ossia i due
triangoli sono in prospettiva rispetto ad O), allora 1
prolungamenti dei lati corrispondenti si incontra-
no i tre punti L, M, N che giacciono su una me-
desima retta. Desargues pubblico questo teorema
soltanto nel 1648, (*°) anche se riteniamo che egli lo

=1

(*®) Matematico di Alessandria d’Egitto vissuto tra il 70
e il 140 dopo Cristo.

(**) Matematico e astronomo Alessandrino (100-168).

(%) Cfr. (Bosse 1648).
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(@) (b)

(©

FIGURA 6 — (a) Questo diagramma, che illustra il teorema di Menelao, riproduce una figura da una edizione dell’Almagesto. (b) La
polare di P rispetto alla conica e la retta p congiungente i punti di contatto delle tangenti condotte da P alla conica; la polare ¢ del
punto @ su p passa per P. (c) Illustra il teorema dei due triangoli in prospettiva, i prolungamenti dei lati corrispondenti si intersecano

su una medesima retta.

conoscesse da molto tempo poiché legato ai suoi
studi di prospettiva.

11 teorema di involuzione. Gia ricordato sopra,
inserito da Pascal nell’E'ssay.

La reciprocita polare. Nel Brouillon project De-
sargues aveva introdotto, tramite i concetti di “ordi-
nanza di rette” (fascio di rette di centro proprio o
improprio) e di “trasversale”, 'analogo dei concetti
di “polo” e di “polare” rispetto ad una conica. (*¢) Il
centro del fascio e il polo, la trasversale e la polare (v.
Fig. 6b). Desargues aveva dimostrato che le polari
dei punti di una data retta passano per il polo di
questa, e che i poli delle rette passanti per un dato
punto appartengono tutti alla sua polare (reciprocita
polare). &)

Forte dei risultati di Desargues e avendo in mente
il metodo di proiezione, per esprimere che sei punti
appartengono ad una medesima conica, Pascal cerca
allora una condizione che si possa rappresentare
graficamente a partire dal cerchio. E naturale pensa-
re che studio la disposizione di sei punti su un cerchio,

(*%) Usiamo questi termini piti familiari per comodita,
essi non appartengono al vocabolario di Desargues.

(") Per un dettagliato studio di tutti questi aspetti cfr.
(Anglade, Briend 2017, 2018, 2019, 2020) e (Del Centina
2022Db).

prima come vertici di un esagono regolare (i cui lati
opposti sono sempre paralleli tra loro), poi modifican-
do la posizione dei punti arbitrariamente. Pascal sa
che se un esagono inscritto in un cerchio ha due
coppie di lati opposti paralleli tra loro anche i due
rimanenti sono paralleli tra loro, e lavorando nel piano
ampliato si rende conto che i prolungamenti dei lati
opposti si incontrano in tre punti allineati perché
giacenti sulla retta all'infinito. Osserviamo che Pon-
celet parti da queste considerazioni per provare il
teorema dell’esagono nel suo Traité des propriétés
projective des figures (1822).(*%) Consapevole del
fatto che l'allineamento e una condizione che si con-
serva per proiezione centrale, Pascal considero esa-
goni qualsiasi, anche intrecciati (come suggeriscono
le Fig. 13, 14), e c’e da aspettarsi che verifico speri-
mentalmente I'allineamento dei punti di intersezione
dei lati opposti. Aveva trovato quanto cercava, si
trattava ora di dimostrare che i lati opposti di un
qualsiasi esagono iscritto in un cerchio si intersecano
in tre punti allineati, e per far cio Pascal ricorre al
teorema di Menelao, tanto vantaggiosamente appli-
cato dal suo maestro nel Brouillon project.
Vediamo come egli puo aver ragionato.

(*®) Si veda a questo proposito la Sez. 6.3.
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FI1GURA 7 - (a) Il diagramma mostra un esagono intrecciato AKCFBD i cui lati opposti 1,4; 2,5, e 3,6 si intersecano in punti allineati L,
M, N. (b) Questo diagramma mostra che unendo I sei punti in modo diverso si ottiene un esagono ACBEDF, i cui lati opposti 1,4; 2,5;

3,6 si intersecano ancora in tre punti allineati.

Sia dunque ABCDEF un esagono inscritto in un
cerchio (Fig. 8).

Per il teorema sopra citato applicato al triangolo
LMN tagliato dalle trasversali ABR, FES, CDT,
otteniamo rispettivamente

NA MB LR
—x—x——=1
AM BL RN
NF MS LE
—Xx—x—=1
FM SL EN
MC LD NT
— X —x—=1
CL DN TM

FiGura 8 — Diagramma per la dimostrazione del teorema
dell’esagono nel caso del cerchio.

moltiplicando le quali, e riordinando opportunamen-
te, si ha

MS LR NT
— X —— X —— X
SL RN TM

<NA NF MC MB LD LE )
X X X X X— X —

AM FM CL BL DN EN

D’altra parte, per il teorema delle secanti, abbiamo
anche

NA x NF = ND x NE|
MC x MB = MA x MF,
LD x LE =LC x LB

e quindi in definitiva si ha

MS LR NT

— X —x—=1

SL RN TM
la quale, per il reciproco del teorema di Menelao,
implica che i punti R, S, T sono allineati.

A questo punto Pascal fu in grado di estendere
facilmente il teorema alle coniche mediante il meto-
do di proiezione. Possiamo immaginare che egli
considero un esagono inscritto in una sezione conica
I’ (Fig. 9), proietto dal vertice del cono sul piano di

base i vertici e i lati dell’esagono ottenendo un
esagono ABCDEF inscritto nel cerchio di base, i
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Ficura 9 - 1l diagramma illustra il metodo di proiezione col
quale Pascal estende il teorema dell’esagono dal cerchio ad una
sezione conica. La retta [ e intersezione del piano di sezione o col
piano di base.

cui lati opposti, per quanto visto sopra, si intersecano
in tre punti R, S, T allineati su una retta d. Allora i
punti R', §’, T, intersezione dei lati opposti dell’e-
sagono inscritto in I” sono allineati, poiché appar-
tengono alla retta d’ intersezione del piano di sezio-
ne e del piano per d e il vertice V del cono.

Pascal si rese probabilmente conto che vale anche
il reciproco, ossia: Se 1 lati opposti di un esagono (o
loro prolungamenti) si incontrano in tre pumnti
allineatt, 1 suoti vertici appartengono ad una conica.

Molto probabilmente, per provare cio Pascal
ragiona per assurdo come segue. Supponiamo che i
lati opposti AB e DE, BC e EF, CD e AF, dell'esa-
gono ABCDEYF si incontrino in tre punti allineati L,
M, N, ma che i sei vertici non appartengano ad una
medesima conica, e dunque che F, ad esempio, non
appartenga alla conica y passante per i rimanenti
punti. Allora, il punto F, intersezione di NA con y,
non puo coincidere con F. D’altra parte, F” giace su
ME, poiché ABCDEF' ¢ inscritto in y; dunque F e F”
essendo entrambi su NA e ME devono coincidere;
una contraddizione e quindi ¥’ appartiene alla conica
passante peripunti A, B, C, D, E.

4. — La comunicazione all’Academia
Parigina

Come detto sopra, nel 1654, Pascal indirizzo all’Ac-
cademia un rapporto (Fig. 10) sulle sue ricerche

408 CrreserRrRIMZ MATHESEOS
AR AL -

==

CELEBERRIM_E

MEA ST HEEESEE SO NS
ACADEMIZE PARISIENSL (1)

£ c vobis doctiflimi & celeberrimi viri, aut

dono, aut reddo : veftra enim effe fateor quz
non, nifi ‘inter vos educatus , mea feciffem ; propria
autem agnofco qua aded pracellentibus Geome-
tris indigna video. Vobis enim nonnifi magna
ac egregia demonftrata placent. Paucis vero ge-
nium andax inventionis, paucioribus (ut reor)
genium elegans demonftrationis,, pauciflimisutrum-
que. Silerem iraque, nihil vobis congruum ha-
bens, nifi ea benignitas que me 4 junioribus an-
nis in erudito Lyceo fuftinuit, hzc oblata qua-
liacunque fint, exciperet.

Horum Opufculorum primum, magna ex parte
agit de ambitibus, feu peripheriis numerorum qua-
dratorum, cuborum, quadrato quadratorum & in
quocunque gradu conftitutornm 3 & 1ded de nu-
mericarum poteflaturn ambitibus inferibitur.

(1) On doit entendre par le mot Academie, la fociété
des Savants qui s'affembloient dans ce temps-1a librement
les uns chez les autres, & non pas FAcadémic des Sciences,
qui ne fut fondée qu'en 1666,

Secundum

Ficura 10 — Prima pagina della comunicazione di Pascal
all’Accademia di Parigi, pubblicata nel quarto volume delle
opere (Pascal 1779).

presenti e passate. () In esso, dopo una breve pre-
sentazione dei risultati ottenuti in ambito aritmeti-
co, Pascal elenca, commentandole brevemente, una
serie di ricerche geometriche che afferma aver
completato.

Promotus Apollonius Gallus (Generalizzazione
dell’Apollonio gallico). Pascal spiega che si tratta di
uno studio sui contatti tra cerchi con il quale afferma
di avere ampiamente generalizzato quanto fatto da
Francois Viete (1540-1603) nell’Apollonius Gallus
(1600) circa la determinazione dei cerchi tangenti a
tre cerchi dati; problema posto da Apollonio nella

(*%) Cfr. (Pascal 1779, IV, 408-411). Una traduzione in
francese si trova in (Pascal 1954), e un estratto e pubblicato
in (Taton 1962, 211-212).
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sua perduta opera sui Contatti ricordato nella Col-
lezione di Pappo (1588).

Tactiones spherica (Contatti sferici). Qui Pascal
studia questioni riguardanti il contatto tra sfere
generalizzando opportunamente i risultati sui con-
tatti circolari. A questo proposito Pascal osserva,
senza ulteriori spiegazioni, che i metodi da lui uti-
lizzati si fondano su “una notevole proprieta delle
coniche, utile nella risoluzione di molti altri proble-
mi, la cui dimostrazione sta in meno di mezza pagi-
na”. Pascal si riferisce certamente al teorema del-
I'esagono.

Tactiones etiam conicae (Sui contatti conici). In
esso Pascal affronta il problema della determinazio-
ne delle coniche passanti per » punti e tangenti a
5 —nrette, pern =5,...,0.

Loci solidi (Luoghi solidi, ossia, seguendo la
terminologia greca, riguardante la determinazio-
ne di luoghi geometrici connessi con le coniche).
Pascal afferma che questo trattato conteneva “tut-
ti i casi ed era completo sotto ogni aspetto”.
Probabilmente si trattava del manoscritto fatto
circolare fin dal 1648 tra i membri dell’Accademia,
e ricordato nella lettera di Mersenne a Constatijn
Huygens sopra citata, contenente tra laltro la
soluzione del problema di Pappo delle tre e quattro
rette.

Loci plani (Luoghi piani, ossia, ancora secondo la
terminologia greca, luoghi formati da sole rette e
cerchi), gia soggetto di un trattato di Apollonio
andato perduto, ma il cui contenuto era stato ricor-
dato da Pappo nella sua Collezione. Pascal sempli-
cemente ricorda che a queste questioni si era appli-
cato dominandole “il pit famoso geometra dei nostri
tempi”, certamente riferendosi a Fermat i cui risul-
tati sull’argomento, ancorché pubblicati molti anni
dopo, erano gia noti in Francia e altrove. Possiamo
ritenere che Pascal abbia affrontato qui alcune
questioni rimaste aperte.

Conicorum opus completum (Opera completa
sulle sezioni coniche). Pascal afferma che questo
manoscritto comprendeva i quattro libri delle Co-
niche, ed una gran quantita di altri risultati de-
dotti da una sola proposizione, la quale, precisa,
“ho trovato all’eta di sedici anni e che ho successi-
vamente perfezionato”. Evidentemente il teorema
dell’esagono poi perfezionato nell’esagramma mi-
stico.

Perspectiva methodus (Un metodo di prospetti-
va). Pascal scrive che in esso egli espone un metodo
per il disegno di prospettive che definisce “il piu
breve e il pit1 vantaggioso di quelli gia noti e di quelli
che possono essere inventati, perché da i punti del
disegno mediante il tracciamento di due sole rette”.

5. — Il Conicorum opus completum

Nel 1673, Henry Oldenburg, Segretario della Socie-
ta reale di Londra, fu informato dal matematico
John Collins dell’esistenza del trattato pascaliano.
Desideroso di conoscere i progressi della geometria
in Francia, Oldenburg scrisse a Leibniz, in quel
tempo a Parigi, affinché recuperasse il manoscritto
(Oldenburg 1973, 559). Leibniz si mise immediata-
mente in contatto con gli eredi di Pascal chiedendo
loro di per poter visionare il manoscritto, che gli
pervenne pero solo verso la fine del 1675.

Leibniz lesse il manoscritto, e fece fare una copia
della parte intitolata Generatio conisectionum tan-
gentium et secantium; seu projectio peripheriae,
tangentium, et secantium circuli, in quibuscumaque
oculi, plani ac tabellae positionibus (Generazione
delle sezioni coniche, tangenti e secanti; cioe proie-
zione della periferia, delle tangenti e secanti del
cerchio, in ogni posizione dell’occhio e del piano di
sezione), forse la parte che piu lo interessava. Nel-
I'agosto del 1676, restitul il manoscritto a Florin
Périer, marito della sorella maggiore di Pascal.
Nella lettera di accompagnamento Leibniz scrive
di aver esaminato il manoscritto, ma, che per le sue
molteplici occupazioni, non aveva potuto dedicare ad
esso tutta l'attenzione che avrebbe meritato. Egli
aggiunge, tuttavia, che a suo giudizio il manoscritto
era pronto per essere pubblicato e che si sarebbe
dovuto provvedere al piu presto affinché I'opera non
perdesse “il suo carattere di novita”. Dopodiché,
nella medesima lettera, Leibniz descrive brevemen-
te le sei parti costituenti il manoscritto pascaliano,
indicando anche come queste avrebbero dovuto sus-
seguirsi nel volume a stampa.

5.1 — Generatio conisectionum

Secondo Leibniz il primo capitolo del trattato pa-
scaliano doveva essere il Generatio conisectionum, a
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F1GURA 11 - Prima pagina della copia del Generatio conisectio-

num, G.W. Leibniz Bibliothek — Niederséichsische Landesbi-
bliothek, Hannover.

suo giudizio alla base dell'intera opera (Fig. 11).
Leibniz sottolinea che le figure relative erano inclu-
se in un foglio separato.

Come appare dall’edizione di Gerhardt, questo
primo capitolo e dedicato da Pascal alle definizioni di
superfice conica, o cono, a base circolare, del suo
vertice, delle rette generatrici e delle due falde
contrapposte. A queste definizioni, che ricalcano
sostanzialmente quelle date da Desargues nel
Brouillon project, Pascal fa seguire quattro corollari
che possiamo cosi riassumere: 1) Ogni retta per il
vertice e un altro punto del cono giace sul cono ed e
quindi una retta generatrice; 2) Ogni retta congiun-
gente due punti del cono o € una generatrice, e
quindi passa per il vertice, o non contiene altri punti
del cono; 3) Tre rette generatrici non possono ap-
partenere allo stesso piano; 4) Ogni piano dello
spazio interseca il cono.

Nel successivo scolio Pascal introduce sei tipi di
sezione. Se il piano di sezione passa per il vertice la
sezione puo ridursi a un solo punto, il vertice, oppure
essere una retta se il piano & tangente al cono,
oppure ad una coppia di rette che si intersecano

nel vertice, sezione che Pascal chiama “angolus
rectilineus”. Se il piano di sezione non passa per il
vertice e il piano ad esso parallelo per il vertice non
contiene alcuna generatrice del cono la sezione e
detta Antobola o Ellisse; se contiene una sola gene-
ratrice (nel qual caso e tangente al cono) la sezione e
detta Parabola; se tale piano contiene due genera-
trici la sezione e detta Iperbole. Pascal precisa poi
che due rette nel piano hanno sempre un punto a
comune, che puo essere a distanza finita o no, nel
qual caso le rette sono parallele. Inoltre chiama
mono-secantt le rette che incontrano la sezione
conica in un solo punto, e definisce asintoto di
un’iperbole una retta parallela ad una mono-secante
che interseca la curva solo a distanza infinita.

Pascal fa seguire vari corollari, in uno dei quali
afferma che ogni sezione conica e la proiezione dal
vertice V del cono nel piano di sezione del cerchio di
base C.

Dopodiché Pascal chiama punti senza immagi-
neipunti di C la cui immagine, nella proiezione dal
vertice del cono nel piano di sezione, e a distanza
infinita, e punt: mancanti della sezione conica le
proiezioni dei punti senza immagine. Pascal sotto-
linea che T’ellisse e una linea chiusa che circonda
uno spazio finito; che la parabola, sebbene imma-
gine di un cerchio, € una curva infinitamente estesa
e circonda uno spazio infinito; che anche I'iperbole
é infinitamente estesa e circonda uno spazio infini-
to, e che e composta di due parti, corrispondenti ai
due archi in cui e diviso il cerchio di base dai punti
senza immagine, ciascuna delle quali chiama seni-
1perbole

Successivamente Pascal enuncia tre corollari che
possiamo riassumere nei seguenti tre punti: A) Se I”
e una ellisse, ogni secante s di C, ha per immagine
una secante ¢ of I". B) Se I e una parabola, ogni
secante s di C, ha la sua immagine ¢ nel piano di
sezione T; se s non passa per il punto di C che non ha
immagine ¢ e una secante di I, altrimenti o e
parallela a una generatrice e incontra /" in un solo
punto. C) Se I & una iperbole, ogni secante s di C che
non passa per alcun punto senza immagine, ha per
immagine una retta secante di I'; se s passa per uno
di questi punti, la sua immagine ¢ taglia I'iperbole in
un solo punto (ossia &€ una mono-secante), se s passa
per entrambi, la sua immagine ¢ non e a distanza
finita nel piano della sezione.
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Con altri tre corollari, Pascal esamina come sono
trasformate le tangenti al cerchio di base per proie-
zione dal vertice nel piano di una sezione conica 7
D) Nel caso di una ellisse, ogni tangente ¢ a C ha
immagine in una tangente t di I". E) Nel caso di una
parabola, ogni tangente ¢ a C ha immagine in una
tangente 7 a I', eccetto quando ¢ e tangente a C nel
punto senza immagine. In un suecessivo scolio pre-
cisa “Nel caso della parabola c¢’e una retta, che pur
non apparendo, gioca effettivamente il ruolo di una
tangente, essendo infatti immagine di una tangen-
te”. (2°) Dunque la retta all'infinito del piano di se-
zione su cui giace la parabola e “descritta” da Pascal
come tangente alla curva nel suo punto all’infinito.
F) Nel caso di un’iperbole, ogni tangente ¢ a C ha per
immagine una retta t nel piano di sezione 7, e se il
punto di contatto non e un punto senza immagine t &
tangente a /" in un punto a distanza finita, altrimenti
7 non tocca l'iperbole a distanza finita, ed e parallela
alla generatrice del cono a cui il piano di sezione e
parallelo. Pascal conclude “gli asintoti giocano il
ruolo di tangenti a distanza infinita e come tali
devono essere considerati”. Questa descrizione piac-
que molto a Leibniz, che prese nota (v. Sez. 6.1,
Documento D).

Non c¢’@¢ dubbio che lapproccio per cosi dire
“proiettivo” di Pascal appare chiaramente dalle pa-
gine del Generatio conisectionum.

5.2 — Descrizione di Leibniz delle altre parti

A giudizio di Leibniz la parte da considerarsi secon-
da era quella intitolata De hexagrammo mystico et
conico, nella quale Pascal introduceva il suo esa-
gramma e ne delineava le proprieta.

Leibniz ritiene poi la terza quella intestata “De
quatuor tangentibus, et rectis puncta tactuum jun-
gentibus, unde rectarum harmonice sectarum et
diametrorum proprietates oviuntur”, nella quale si
dimostravano proprieta dei diametri e del centro
delle sezioni coniche.

L’approfondita analisi della minuta della lettera
inviata da Leibniz a Perier condotta da Mesnard e

(*%) “Est ergo in parabola recta deficiens, quae quidem
vice fungitur tangentis, eum tangentis sit apparentia”,
(Gerhardt 1892, 201).

Taton, ha messo in luce che e in questa terza parte
che Pascal studio alcune configurazioni limite quan-
do gli estremi di uno o piu lati dell’esagono inscritto
in una conica divengono infinitamente vicini, e i lati
corrispondenti sono assimilati a rette tangenti alla
conica. Come suggerisce Taton (1962, 244) & molto
probabile che qui Pascal approfondisse le proprieta
delle tangenti e trattasse la relazione “polo-polare”
rispetto ad una conica. Infatti quando due lati oppo-
sti divengono infinitamente piccoli e assimilati a
tangenti, il teorema dell’esagono conduce al seguen-
te (v. Fig. 12): (Teorema del quadrilatero) Le tan-
genti a una sezione conica nei vertici opposti di un
quadrilatero ABCD ad essa inscritto, st incontrano
sulla retta congiungente © punti di intersezione dei
lati opposti. Un enunciato in accordo col titolo della
terza parte “Delle quattro tangenti e rette congiun-
genti i punti di contatto ecc”.

Leibniz individua poi la quarta parte in quella
denominata “De propositionibus segmentorum se-
cantium et tangentium”, dove, come lui scrive, si
trattavano le ordinate rispetto ad un diametro e i
rapporti tra segmenti intercettati da una conica su
una o pit rette. D’accordo con Taton (1962, 246-247)
e qui che Pascal studiava le varie proprieta segmen-
tarie enunciate da Apollonio, e sviluppava la seconda
proposizione dell’E'ssay mettendo in luce il teorema
delle corde, ricordato nella Sez. 2.

La parte intitolata “De tactionibus conicis” e
secondo Leibniz la quinta. Questa, come egli spiega,
era attinente ai contatti di una conica con rette
assegnate, ed é facile dedurre che fosse dove Pascal
determinava le coniche soggette a passare per punti

F1Ggura 12 - 11 diagramma illustra il teorema del quadrilatero,
dal quale si possono dedurre le proprieta della relazione “polo-
polare”. Qui la retta ML e la polare del punto di intersezione
delle due diagonali AC e BD.
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assegnati e/o ad essere tangenti a rette date; pro-
blema la cui soluzione era gia stata annunciata
nell’ E'ssay.

Alla sesta parte, lasciata senza intestazione da
Pascal, Leibniz assegna il titolo “De loco solido”,
precisando che qui veniva trattata una questione gia
affrontata da Descartes e Fermat. Questo riferimen-
to conduce inequivocabilmente al problema delle tre
e quattro rette di Pappo. Leibniz osserva che questa
parte conteneva molte grandi figure a colori, e
definizioni e risultati attinenti I'esagramma mistico.

Riassumendo, Leibniz sosteneva che le prime
cinque parti costituissero il trattato vero e proprio,
mentre la sesta era un compendio contenente i
risultati principali esposti nelle altre parti. Molto
probabilmente quest’ultima costituiva il trattato a
cui Mersenne aveva fatto riferimento nella succitata
lettera a Constantijn Huygens del 1648.

Come abbiamo detto sopra, Leibniz termina la
lettera a Perier confermando che secondo lui il
manoscritto era pronto per la stampa, e che non si
dovesse tardare a procedere affinché il trattato non
perdesse il suo carattere di novita. A questo propo-
sito, dall’edizione critica della minuta della lettera
(Mesnard, Taton 1963), si evince che Leibniz aveva
in mente il Nouwelle méthode en géométrie pour les
sections des surfaces coniques et cylindriques, pub-
blicato tre anni prima da Philippe de La Hire, nel
quale veniva utilizzato il metodo di proiezione.

6. - L’Esagramma mistico

Come abbiamo detto nella Sez. 1, le note lasciate da
Leibniz sono state di grande aiuto per comprendere
il significato e la reale portata di quello che Pascal
stesso chiamo “Exagrammum mysticum”. Qui, in-
terpretando quanto scritto da Leibniz nelle sue note,
spiegheremo la natura dell’esagramma mistico, la
probabile origine dell’aggettivo “mistico”, e cosa e
ragionevole pensare l'esagramma mistico stesso
possa avere suggerito a Pascal.

6.1 — Descrizione e interpretazione delle note di
Leibniz

Le note in latino prese da Leibniz durante la lettura
del manoscritto pascaliano sono state pubblicate

tradotte in francese da Pierre Costabel in (1962).
Esse compaiono su quattro foglietti che Costabel,
indica con le lettere A, B, C, D, notazione che qui
seguiremo perché piti comoda delle originali segna-
ture.

Il documento A e un promemoria su come Leibniz
intendeva organizzare le varie parti del manoscritto
come descritto nella lettera a Périer.

Il documento B, intestato “Conica pascaliana”,
contiene tre distinte note. La prima riguarda la
generazione delle coniche come descritta nel Gene-
ratio conisectionum. Nella seconda si legge:

Ogni metodo di scoperta nella geometria di situa-
zione, e quindi senza calcolo, riposa sulla simultanea
considerazione di vari fatti...cio accade per mezzo di
figure che ne includono diverse altre, attraverso 'uso
dello spazio, o0 per mezzo del movimento e della loro
mutazione. In particolare tra i movimenti e mutazioni
[trasformazioni] la mutazione dell’apparenza o tra-
sformazione ottica [prospettiva] & [qui] applicata in
maniera molto utile.

Questo commento di Leibniz dice che nello svol-
gere il suo trattato, Pascal uso efficacemente la
prospettiva e una sorta di “principio di continuita”
che permette di muovere elementi di una figura e
considerare situazioni limite; un principio che, come
sappiamo, fu poi posto da Jean-Victor Poncelet a
fondamento del Traité des propriétés projective des
figures (1822).

Nello stesso documento viene anche enunciato il
problema delle quattro rette di Pappo, con la preci-
sazione “Pascal riduce facilmente questo problema
al suo esagramma e attraverso questo al cono”.
Torneremo su questo argomento piu avanti.

Il documento C (Fig. 13)., a nostro avviso il piu
importante, e intestato “Hexagrammum pascalia-
num” e datato gennaio 1676. In esso sono tracciate
quattro figure. Le due in alto rappresentano due
esagrammi (v. anche Fig. 14a,b), i cui lati sono nu-
merati da 1 a 6. Dalla nota relativa si evince che
Pascal aveva denominato contigui ilati come 1 e 2, 2
e 3 ecc.; accoppiatiilaticome 1 e 3,2 e 4, ecc.; opposti
ilati come 1e4,2e 5, ecc.

Sotto dell'intestazione si trova scritto “Mysticum
ut vocat idemque semper conicum”, ossia “Mistico
come lui lo chiama, il quale & sempre conico”, dun-
que, come gia osservato, fu Pascal stesso ad attri-
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Ficura 13 - Riproduce il Documento C, Ms. LH. XXXV,
Landesbibliothek, Hannover.

XV, I, Bl. 12r, G.W. Leibniz Bibliothek —

Niederséchsische

@

(o)

F1GURA 14 - Questi diagrammi riproducono le due figure poste nel Documento C. (a) Sono disegnati i prolungamenti dei lati e 1a retta
su cui giacciono i loro punti di intersezione, la direttrice. (b) E qui illustrato il caso in cui due lati sono paralleli, la direttrice e allora

parallela ad essi.
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Fiaura 15 - Questo diagramma rappresenta un esagramma generale. I punti “e” denotano le intersezioni delle rette contigue, i punti

Ko
*

buirgli 'aggettivo “mistico”. Interpretare queste
poche indicazioni lasciate da Leibniz, e la chiave
per comprendere il vero significato dell’ Exagram-
mum mysticum.

Dalla nota di Leibniz sembra di capire che un
esagramma (generale) e costituito da sei rette in un
piano, (*') numerate da 1 a 6, e dai quindici punti di
intersezione, che qui conveniamo di denotare 7j,
1 <1 < j <6, intendendo con 4 il punto di interse-
zione delle due rette numerate 7 e j. Come si evince
dalla Fig. 14b, un punto 7 puo essere all'infinito.
Osserviamo poi che i quindici punti di intersezione
possono essere raggruppati in modo naturale come
segue (v. Fig. 15): i sei corrispondenti all'intersezio-
ne di rette contigue 12, 23, 34, 45, 56, 16; i sei
intersezione di rette accoppiate 13, 24, 35, 46, 15,
26, vertici dei triangolii cui lati sono le rette 1, 3, 5, e
2, 4, 6; 1 tre corrispondenti alle intersezioni delle
rette opposte, ossia 14, 25, 36, i quali, in generale,
non appartengono a una stessa retta.

(*") Si ritiene poste in posizione generale, cioé tali che mai
tre di esse si intersecano in uno stesso punto.

le intersezioni delle rette accoppiate, i punti “o” denotano le intersezioni delle rette opposte.

Dalla frase sotto I'intestazione, avendo presente
il Lemma 1 dell’E'ssay, si evince che i punti 14, 25, 36
sono allineati se i sei punti 12, 23, 34, 45, 56, 16
giacciono su una medesima conica (v. Fig. 16), nel
qual caso 'esagramma e detto mistico. Pascal, per
ragioni che vedremo piu avanti, & consapevole che
vale anche il reciproco, (*?) e dunque in definitiva che
vale il seguente teorema: (K.sagramma mistico) I set
punti 12, 23, 34, 45, 56, 16 giacciono su una mede-
sima conica se e solo se 1 punti 14, 25, 36 sono
allineati. () In questo caso Pascal chiama direttrice
la retta su cui giacciono punti intersezione delle rette
opposte.

(*?) Questo teorema & oggi noto come teorema di Brai-
kenridge e Maclaurin, v. anche Sez. 7.1.

(*®) Una immediata dimostrazione di questo fatto segue
dal teorema di Cayley-Bacharach, v. (Eisenbud, Green,
Harris 1996); infatti, le due triple di rette 1, 3,5 e 2, 4, 6
formano due curve cubiche che si intersecano in nove punti e
per detto teorema ogni altra cubica passante per otto
qualunque di questi necessariamente passa anche per il
nono. Dunque, se sei punti sono su una conica (anche
degenere) gli altri tre devono giacere su una medesima
retta, e viceversa.
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I1 Documento D, intestato “A Pascalio” e datato
aprile 1676. Esso contiene una nota, accompagnata
da un disegno, relativa alla generazione dei due rami
dell’iperbole come proiezione dal vertice del cono sul
piano di sezione dei due archi di cerchio i cui estremi
sono i punti senza immagine. Compaiono anche altri
disegni senza note illustrative e non interpretabili.

6.2 — L’esagramma mistico e il teorema di
Desargues sut triangoli

In un esagramma, per come pensiamo lo intendesse
Pascal, si riscontrano due strutture sottogiacenti:
una associata ai punti 12, 23, 34, 45, 56, 16, e I'altra
alle due triple di punti 13, 15, 35 e 24, 26, 46. E evi-
dente che le sei rette che uniscono in punti consecu-
tivi 12, 23, 34 ecc., o i sei lati (infinitamente prolun-

gati) dei due triangoli di vertici 13, 15, 35 e 24, 26, 46,
costituiscono il medesimo sistema di rette nel piano.
Conveniamo di chiamare la prima Configurazione di
Pascal e la seconda Configurazione di Desargues.
Nel caso di un esagramma mistico, cioe quando i
punti 14, 25, 36 sono allineati, i prolungamenti dei
lati dei due triangoli {13, 15, 35} e {24, 26, 46}
risultano associati in modo tale che i loro prolunga-
menti si intersecano in tre punti allineati 14, 25, 36.
Dunque, per il reciproco del teorema di Desargues
sui triangoli, le rette che congiungono i vertici
corrispondenti dei due triangoli concorrono in un
medesimo punto % (v. Fig. 16), ossia i due triangoli
sono in prospettiva rispetto a k. Viceversa, partendo
da una configurazione di Desargues, ossia da due
triangoli in prospettiva, i prolungamenti dei lati
opposti dell’esalatero nella configurazione di Pascal

23

{15

14 25

36

F1aura 16 — Illustra un esagramma mistico. Sono disegnate la direttrice, e la conica (iperbole) per i sei punti 12, 23, 34, 45, 56, 16. Sono
inoltre evidenziati i due triangoli di vertici 13, 15, 35, e 46, 24, 26, che risultano in prospettiva rispetto al punto 4.
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Ficura 17 - (a) Un’'immagine ispiratrice. (b) Diagramma per il teorema (PT).

associata si intersecano in tre punti allineati, e di
conseguenza i punti 12, 23, 34, 45, 56, 16 stanno su
una medesima conica.

Pensiamo dunque che Pascal fosse consapevole
del fatto che il teorema di Desargues sui triangoli in
prospettiva e il teorema dell’esagono si implicano a
vicenda; questo completa il significato da dare all’e-
sagramma mistico.

6.3 — Perché “mistico”

Secondo Gerhardt (1892, 195) questo aggettivo era
un’allusione al “pentagramma mistico”, o stella a
cinque punte, della Kabala, ma Taton (1962, 241)
non si dichiaro d’accordo con questa spiegazione. Ci
avventuriamo allora in un’altra interpretazione.

La completa comprensione, e forse come abbiamo
suggerito sopra la “divinazione” del teorema dell’e-
sagono e quindi dell’esagramma mistico, richiede la
conoscenza degli elementi all'infinito e delle loro
proprieta, cioé la consapevolezza dell’esistenza di
un “piano proiettivo”.

A questo riguardo e utile vedere come Poncelet
prova il teorema dell’esagono nel suo famoso 7Traité
sur le propriétés projective de figures (1822, No.
201). Preso un qualsiasi esagono ABCDEF inscritto
in una conica e denotati rispettivamente L, K, I i

punti di intersezione delle coppie di lati opposti
{AB, DE'}, {BC, EF'}, {CD, AF'}, applicando il suo
“4” principio di proiezione” Poncelet proietta cen-
tralmente la figura su un nuovo piano in modo da
trasformare la conica in un cerchio e la retta LK
nella retta allinfinito del nuovo piano. In questo
modo I'esagono inscritto nella conica e trasformato
in un esagono iscritto nel cerchio avente due coppie
di lati opposti paralleli tra loro, cosi che anche i lati
della terza coppia risultano paralleli tra loro. Questa
“costruzione”, peraltro gia utilizzata in (Brianchon
1810), crediamo fosse nota a Pascal.

Osserviamo inoltre che prolungando i lati di un
esagono regolare si ottiene una “Stella di David”, o
stella a sei punte (Fig. 17a), e questa € per mol-
ti versi un'immagine ispiratrice per chi ha occhio
proiettivo.

Guardando questa figura vediamo che i prolun-
gamenti dei lati opposti si incontrano sulla retta
all'infinito, che i due triangoli con cui la figura e
formata risultano in prospettiva rispetto al centro
del cerchio in cui e inscritto 'esagono, che per il
centro passano le congiungenti dei vertici opposti
dell’esagono, e che questo e circoscritto ad un altro
cerchio concentrico col primo ed i punti di contatto
coincidono con i punti di intersezione dei lati e le
rette congiungenti i vertici accoppiati (nel senso di
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F1GURA 18— (a) L’esagono abcdef é circoscritto ad un cerchio nei vertici dell’esagono inscritto ABCDEF i cui lati opposti sono paralleli
tra loro. Allora le congiungenti i vertici opposti sono diametri. (b) Illustra la dimostrazione del teorema duale del teorema

dell’esagono, ossia il teorema di Brianchon.

Pascal) dell’esagono stesso. Tutto questo puo essere
ripetuto infinite volte.

Fu questa figura la ragione per cui Pascal chiamo
“mistico” il suo esagramma? Non possiamo dirlo, e
dopotutto chiarire questo fatto non e cosi importan-
te. Quel che importa e cio che l'osservazione di
questa figura pensiamo abbia suggerito a Pascal.

Precisamente (v. Fig. 17b): (PT) Sia ABCDEF
un qualunque esagono inscritto in un cerchio, st
prolunghino ilati AB, CD, EF e chiamiamo L, M, N
1 loro punti di intersezione; lo stesso st faccia per
BC, DE, FA, e chiamiamo P, Q, R i loro punti di
tersezione. Allora le vette LG, MR, NP si interse-
cano in un medesimo punto O.

Osserviamo che per il teorema di Ceva, (**) se H, I,
K, sono i punti dove LQ, MR, NP intersecano rispet-
tivamente RP, PQ, QR, per mostrare che L@, MR,
NP concorrono in un punto e sufficiente provare che

KQ HR IP
— x—x—=1
KR HP 1Q

(*") Questo teorema, sebbene pubblicato da Giovanni
Ceva in De linets rectis (Ceva 1678), era noto fino dal
P'undicesimo secolo. Esso puo essere dimostrato in vari modi,
per esempio ricorrendo al teorema di Menelao (Irving 1902).

Ricordando la quarta parte del trattato pascaliano
“De propositionibus segmentorum secantium et
tangentium” nella quale Pascal dimostrava varie
proprieta segmentarie, e come egli sapesse magi-
stralmente applicare il teorema di Menelao, ritenia-
mo che quanto sopra non fosse certo fuori della
portata di Pascal.

E plausibile che Pascal abbia poi esteso questo
teorema a una qualunque conica applicando il meto-
do di proiezione come visto nella Sez. 3.

6.4 — Dall’esagono inscritto all’esagono circoscritto,
un’idea di “dualita”

Si consideri un esagono ABCDEF inscritto in una
conica e I'esagono abcdef circoscritto alla medesima
conica nei vertici del precedente. Come abbiamo
detto sopra, proiettando simultaneamente la conica
e la retta su cui si intersecano i lati opposti dell’esa-
gono inseritto, in un cerchio e la retta all'infinito,
otteniamo un esagono inscritto nel cerchio, che
denoteremo ancora ABCDEF, i cui lati opposti
risultano paralleli tra loro, e un esagono circoscritto
abcedef (Fig. 18a). Le tre diagonali ad, be, c¢f si in-
contrano nel centro O del cerchio. Infatti, le polari di
a e d sono rispettivamente AF e CD, e ad ¢ la polare
del loro punto di intersezione (all'infinito) dunque un
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diametro. (*) Da cid segue che nella figura di par-
tenza le congiungenti i vertici opposti dell’esagono
circoscritto si intersecano in un medesimo punto.

E possibile che questo tipo di considerazioni
abbia suggerito a Pascal I'idea di “scambiare rette
e punti e viceversa”, cioe un’idea di “dualita” legato
anche alla reciprocita polare ereditata da Desar-
gues. Invece di considerare sei rette, tre delle quali
mai passano per uno stesso punto, prendere sei
punti 1, 2, 3, 4, 5, 6, tre qualunque dei quali non sono
mai allineati, e congiungerli due a due, distinguen-
doli analogamente al caso delle rette in contigui,
accoppiati, e opposti. Si ottengono quindici rette, le
sei congiungenti i punti contigui, le tre congiungenti
1 punti opposti, e le sei congiungenti i punti accop-
piati. Poiché in generale le tre rette congiungenti i
punti opposti non passano per uno stesso punto,
Pascal puo essersi domandato cosa accade se queste
ultime sono concorrenti, e in particolare se la conica
dell’esagramma mistico trovi una corrispondente in
questa configurazione di rette.

Pascal aveva studiato le proprieta di un quadri-
latero circoscritto ad una conica, qui ricordate nella
Sez. 5.2, e, sapeva per quanto appreso dal Brouillon
project, che per la reciprocita polare la polare p di un
punto P appartenente ad una retta q passa necessa-
riamente per il polo Q di q.

Sia ABCDEF un esagono circoscritto a una coni-
canei puntia, b, c, d, e, f, 'esagono abcdef € inscritto
alla conica e dunque i suoi lati opposti si incontrano
in tre punti allineati L, M, N (Fig. 18b). Poiché il polo
di ab & A e il polo di de & D, il polo di AD e L;
analogamente i poli di BE' e CF sono rispettivamente
M and N. Dunque il polo O della retta LMN appar-
tiene alle tre rette AD, BE e CF.

Possiamo allora affermare che: Le rette che con-
giungono i vertici opposti di un esagono circoscritto
ad una conica passano per uno stesso punto. Questo
teorema € oggi noto come teorema di Brianchon
(1810, Art. XV).

Riteniamo molto probabile che Pascal conoscesse
questo risultato, un forte indizio deriva dall’annun-
ciata soluzione del problema della determinazione
della conica tangente a cinque rette assegnate, e da

(*®) Questo fatto & anche suscettibile di una dimostrazio-
ne elementare.

F1GuraA 19 - Illustra la costruzione della conica per cinque punti
per mezzo del teorema dell’esagono.

come Brianchon ottenne il medesimo risultato ed il
teorema che porta il suo nome in (1810). (%5)

7. — Due applicazioni del’Esagramma
mistico

Come abbiamo gia detto, Pascal applico il suo esa-
gramma per risolvere due importanti problemi: la
determinazione delle coniche soggette a passare per
5 —n punti e tangenti a n rette date in posizione
(0 <m <5), e il problema di Pappo delle tre e
quattro rette. Vediamo brevemente come Pascal
abbia potuto risolvere questi problemi.

7.1 — Costruzione delle coniche soggette a cinque
condiziont

I metodi utilizzati da Brianchon per risolvere questi
problemi inducono a pensare che Pascal abbia se-
guito strade del tutto simili. (%)

La conica per cinque punti. Datiipunti A, B, C,
D, E, tre dei quali mai allineati (Fig. 19), si tracciano
lerette AB, BC,CD, DE, e dal punto M, intersezione
di AB e DE, si traccia una retta g che interseca CD e
BC rispettivamente in L e N, poi si tracciano le rette
LA e NE. Per il teorema dell’esagono il punto F,

(*%) A questo proposito, e per maggiori dettagli, si veda
(Del Centina 2022a).
(*") Idem.
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F16UrA 20 - (a) Diagramma per la costruzione della conica per tre punti e tangente ad una retta in un punto assegnato. (b) Illustra il
caso delle coniche per quattro punti e tangenti ad una retta assegnati.

intersezione di LA e NE, appartiene all'unica conica
per i punti dati. Se si fa ruotare g attorno a M, il
punto F' descrive la conica cercata.

William Braikenridge (1700-1762) e Colin Ma-
claurin (1698-1746) ottennero separatamente questa
costruzione, (*) e per questo motivo & oggi nota
come teorema di Braikenridge e Maclaurin. Vale
ricordare che Maclaurin e Robert Simson (1687-
1768) provarono entrambi il teorema dell’esagono;
il primo in (Simson 1735), il secondo nel postumo
trattato di algebra (Maclaurin 1748) dove, similmen-
te a Pascal, provo il teorema prima per il cerchio e
poi lo estese alle coniche mediante il metodo di
proiezione.

Coniche per quattro punti e tangenti ad una retta.
Siano K, C, @, B i quattro punti (tre dei quali mai
allineati) e supponiamo che B appartenga alla retta,
cioé che la conica sia tangente alla retta in un punto
assegnato. Per risolvere il problema Pascal sicura-
mente considero la tangenza in B come il passaggio
per due punti infinitamente vicini, ed applico il
teorema dell’esagono facendo degenerare un lato
nella tangente in B. In questo caso (v. Fig. 20a) si

(%% Cfr. (Braikenridge 1733) e (Maclaurin 1720, 1735).

prolunga CQ finché non interseca la retta data in A,
poi si unisce K con @, e da A si traccia la retta AN la
quale intersechera K@ in S e BK in N. Ora, le rette
BS e CN si intersecano in un punto O necessaria-
mente appartenente alla conica cercata. Ruotando la
retta AN attorno ad A, il punto O descrive la conica
cercata.

Se il quarto punto B non e sulla retta, per
risolvere il problema non puo essere usato utilizzan-
do direttamente il teorema dell’esagono; in questo
caso e possibile che Pascal abbia fatto ricorso al
teorema di involuzione di Desargues. Se A, B, C, D
sono i punti assegnati (Fig. 20b), si prolungano le
rette AB, BC, CD e DA, fino ad intersecare la retta
assegnata ¢ rispettivamente nei punti ¥, F, G e H; il
punto X dove una conica per A, B, C, D e tangente at,
e in involuzione con le due coppie di punti £, G e H,
F, quindi per la quarta proposizione dell’E'ssay si
deve avere:

(6x)" s o
EX HE EF
Si hanno quindi due soluzioni al problema.
Si puo immaginare che nel caso di tre punti e due

rette, o di un punto e quattro rette, Pascal abbia
seguito un’analoga strada.
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(b)

FIGURA 21 — (a) Illustra la costruzione della conica tangente a cinque rette date. (b) Questo diagramma riproduce la figura nel
Documento B, attinente il problema delle quattro rette, eseguita da Leibniz.

La conica tangente a cinque rette date. E chiaro
che e sufficiente determinate i punti di tangenza, e in
questo caso e sicuro che Pascal ricorse al teorema
dell’esagono circoscritto. Siano dunque a, b, ¢, d, e le
rette date (Fig. 21a), per determinare il punto H di
tangenza con a é sufficiente determinare il punto di
intersezione T'tra AD e BE, laretta CT intersechera
a nel punto cercato. Gli altri punti di tangenza si
determinano in modo analogo.

7.2 — Il problema delle quattro rette

In una nota del Documento B, Leibniz riporta
quanto segue: “Siano date in posizione 4 rette AB,
CD, EF, GH, e da un punto L si conducano le rette
LB, LD, LF, LH formanti angoli assegnati con le
precedenti e tali che i rettangoli costruiti su LB, LD
e su LF, LH siano in rapporto fissato. Determinare
il punto L o il suo luogo che & una conica” (v. Fig.
21b). Cio significa determinare il luogo dei punti L
tali che

(4) LB x LD = kLF x LH,

dove k e una costante assegnata. E evidente che il
luogo cercato passa cheipuntidiintersezione diAB
con EF, di AB con GH, di CD con EF, e di CD con

GH; conviene denotare questi punti rispettiva-
mente V, X, Y, Z.

Nelle sue note Leibniz non da indicazioni sulla
strategia seguita da Pascal per risolvere il problema
se non le seguenti parole “Pascal facilmente riporta [la
questione] al suo esagramma e attraverso di esso al
cono”. Questa frase suggerisce che Pascal uso il teo-
rema dell’esagono, ma cosa Leibniz intendesse col
riferimento al cono non e affatto chiaro, poiché la
proiezione centrale non conserva il parallelismo. Al-
lora per immaginare quale possa essere stata la strada
seguita da Pascal possiamo dare uno sguardo a quella
intrapresa da Newton nei Principia (1687, 11, Sez. 5)
dove, come noto, forni una soluzione del problema.

Come detto sopra il luogo cercato passaper V, X,
Y, Z. Se I' e una qualunque conica per questi punti,
le quattro rette date costituiscono un quadrilate-
ro inscritto in 7. Newton, applicando piu volte il
teorema delle corde, prova (Lemma 17) che per
ogni punto L di questa conica vale la (4). Pascal puo
aver fatto la stessa cosa, applicando la seconda
proposizione dell’E'ssay, che, come abbiamo visto,
implica il teorema delle corde. Per inciso ricordia-
mo che Apollonio nelle Coniche aveva indicato il
teorema delle corde (cioe le sue Proposizioni 16-23
del terzo libro) come la chiave per risolvere il
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FIGURA 22 - Questo diagramma illustra il Lemma 19 di Newton.

problema. *”) Ricordiamo che questo teorema e
una conseguenza immediata della Proposizione 2
nell’ Essay pour les coniques, come si e visto nella
Sez. 2.

Successivamente Newton suppone di conoscere
oltre ai punti V, X, Y, Z un altro punto p apparte-
nente al luogo, e considera la conica y passante per
questi cinque punti. Egli dimostra, procedendo per
assurdo e utilizzando il risultato precedente (Lem-
ma 17), che ogni altro punto L soddisfacente la (4)
appartiene a I" (Lemma 18). E probabile che Pascal
abbia seguito la stessa strada.

Col passo successivo Newton determina un punto
come p (Lemma 19) ragionando come segue. Poiché
per il risultato precedente il luogo descritto da un
punto L soggetto alla condizione (4) € una conica
circoscritta al quadrilatero VXYZ, ogni retta per V,
come VIK (v. Fig. 22), che interseca CG e FG deve
intersecare la conica in un punto L. Poiché gli angoli
della figura sono assegnati, i rapporti LB/LV e LV/
LF sono noti, cosi anche il rapporto LB/LF lo é.

Allora dalla (4) segue che LD/LH e noto. Analo-
gamente anche i rapporti LI/LD e LH/LK sono noti.
Dunque LI/LK e noto, e da qui la posizione di L su
AIK puo essere determinata. Cio conclude la dimo-
strazione del teorema di Pappo delle quattro rette.
Si veda anche (Milne 1927).

Anche se non e certo, tuttavia molto probabile,
che Pascal abbia seguito questa strada quel che
possiamo affermare con sicurezza e che egli seppe

(*%) Si veda quanto scrive Apollonio presentando la sua
opera a Eudemo (Apollonio 1566).

collegare la soluzione del problema delle quattro
rette al suo teorema principale, e che questo pro-
blema, che era servito a Descartes per dimostrare la
superiorita dei suoi metodi algebrici, risulto comple-
tamente accessibile ai metodi geometrici. Una sor-
prendente dimostrazione della fertilita e della po-
tenza delle scoperte di Pascal, che giustifica appieno
le parole espresse da Mersenne nella lettera a
Constantijn Huygens.

8. — Conclusione

Il manoscritto del Conicorum opus completum, o
almeno quella sesta parte intitolata De loco solido,
circolo tra gli amici di Pascal. Pierre de Carcavi
matematico e buon amico di Pascal, fu tra quelli che
poterono darci uno sguardo. In una lettera a Chri-
stiaan Huygens del 1656, lodando il contenuto del
trattato, Carcavi afferma che Pascal “ha dato gli
asintoti dell’ellisse”. Dalla spiegazione allegata si
evince che Pascal aveva definito la conica supple-
mentare di una conica data, che nel caso di un’el-
lisse e una iperbole e i cui asintoti furono interpre-
tati da Carcavi come asintoti dell’ellisse. *°) Questo
é un argomento importante del trattato di Pascal
che sembra sia sfuggito a Leibniz, ma che riappa-
rira nel trattato di Poncelet (1822) nell’ambito della
definizione di corda tdeale di una conica, cioe la
“corda” che una retta non realmente intersecante
la conica taglia su essa; un concetto mediante il
quale Poncelet poté lavorare con gli elementi
immaginari, ed in particolare di scoprire i punti
ciclici, ma anche legato al 4° principio di proiezione
ricordato sopra.

Come lui stesso ammette nella lettera a Périer,
Leibniz non poté dedicare al manoscritto pascaliano
tutta I'attenzione che meritava. A parte lo spiccato
interesse che manifesto per la prima parte riguar-
dante la generazione delle coniche, che copio o fece
copiare per intero, le sue note sembrano frettolose e
c’e da chiedersi se avesse afferrato appieno tutte le
novita contenute nel trattato di Pascal. Non c¢’e
dubbio infatti che Pascal anticipo vari argomenti e
concetti che Poncelet tratto circa due secoli dopo nel

(*%) Per maggiori dettagli si veda (Del Centina 2020).
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suo celebre trattato, che segno la nascita della
geometria proiettiva.

Leibniz ritorno sull’argomento della pubblicazio-
ne del Conicorum opus completum in due lettere
indirizzate allo studioso Gilles Filleau des Billets, nel
1692 e nel 1696. In entrambe Leibniz, reiterando il
giudizio positivo sul trattato, si lamentava del fatto
che ancora non fosse stato pubblicato perché “le idee
di Pascal, gia diffuse in giro, finiranno per essere
pubblicate da altri”. A questo proposito ¢’e da dire
che E. Walter Tschirnhaus, che aveva letto il mano-
scritto pascaliano insieme a Leibniz, invio ad Olden-
burg una dettagliata relazione (Gerhardt 1892, 195),
e sarebbe interessante accertare se qualche mate-
matico inglese beneficio di questo. Come abbiamo
visto, fu nel mondo anglosassone prima che da ogni
altra parte il teorema dell’esagono ricomparve.

Anche se il teorema dell’esagono ritorno defini-
tivamente alla luce nei primi anni dell’Ottocento,
ancora Poncelet e Michel Chasles non avevano un’i-
dea precisa del contenuto del trattato di Pascal. Per
esempio Poncelet, ricordando nell'introduzione sto-
rica del suo trattato che Maclaurin, Braikenridge, e
Simson, avevano dato solo una risposta per n =5,
attribul a Brianchon (1810) la determinazione delle
coniche soggette a passare per » punti e tangenti a
5—mn rette, per n=>5,...,0, aggiungendo pero,
probabilmente indotto dai metodi usati in (Brian-
chon 1810), che Pascal forse aveva risolto il problema
nella sua completezza (Poncelet 1822, xxviii).

Chasles (1837, 69-75) riconobbe appieno I'impor-
tanza del teorema dell’esagono, ed espresse la cer-
tezza, che con esso, “che esprime la condizione
perché sei punti appartengano ad una conica”, Pa-
scal fosse stato capace di dedurre una grande quan-
tita di teoremi riguardanti le sezioni coniche delle
quali gli serittori antichi non offrivano esempi. Os-
serviamo ancora che Chasles mostro I'equivalenza
tra il suo teorema sull'invarianza proiettiva del
birapporto, e i teoremi di Desargues e di Pascal, e
accenno a come essi possono essere usati per risol-
vere il problema di Pappo delle quattro rette (Cha-
sles 1837, Nota XV).

Come noto l'opera innovativa di Desargues, an-
che per l'oggettiva difficolta di lettura, non fu ap-
prezzata dai contemporanei, eccetto Pascal, ed essa
furicordata piu per le aspre critiche J. de Beaugrand
che per il suo contenuto. La Hire, nel suo Sectiones

conicae, che vide la luce nel 1685, utilizzo ampia-
mente il metodo di proiezione ma si limito ad impie-
gare le proprieta della divisione armonica, poco
adatte per uno sviluppo in senso “proiettivo” della
teoria, e sembro piu attento a perfezionare e ordi-
nare i teoremi di Apollonio che a scoprirne di nuovi.
Anche i contributi di Newton sulle coniche, ancorché
importantissimi, rimasero vincolati ad una visione
classica; cosi ci sembra fu anche per i suoi seguaci,
Simson, Maclaurin e Braikenridge; i quali, come
Newton, non fecero pieno uso del metodo di proie-
zione e non compresero la vasta portata del teorema
dell’esagono che essi riscoprirono. Le nuove idee e i
metodi cosi efficacemente impiegati da Pascal (in-
tendiamo il metodo di proiezione, la teoria delle
trasversali, il teorema dell’esagono, i teoremi di
Desargues, e il “principio di continuita”), si riaffac-
ciarono definitivamente sulla scena geometrica sol-
tanto all’inizio de diciannovesimo secolo con Carnot,
Servois e soprattutto Brianchon.

Siamo convinti che se il Conicorum opus com-
pletum fosse stato pubblicato durante la vita di
Pascal, o almeno poco dopo il 1676 come si augurava
Leibniz, cio avrebbe cambiato il corso della geome-
tria proiettiva probabilmente anticipando di circa
due secoli la sua nascita.
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