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Teorema di Pick e Serie di Farey
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Sommario: Le successioni di Farey sono sequenze di frazioni crescenti nell’intervallo [0;1] con © denominator:
minori o uguali a un valore fissato, mentre il teorema di Pick fornisce una formula per calcolare Uarea di poligoni
qualsiast costruiti su un reticolo in cui le coordinate sono numert interi. Sembrerebbero argomenti distanti, ma
imwece esiste una stretta relazione tra di essi. In particolare la proprieta fondamentale delle serie di Farey st puo
ricavare dal teorema di Pick, mentre — avendo dimostrato tale proprieta per altra strada — essa puo essere usata per
una dimostrazione del teorema di Pick. In questo articolo analizzeremo in dettaglio questa interessante relazione.

Abstract: Farey sequences are sequences of fractions in increasing order in the interval [0;1] whose
denominators are less than or equal to a given value. Pick’s theorem provides a formula for the calculation of
the area of polygonal regions on a lattice with integer coordinates. Although they seem to be quite unrelated topics
there is a deep relationship between them. In particular, the fundamental property of Farey sequences can be
wmferred from Pick’s theorem. Conversely, the same property can be used as a starting point of a proof of Pick’s
theorem. This paper concerns the analysis of such an interesting relationship.

1. — Introduzione

Il problema a cui si applica il teorema di Pick e il
calcolo dell’area di poligoni tali che i loro vertici si
trovino sugli incroci di un reticolo regolare. Come
esempio, prendiamo in considerazione un piano car-
tesiano e in esso il poligono mostrato in figura 1,1 cui
vertici hanno coordinate intere. Tale poligono avra
un certo numero di punti a coordinate intere interni
(nella figura evidenziati in rosso) e sul bordo (nella
figura evidenziati in blu). Del poligono, inoltre, &
facile calcolare I'area, anche se la sua forma é irre-
golare. Basta infatti inscriverlo (come in figura 2) in
un rettangolo coi lati paralleli agli assi e poi sottrarre
opportunamente i triangoli in eccesso. Ci domandia-
mo se esista una relazione tra queste due quantita,
cioé il numero di punti interni e sul bordo e I'area del
poligono. Nel nostro esempio ci sono 11 punti interni e
4 sul bordo, mentre l'area si ottiene togliendo 4
triangoli dal rettangolo 7 x 5: il primo di base 7 e
altezza 2, il secondo di base 5 e altezza 2, il terzo di
base 7 e altezza 1, il quarto di base 5 e altezza 3. Ora,
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FIGURA 1.

se giochiamo un po’ con i numeri di questo esempio,
troviamo che la somma del doppio dei punti interni
con quelli del bordo diminuita di 2 vale 24, che e il
doppio dell’area del quadrilatero. Questo non e un
caso. La semplice relazione trovata ha una validita
assolutamente generale, stabilita dal teorema di Pick.
Malgrado questo sia un risultato di carattere emi-
nentemente geometrico, il teorema di Pick ha molto
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piu a che fare con la teoria dei numeri di quanto
solitamente viene evidenziato nei lavori (non solo di
carattere didattico) ad esso dedicati [1]. D’altra
parte, lo stesso Pick aveva in animo di proporre
una via geometrica alla teoria dei numeri, come si
puo desumere dal titolo del suo articolo originale [2]
del 1899.

Molte delle dimostrazioni che si possono trovare
in letteratura [3, 4, 5, 6] del teorema seguono lo
schema originale proposto da Pick: si individua una
quantita ottenuta a partire dal numero dei punti
interni e dei punti sul perimetro che risulta essere
additiva quando si compone un poligono pit grande a
partire da due poligoni adiacenti. Tale quantita
risulta essere uguale allarea del poligono per i
triangoli o altri poligoni di base, e dunque si procede
induttivamente, per esempio sul numero dei lati del
poligono. In particolare, 'area di un triangolo pri-
mitivo (cioe un triangolo che non ha punti a coordi-
nate intere interni né sul perimetro, a parte i vertici)
ha sempre lo stesso valore indipendentemente dalla
forma del triangolo stesso.

E a questo punto che entra in gioco la teoria dei
numeri. Vi e infatti un legame semplice e diretto con
le serie di Farey. Queste sono successioni di frazioni
proprie, in ordine crescente, ridotte ai minimi termini
e con i denominatori minori o uguali a un valore fissato

ad esempio, la serie di Farey di ordine 4 é:

[\

I

S —

|

11231 .
3050 30 1 I)' Il legame risiede nel fatto

che un triangolo con i vertici nell’origine e in due
punti le cui coordinate x e y siano rispettivamente
denominatore e numeratore di due frazioni adiacenti
in una serie di Farey (che chiameremo triangolo di
Farey) e un triangolo primitivo. Quindi, il fatto che
larea di tali triangoli (esprimibile in termini dei
numeratori e denominatori delle due frazioni) sia
costante si traduce in una proprieta — di fatto la
proprieta fondamentale — delle serie di Farey.

Tuttavia le proprieta delle serie di Farey possono
essere dimostrate anche per via strettamente arit-
metica, senza fare riferimento al teorema di Pick.
Anzi, la sopra citata proprieta delle serie di Farey,
permette di sviluppare una dimostrazione alternati-
va del teorema di Pick. Sembra dunque che sussista
una stretta relazione tra il teorema di Pick e le
proprieta delle serie di Farey.

Vi sono pero alcuni aspetti un po’ delicati nella
dimostrazione di questa relazione. In particolare,
mentre il teorema di Pick garantisce senz’altro che
valgano le proprieta delle serie di Farey (dato che si
stabilisce facilmente che ogni triangolo di Farey & un
triangolo primitivo, come mostreremo pit avanti), il
percorso inverso richiede che ogni triangolo primi-
tivo sia anche un triangolo di Farey, cosa che viene
spesso data per scontata ma che non lo e. Scopo del
presente lavoro e proprio quello di approfondire la
relazione tra il teorema di Pick e le serie di Farey.

Nelle pagine che seguono non si assumera che il
lettore sia particolarmente esperto di questi argo-
menti, per cui si procedera dapprima ad illustrare il
teorema di Pick e le serie di Farey. Successivamente
si mostrera come dal primo si possono desumere le
proprieta delle seconde, e viceversa. Una particolare
attenzione verra infine prestata alla dimostrazione
del fatto che qualsiasi triangolo primitivo e un
triangolo di Farey.

2. — Il teorema di Pick

Seguendo la dimostrazione originale di Pick, consi-
deriamo un reticolo piano (o piano reticolare) di
punti equispaziati lungo due direzioni (non necessa-
riamente ortogonali). Nel suo articolo Pick aveva
adottato la convenzione di scegliere come area
unitaria quella di uno dei due triangoli uguali in cui
un parallelogramma elementare (cioe avente i verti-
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ci in quattro punti reticolari adiacenti nelle due
direzioni e nessun altro punto reticolare sul perime-
tro o all'interno) viene diviso da una sua diagonale,
cosicché le aree risultavano doppie rispetto alla

1
definizione usuale. Tuttavia l'’eventuale fattore 5

non modifica la sostanza della dimostrazione.

Sul piano reticolare consideriamo un qualsiasi
poligono avente i vertici in punti reticolari. Indi-
chiamo poi con ¢ il numero di punti interni al
poligono, con % quello dei punti sul suo perimetro
e definiamo un indice associato al poligono stesso
mediante 'espressione: 2¢ + u — 2. Se dividiamo il
poligono in due parti unendo due punti (reticolari)
qualsiasi del suo bordo e indichiamo con J il numero
di punti appartenenti a tale segmento, esclusi
gli estremi, osserviamo che: i1=19 +i+0J e
U = U + Uz — 20 — 2, dove 1, 12, U1, Us, SONO i cOrri-
spondenti valori di 7 e » per i due poligoni. Se si
sommano gli indici dei due poligoni costituenti ag-
giungendo e togliendo la quantita 20 si ottiene:
20+ +90) +(ur +ug —20 —2) —2=214+u — 2.

Dunque: 2i+u —2 = (2i1 +u; —2) + (212 +uz — 2).
In altri termini, quando viene costruito un poligo-
no “attaccandone” insieme altri due, I'indice del
nuovo poligono e dato dalla somma dei suoi costi-
tuenti.

Ora, per un triangolo che sia meta di un parallelo-
gramma elementare tale indicevale 1 (1 = 0 eu = 3),
quindi I'area di un poligono i cui lati siano paralleli
agli assi — essendo composto da un numero intero di
parallelogrammi elementari — e esattamente uguale

Ficura 3.

alla meta del suo indice. Questa proprieta puo essere
generalizzata al caso in cuiilati del poligono non sono
paralleli agli assi. Tale generalizzazione — che viene
solo delineata nell’articolo originale di Pick — non e
affatto banale e presenta diversi aspetti delicati. Noi
prenderemo qui in considerazione solo il caso dei
triangoli, dato che & quello rilevante riguardo alla
relazione con le serie di Farey.

Per prima cosa osserviamo che I'area di un trian-
golo con due lati paralleli agli assi (come ABF in
figura 3) e pari a meta del suo indice. Infatti un tale
triangolo e meta di un parallelogramma con i lati
paralleli agli assi per il quale — come per qualsiasi
altro poligono con i lati paralleli agli assi — I'area e
uguale a meta dell'indice. D’altra parte anche I'indice
del triangolo & lameta dell'indice del parallelogramma
(quest’ultimo e diviso dalla diagonale in due triangoli
uguali). Quindi, essendo l'indice del triangolo meta
dell'indice del parallelogramma, 'area del triangolo
meta dell’area del parallelogramma, I'area del paral-
lelogramma uguale a meta del suo indice, ne segue che
anche l'area del triangolo € meta del suo indice.

Consideriamo ora un generico triangolo — come
ABC nella figura 3 — coni lati non paralleli agli assi e
inseritto in un parallelogramma con i lati paralleli
agli assi. La somma dell’area di ABC con le aree dei
triangoli ABF, BCE e ADC uguaglia l'area del
parallelogramma ADEF. D’altra parte anche la
somma dell'indice di ABC con gli indici di ABF,
BCE e ADC é uguale all'indice di ADEF. Inoltre,
le aree di ABF, BCE e ADC come pure quella di
ADEF sono uguali alla meta dei relativi indici. Da cio
deduciamo che anche l'area di ABC deve essere
uguale a meta del proprio indice.

Vale quindi il

TEOREMA 1. — (teorema di Pick): l'area di qual-
stast poligono 1 cui vertici si trovano su nodi reti-
colari e part a meta del suo indice.

3. — Le Serie di Farey

Passiamo adesso all’altro aspetto trattato nel pre-
sente articolo. Come gia accennato sopra, le serie di
Farey sono sequenze ordinate di numeri razionali,
ovvero di frazioni ridotte ai minimi termini e con i
denominatori minori di un determinato valore (I'or-
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dine della serie). Piu precisamente: la serie di Farey
Sy, di ordine n & definita come la successione in
ordine crescente delle frazioni ridotte ai minimi
termini comprese tra (0 e 1 e tali che il loro
denominatore non superi n.

Le serie di Farey relative ai primi ordini sono:

Queste sequenze hanno diverse interessanti pro-
prieta, specie per quanto riguarda la relazione tra
un termine e i suoi primi vicini. In particolare due
sono le relazioni che coinvolgono frazioni adiacenti in
una serie di Farey e che si implicano I'una l'altra.

La proprieta fondamentale delle serie di Farey e
espressa dal

TEOREMA 2. — se Z e g (con E < %) sono due

B B
termini contigui in una serie di Farey, allora
fy—a-0=1
Per la dimostrazione seguiremo lo sviluppo pro-
posto da Hardy e Wright nello loro celebre opera
sulla teoria dei numeri [7]. Posto o < f, in modo da

) o ) ) .. .
escludere il caso — =1 in cui non vi &€ un termine

B

successivo, consideriamo due interi x e y tali che
px — ay = 1. Questa equazione ammette sicuramen-
te soluzioni in quanto « e ff sono primi tra loro, ed &

noto che I'equazione diofantea ax + by = c e risolu-
bile quando ¢ e il M.C.D. tra a e b, 0 un suo multiplo.
Ricordiamo che se un’equazione diofantea ammette
una soluzione, allora ne ammette infinite. Infatti, se
2o € Yo sono soluzioni dell’equazione, anche xy + ar e
Yo + pr (con 7 intero qualsiasi) lo sono, essendo:

Pl + ar) — a(yo + pr) = Pro — ayo = 1.

Essendo 7 > f, nella progressione aritmetica
Yo + fr vi sara un termine (positivo) compreso tra
n — f e n. Indichiamo con y tale valore e con x il
corrispondente termine, soluzione dell’equazione
px —ay = 1. Se in questa equazione scambiamo i
ruolitrac e ff e x e y, considerando i primi due come
incognite e i secondi come coefficienti, possiamo
dedurre che x e y sono primi tra loro. Infatti, gia
sappiamo che tale equazione ammette soluzioni e,
come gia ricordato, un’equazione diofantea e risolu-
bile se e solo se il termine noto e il M.C.D. dei
coefficienti o un suo multiplo. Inoltre, 2 € minore di
y (questo fatto viene dato per scontato nella dimo-
strazione di Hardy e Wright, ma non e del tutto
ovvio; per non appesantire troppo i passaggi ne
daremo una giustificazione al termine della dimo-
strazione del teorema). Quindi, essendo y < n, an-

. &Xx .
che la frazione — appartiene a .
Y

A questo punto procediamo per assurdo e, indi-
of o
cata con 7 la frazione che segue immediatamente —

B

in $;, (che sicuramente esiste, avendo posto o < ffed

1 . . . .
essendo d’altra parte i 'ultimo termine di qualsiasi
/
serie di Farey), supponiamo che ¢ sia diverso da %.
Poiché fx — ay > 0, g & maggiore di %, ma se non

/
coincide con ﬁ sara maggiore anche di quest’ultima
/

N

frazione (si e infatti detto che a—, ¢ l'immediato

.o . .
successore di 5 ). Vediamo che questo ci porta a
una contraddizione.
/ / /
o xrp —yo AN
54?/ > 0, cioe

Poiché ~ % >0 & anche :
Y yp
xf — yo! > 1, dato che x, y, «, ' sono numeri interi.
Quindi, dividendo I'ultima disuguaglianza per »f, si
/
1 . .
ha: g > a—, + —. Applichiamo lo stesso ragionamen-

B yp
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to alla dlsequazmne > 0: fo’ — floa>1 e, dopo

F ﬁ oc 1 o
aver diviso per f, otteniamo: ——~ > — — —.
ﬂ BB B
Sommando le due disequazioni riquadrate otte-
1 1 B+ y

Ricordiamo che

amo: © %
n1amo.y ,3>/)’ﬁ+yﬁ ﬁﬁy

px —ay =1, da cui, dividendo per fy, si ottiene:

pr—oay 1 P . .
= = —. Poiché inoltre ¥ é maggiore
y B By By Y 88!

di n — f si ha che f+y > n e, essendo f minore

X 04

o uguale a mn, si ha anche
frty_ n > 1

By~ BBy By
catene di uguaghanze/disuguaglianze otteniamo:
1 _x o fity

By vy ﬁ BBy ﬂy'. fo¢ ﬁy\

il primo che l'ultimo termine di tale catena, si ha
quindi una contraddizione che si puo eliminare solo
of . .

—, che e proprio

B

% > 1; pertanto:

Mettendo insieme queste tre

x ..
assumendo che — coincida con
Yy

quanto si voleva dimostrare.

Come detto sopra, a titolo di completezza, termi-
niamo la dimostrazione del teorema 2 facendo vede-
re che se fx —ay =1 allora & necessariamente
x < y. Anche in questo caso procediamo per assurdo
e supponiamo che sia x >y, cioe ¥ =y + ¢, con

q > 0. D’altra parte, essendo % un termine di una

serie di Farey, e anche f > o, cioé f = o + p, con
p > 0. Sostituendo in fx — ay = 1 abbiamo:

(@+p)y+q —ay =1,
cioé py + qu + pq = 1, ma questo non puo essere
perché p,y,q, o sono interi non negativi. In effet-
ti, questa relazione sarebbe compatibile con
p =0,q =« =1, main tal caso si avrebbe che anche
f =1, in contraddizione con quanto posto all'inizio
della dimostrazione, e cioe che o < f.
L’altra proprieta fondamentale delle serie di
Farey e espressa dal

TEOREMA 3. —se%, %e g <con % < g < g) s0No
tre termini contigui in una serie di Farey, allora il
termine centrale ¢ lo mediante det due termini

estremi, cioe p_ate
b 5 B+0O

Seguendo ancora Hardy e Wright, dimostreremo
che I'enunciato del Teorema 2 e equivalente a quello
del Teorema 3, e quindi avendo dimostrato sopra il
Teorema 2 risulta automaticamente dimostrato an-
che il Teorema 3.

Il Teorema 2 implica il Teorema 3.

Dal teorema 2 sappiamo che: -y —a-J0 =1 e che
0-&—0-y=1. Moltiplichiamo la prima equazio-
ne per ¢ la seconda per o« e sommiamole:
y- (fe — o) = o+ e. Moltiplichiamo poi la prima
per 6 e la seconda per [ e sommiamole:
0 (fe—al) =p+ 6. Osserviamo che la quantita
Pe— ol e sicurargentoc? diversa da zero (infatti, la
disuguaglianza g > B si puo riscrivere come:
p 8/;0060 > 0, cioe fe — af) > 1), possiamo quindi divi-
dere le due equazioni termine a termine ottenendo
Yy  o+te

o B+0°

Il Teorema 3 implica il Teorema 2.

La dimostrazione della seconda parte dell’equiva-
lenza necessita di un risultato preliminare: in una
serie di Farey non possono aversi due termini
contigui con lo stesso denominatore (a meno che
la serie stessa non si riduca a soli due termini,
cosa che avviene solo nel caso n = 1). Per dimo-
strare questo lemma procediamo per assurdo e

supponiamo che % (con S > 1) siano due termini

]

contigui in una serie di Farey. Hardy e Wright
dimostrano questa proprietét mediante la seguente

o oc—i—l

catena di dlsuguaghanze < ; cioe
p ﬁ 1= BB
o o o, L .
71 si trova traB e E in Sy, quindi una contraddi-
zione.

Chiariamo brevemente i passaggi di questa de-
duzione che potrebbero non essere del tutto intuiti-
vi. Dall'ipotesi si ha o’ > o e quindi, essendo o, 8, o
numeri interi, o >« + 1. D’altra parte, avendo
escluso il caso m =1, & anche o <f, quindi
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a<f—1. Questo ci scrivere:

o <a+1
p-1 B
moltiplicando ambo i termini di questa disuguaglian-
za per [-(f—1) e sviluppando i calcoli. Inoltre
valgono evidentemente anche le disuguaglianze
o o o o+1

—<—— e =<
pop-1 ﬂ B
avremmo che ﬁ —

di 3y, in quanto il denominatore & minore di ff che a

sua volta e minore o uguale a n, a maggior ragione se
la frazione cosi ottenuta non e ridotta ai minimi

permette di

, come si puo facilmente verificare

. Mettendo tutto insieme

(che é sicuramente un elemento

termini) cade tra > —, che pero per ipotesi sono
contigui in & ﬁ 'B

Passiamo quindi alla dimostrazione dell’equiva-
lenza dei due enunciati. Procederemo per induzio-
ne supponendo che I'enunciato del teorema 2 sia
vero in $,_1 e dimostrando che esso vale anche in
Sy, Se si assume Valido Ienunciato del teorema 3.

Siano quindl B <L 5 < 5 tre termini contigui in 3,

essendo % una frazione che appartiene a 3, ma non

a §,_1; dovra quindi essere 0 = n. Inoltre, in base
al lemma, tanto f che 6 sono minori di n. Di

o & . . L
conseguenza — e — sono contigue in Sy, ;. Poiché,

°0

. Ly a+te¢ .
per ipotesi, <~ = ———, ma non sappiamo se la fra-
o p+0
. o e e e . .. N
zione 50 e gia ridotta ai minimi termini, sara

o+e=k-yef+0=k-J.Ora, poiché sia  che 0
sono minori di » = J, f+ 0 non puo essere 29, né
tantomeno un altro multiplo di J. Avremo quindi
k=1, cioe o +¢=1ye f+ 0 = 9. Sostituiamo que-
ste ultime due relazioni nell’espressione da — [y,
ottenendo: (f+0)-a—f-(ex+¢)=0x—fe=1(in
quanto, lo ricordiamo, per Iipotesi di induzione, la
relazione dell’enunciato del Teorema 2 e valida in
Sy-1)- In maniera del tutto analoga si dimostra che
Oy — oe = 1.

4. — Dal teorema di Pick alle serie di Farey

L’enunciato del Teorema 2 puo anche essere dimo-
strato in maniera molto semplice come corollario

Oo

FIGURA 4.

del teorema di Pick. A tal scopo consideriamo
(figura 4) nel piano reticolare un triangolo avente
un vertice nell’origine e gli altri due nei punti

A(b,a) e B(d,c) in modo che % ¢ ¢ siano due termini

b d

contigui in una successione di Farey Sy. Chiamia-
mo tale poligono Triangolo di Farey. Incidental-
mente osserviamo che le coordinate di A e B sono
positive e che a <b e ¢ <d, cosicché in quanto
segue possiamo senza perdita di generalita limitar-
ci alla porzione del piano reticolare compresa tra
l'asse delle ascisse positive e la bisettrice del primo
quadrante.

Per calcolare I'area del triangolo di Farey OAB
bastera togliere dal rettangolo di dimensioni b e c¢ i
triangoli rettangoli di cateti rispettivamente c e d, a
e b, b—dec—a. Se utilizziamo la convenzione di
Pick di assegnare area unitaria ai triangoli elemen-
tari —in modo che I’area di un poligono coincida con il
suo indice — avremo per I'area di OAB la seguente

espressione:
2¢b —cd—ab— (b—d)(c—

. . . . a . .
Facciamo 'ulteriore ipotesi che 5 Sia la prima volta

a)=cb—ad.

che appare (cioe b = N). Poiché sia % che 2 sono per

ipotesi ridotte ai minimi termini, non ci sono punti
reticolari sui lati OA e OB. Inoltre, per la definizione
stessa di serie di Farey, non vi sono numeri razionali

. . . a c
con il denominatore minore o uguale a N tra — e —.

b d
Questa condizione, tradotta in termini geometrici,
significa che, considerando una qualsiasi retta com-
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presatra OA e OB ( avente cioé pendenza compresa

tra % e 2) , il primo punto reticolare K appartenente

a tale retta (oltre O) avra ascissa maggiore di quella
di A. In altri termini, il segmento OK non conterra
altri punti reticolari oltre ai suoi estremi. Di conse-
guenza, non si avranno punti reticolari né all'interno
del triangolo OAB né sul lato AB. L’indice del
triangolo OAB vale pertanto 1, e quindi, in base al
teorema di Pick (nella sua versione relativa ai
triangoli, dimostrata sopra), si ha la relazione:
chb—ad=1.

5. — Dalle serie di Farey al teorema di Pick

11 percorso delineato nel precedente paragrafo puo
essere invertito, dimostrando cioe il teorema di Pick
a partire dalle proprieta delle serie di Farey [8]. A
tale scopo e necessario introdurre elementi topolo-
gici una cui completa ed esaustiva trattazione richie-
derebbe un livello di dettaglio che esula dagli scopi
del presente articolo. Svilupperemo quindi la dimo-
strazione nelle sue linee principali. Il nostro punto di
partenza saralarelazione di Eulero applicata ai grafi
planari [9]. Ricordiamo che un grafo si definisce
planare quando i suoi archi non si intersecano.
Ora, la relazione di Eulero per i grafi planari si puo
ricavare facilmente dalla piu celebre relazione che
lega il numero di vertici (V), facce (¥) e spigoli (S) in
un poliedro: V +F — S =2 se osserviamo che un
grafo planare é topologicamente equivalente a un
poliedro a cui e stata tolta una faccia; cosicché
V + F — S =1 per un grafo planare.

Consideriamo adesso un poligono reticolare (vedi
figura 5); se suddividiamo la figura in triangoli pri-
mitivi unendo opportunamente tra loro i punti inter-
ni e quelli sul bordo (per non appesantire troppo la
trattazione assumiamo che tale suddivisione sia
sempre possibile, anche se in realta cio andrebbe
dimostrato a parte, ad esempio per induzione) la
figura che otteniamo & proprio un grafo planare, al
quale possiamo applicare la relazione di Eulero.

Distinguiamo adesso — usando la notazione del
teorema di Pick — tra punti interni al poligono, in
numero di ¢, e punti sul bordo, in numero di . Il
nostro obiettivo e quello di trovare una relazione tra

il numero di facce del grafo (cioe di triangoli primi-
tivi contenuti nel poligono) e i vertici (cioe i punti, sia
interni che sul bordo). A tale scopo osserviamo che a
ogni punto sul bordo corrisponde esattamente uno
spigolo del bordo, mentre ciascuna faccia € composta
da tre spigoli che vengono pero contati due volte,
dato che ogni spigolo & in comune a due facce. Questa
considerazione vale pero solo per gli spigoli interni,
non per quelli del bordo che appartengono a una
faccia sola. Avremo quindi che il triplo del numero
delle facce e uguale al doppio degli spigoli, diminuito
degli spigoli del bordo: 3F = 25 — u.

L’altra equazione che useremo é la relazione
di Eulero, in cui scriviamo il numero di vertici
come somma di quelli interni piu quelli esterni:
S = (1 +u) + F — 1. Sostituendo nella prima equa-
zione otteniamo: 3F =2(i+u) +2F —2—wu, da
cui: FF' =21+ u — 2.

Fino a questo punto abbiamo solo dimostrato che
il numero di facce nel grafo planare (e quindi il
numero di triangoli primitivi nel poligono) & uguale
al suo indice. Per poter asserire la tesi del teorema di
Pick (cioe che 'area di un poligono é uguale al suo
indice) e richiesto un ulteriore passaggio. In maniera
del tutto analoga a quanto fatto nella precedente
sezione (mantenendo la convenzione dell’articolo
originale di Pick che raddoppia le aree), 'area di
un triangolo avente come vertici I'origine e i punti
A(b,a)eB(d,c) e datada: cb — ad. Se poi il triangolo
in questione e un triangolo di Farey, avremo anche:

FIGURA 5.
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cb —ad = 1. 1l teorema di Pick risultera pertanto
completamente dimostrato se riusciremo a far ve-
dere che 1 triangoli primitivi sono tutti e soli 1
triangoli di Farey. In particolare, & essenziale mo-
strare che tutti i triangoli primitivi sono triangoli di
Farey. Infatti, dato che la relazione ¢b — ad = 1 vale
con certezza solo per i triangoli di Farey (mentre
niente si puo dire al momento per triangoli che non
siano di Farey), se esistessero triangoli primitivi non
di Farey, resterebbe sempre aperta la possibilita
che per alcuni di essi I'area sia diversa da 1, cosicché
I'area di un poligono che contenga almeno uno di tali
triangoli non coinciderebbe piti con il suo indice.

6. — Dimostrazione dell’implicazione
inversa

Abbiamo gia visto come il fatto che un triangolo di
Farey sia anche primitivo & una conseguenza diretta
della definizione stessa di triangolo di Farey: non
possono esserci punti all'interno o sul lato che non
passa per lorigine perché le due frazioni sono
contigue, e poiché esse sono ridotte ai minimi
termini non possono esserci punti neanche sugli altri
due lati. Passiamo quindi alla dimostrazione dell'im-
plicazione inversa, cioe del

TEOREMA 4. -Se un triangolo primitivo co-
struito sulla porzione di piano reticolare compresa
tra lasse delle ascisse positive e la bisettrice del
primo quadrante ha un vertice nell'origine e gli

altri due nei punti A(a,b) e B(c, d), allora g e % S0N0

termini contigui in una successione di Farey.

Una semplice analisi preliminare mostra che la
limitazione al primo semiquadrante non toglie ge-
neralita alla dimostrazione in quanto, dato un trian-
golo reticolare primitivo, e sempre possibile, appli-
cando opportunamente una traslazione, una rotazio-
ne di 90, 180 o 270 gradi del sistema di riferimento e
una eventuale riflessione intorno alla bisettrice, fare
in modo che uno dei vertici da cui nasce un angolo
acuto sia nell’origine e che il triangolo giaccia tutto
nella prima meta del quadrante positivo. Sottolineia-
mo che affinché il triangolo sia tutto contenuto nel
semiquadrante inferiore la primitivita &€ una condi-

FIGURA 6.

zione essenziale. Il lettore provi ad esempio a consi-
derare il caso di un triangolo primitivo con un angolo
acuto nell’origine che abbia un lato “sotto” la biset-
trice del primo e terzo quadrante e uno "sopra”: un
tale triangolo conterra all'interno o sul bordo il
punto (1,1), e dunque non potra essere primitivo.
Si lascia inoltre al lettore il facile compito di analiz-
zare il caso in cui una delle coordinate dei due vertici
diversi dall’'origine sia zero. Infine, essendo il trian-

s . .b d . e
golo primitivo, le frazioni — e — sono ridotte ai minimi
a ¢

termini.

Per fissare le idee facciamo riferimento alla figu-
ra 6, cioe a > b e d > b (gli altri casi si affrontano in
maniera del tutto simile). Sia inoltre A il punto
corrispondente a una frazione che appare per la
prima volta nella serie di Farey di ordine N, cosicché
a = N; la frazione corrispondente a B deve essere
allora gia presente in una serie di ordine minore di
N. Infatti, come abbiamo visto sopra (lemma del
teorema 3), due frazioni con lo stesso denominatore
non possono essere contigue, ma se tra b e d si

N N
trova un’ulteriore frazione con denominatore minore
di N, il corrispondente punto e interno al triangolo
OAB e, pertanto, il triangolo non puo essere primi-
tivo. Deve quindi necessariamente essere ¢ < N.

Dimostreremo il Teorema 4 invertendo e negan-
do ipotesi e tesi, facendo cioe vedere che: un trian-
golo corrispondente a due frazioni non contigue
nella serie di Farey di ordine pari all’ascissa del
punto piu a destra contiene sempre almeno un
ulteriore punto, al suo interno o sul bordo.

La dimostrazione procede per induzione. Si veri-
fica agevolmente in maniera diretta che la proprieta
e verificata nelle serie di ordine 2, 3, 4, ecc.... Sia
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FiGcura 7.

N > 2 e supponiamo quindi che sia verificata fino
all'ordine N — 1. Siano C'e D due punti contigui nella
serie di ordine N — 1 tali che la mediante tra le due
corrispondenti frazioni abbia come denominatore e
numeratore le coordinate di A. Osserviamo che C, A
e D corrispondono a frazioni contigue nella serie di
ordine N.

Prendiamo ora in considerazione il triangolo OBC
(figura 6): poiché B e C non sono contigui nella serie
di ordine N — 1 (tra i due si trova infatti almeno il
punto D) tale triangolo dovra necessariamente con-
tenere al suo interno o sul bordo almeno un altro
punto reticolare (per I'ipotesi dell'induzione).

Ora, il triangolo OBC viene diviso dal segmento
OA in due parti: OKB e OKC (figura 7). Poiché
I'ascissa di A vale N, mentre sia B che C - e quindi
K - hanno ascissa minore di N, il triangolo OKC &
interamente contenuto in OAC. Essendo pero A e C
punti contigui, OAC e un triangolo primitivo, e
quindi anche OKC - che pure non e un triangolo
primitivo in quanto K non é un punto reticolare —
essendo una parte di OAC non conterra punti reti-
colari al suo interno o sul bordo, ad eccezione di
CeO.

I punti interni a OBC devono quindi trovarsi in
OKB. Ma OKB ¢ interamente contenuto in OAB,
pertanto tali punti saranno anche interni a OAB, che
quindi non e un triangolo primitivo.

Avendo quindi dimostrato che un triangolo in cui
le coordinate dei vertici corrispondono a frazioni non
contigue (nella serie di Farey di ordine pari all’a-
scissa del punto piu a destra) non e primitivo,
possiamo affermare che se un triangolo & primitivo
le coordinate dei suoi vertici corrisponderanno a due
frazioni contigue in una serie di Farey, e con cio
risulta completata la dimostrazione del teorema di

Pick a partire dalle proprieta di frazioni contigue in
una serie di Farey.

7. — Conclusioni

Il teorema di Pick e le proprieta della serie di Farey
riguardano sotto due aspetti complementari le cop-
pie di numeri naturali: come coordinate di punti sul
piano reticolare in un caso, come numeratore e
denominatore di una frazione nell’altro. Non stupi-
sce pertanto che esista una correlazione tra i due
ambiti. La proprieta fondamentale delle serie di
Farey, dalla quale se ne possono dimostrare altre,
risulta essere una semplice conseguenza del teore-
ma di Pick per i triangoli dopo che si & osservato che
un qualsiasi triangolo di Farey é — in base alla sua
stessa definizione — un triangolo primitivo. E altresi
possibile dimostrare la proprieta fondamentale delle
serie di Farey con un procedimento puramente
aritmetico, e una volta acquisito tale risultato, deri-
vare da esso — con l'aiuto della relazione di Eulero —il
teorema di Pick. Questo percorso pero necessita di
poter utilizzare il fatto che ogni triangolo primitivo
sia un triangolo di Farey, la cui dimostrazione non e
cosl evidente quanto quella della proposizione inver-
sa, ed e stata qui sviluppata basandosi solo su
considerazioni geometriche elementari.
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