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Sommario: In questo breve sunto divulgativo discuteremo limportanza delle dinamiche sociali in ambito
epidemico e la loro modellizzazione matematica tramite equazioni alle derivate parziali. Presenteremo inizial-
mente modelli di interazione tra individui in cui le caratteristiche sociali, come Ueta degli individus, il numero di
contatti sociali e la loro ricchezza economica, giocano un ruolo chiave wella diffusione di un’epidemia.
Successivamente, accenneremo a modelli che tengono conto anche di caratteristiche aggiuntive quali la carica
virale e le difese tmmunitarie dellindividuo. Infine, analizzeremo alcunt modelli alle derivate parziali per la
descrizione degli spostamenti degli individui, sia su scala urbana che extra urbana, ed evidenzieremo come le
dinamiche di movimento giochino un ruolo chiave sull’avanzamento dell’epidemia.

Abstract: In this short survey, we will discuss the importance of social dynamics i epidemiology and
their mathematical modeling using partial differential equations. We will initially present models of
nteractions between individuals in which social characteristics, such as the age of individuals, the number
of social contacts, and their economic wealth, play a key role in the spread of an epidemic. Next, we will
outline models that also account for additional characteristics such as viral load and the indiwidual’s
mmmune defenses. Finally, we will analyze some partial differential models for describing the mobility of
mdividuals, both at urban and extra-urban scales, and highlight how movement dynamics play a key role in
the progress of the epidemic

1. — I modelli epidemiologici classici

L’improvvisa pandemia causata dal virus SARS-
CoV-2(}) ha comportato da parte dei governi cen-
trali 'adozione di importanti restrizioni pubbliche,
quali il distanziamento sociale e le politiche di

Accettato: il 1 dicembre 2021.

(") La sindrome respiratoria acuta grave Coronavirus-2
(SARS-CoV-2) & il nome dato al nuovo coronavirus del 2019.
COVID-19 e il nome dato alla malattia associata al virus.

lockdown. Tali misure di contenimento di tipo non
farmaceutico hanno avuto l'obiettivo di ridurre il
picco epidemico, al fine di garantire la salute pub-
blica e la sostenibilita del sistema sanitario nazionale
nei periodi di forte incremento del numero di infetti.
Tali scelte sono state spesso basate su scenari forniti
da modelli matematici di epidemiologia comparti-
mentale, ossia modelli in cui la popolazione viene
suddivisa in gruppi, a seconda del ruolo nella dina-
mica dell'infezione, dei quali viene simulata 'evolu-
zione epidemica.
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F1GURA 1 - La figura di sinistra si riferisce all’evoluzione del modello SIR in assenza di distanziamento sociale. La figura di destra,
relativa all’evoluzione in presenza di distanziamento sociale, evidenzia I'appiattimento della curva dei contagi.

Lo studio della pandemia di COVID-19 ha in parti-
colare indirizzato la ricerca nell’ambito di un quadro
multiscala che tiene conto dell'interazione fra diver-
se scale spaziali, dalla piccola scala del virus stesso e
delle cellule, alla grande scala degli individui e oltre
fino al comportamento collettivo delle popolazioni
[4]. Una visione interdisciplinare che ha potuto
svilupparsi rapidamente grazie ai contributi di epi-
demiologi, immunologi ed economisti oltre a quelli di
matematici, statistici e informatici.

Lo studio di modelli matematici per comprendere
la diffusione di un’epidemia & un settore scientifico
consolidato nel campo della matematica applicata, i cui
primi contributi significativi risalgono a quasi un
secolo fa [23]. Si veda, ad esempio, il recente articolo
divulgativo in [31]. Citiamo in questa direzione il
lavoro pionieristico di Kermark e McKendrick sull’e-
pidemiologia compartimentale [25], nel quale e stato
introdotto un modello ancora ampiamente utilizzato in
cui la popolazione iniziale e suddivisa in suscettibili (S),
che possono contrarre la malattia, infetti (I), che
I’hanno gia contratta e possono trasmetterla, e recu-
perati (R), che risultano guariti dalla malattia (e
immuni) o deceduti. Tale modello e descritto da un
sistema di equazioni differenziali ordinarie per le
percentuali S(t),1(t), R(t) della popolazione nei tre
compartimenti, misurate al tempo ¢ > 0, della forma

as() _
BO_ psioie,

) MO _ psiwre) 1),
aR()
“dt (1),

e viene spesso citato come modello SIR, utilizzando
I'acronimo delle categorie appena introdotte.

L’ipotesi fatta da Kermack e McKendrick é quella
di “mixing” omogeneo: si ipotizza cioe che ogni indi-
viduo abbia la stessa probabilita di contagiare qual-
siasi altro individuo della popolazione, e che I'incre-
mento degli infetti sia direttamente proporzionale
(con costante di proporzionalita f5) al prodotto fra la
percentuale degli infetti e quella dei suscettibili.
Inoltre si ipotizza che ogni individuo abbia lo stesso
tasso di guarigione vy, che gli consente di passare da
infetto a recuperato. Questi parametri determinano
I'evoluzione dei compartimenti del modello e si dimo-
stra che la dinamica della classe infettiva dipende dal
rapporto Ry = f/y il cosiddetto numero di riprodu-
zione di base [23, 31]. In Figura 1 si riporta un
esempio di soluzione fornita da tale modello in assen-
za e in presenza di distanziamento sociale caratteriz-
zato da una riduzione del valore di .

Quantunque importante dal punto di vista model-
listico, I'ipotesi di “mixing” omogeneo risulta irreali-
stica, dal momento che non tiene in considerazione
aspetti essenziali nella diffusione del contagio, quali
I'intensita e la natura dei contatti di una persona con
i famigliari, i colleghi di lavoro, i compagni di scuola,
un gruppo di amici, o1isuoi spostamenti. In aggiunta,
non tiene in conto che l'eta, e le eventuali patologie,
possono modificare in modo essenziale il decorso
dell’infezione e la probabilita di guarigione.

Per questi motivi, a partire dal modello SIR
classico, sono stati introdotti modelli piu articolati,
atti a rappresentare piu realisticamente la popola-
zione, suddividendola in ulteriori compartimenti.
Diversi modelli hanno introdotto caratteristiche
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legate alla mobilita o all’eta dei soggetti, assieme a
ulteriori fattori sociologici che determinano le in-
terazioni sociali che possono favorire la trasmissio-
ne dell'infezione. Si vedano ad esempio [12, 20, 21].
L’evoluzione dinamica di queste caratteristiche
sociali aggiuntive, tuttavia, & stata raramente con-
siderata, tranne che per i tassi di nascita e di morte
nel contesto dei modelli dipendenti dall’eta [23], ed
imodelli conseguenti risultano sempre descritti da
sistemi di equazioni differenziali ordinarie.

D’altra parte, modelli matematici caratterizzati
da sistemi di equazioni alle derivate parziali, ispirati
alla teoria cinetica classica e recentemente introdot-
ti e studiati nelle scienze sociali, hanno mostrato la
capacita di descrivere accuratamente fenomeni so-
ciali complessi come la formazione di opinioni tra gli
individui, la ereazione di distribuzioni di ricchezza, o
I'emergere di contatti sulle reti sociali. Sivedano per
esempio la monografia [28] e il volume [27]. Allo
stesso modo, modelli basati su equazioni alle deri-
vate parziali si sono dimostrati essenziali nella mo-
dellazione delle dinamiche di movimento degli indi-
vidui a diverse scale [16, 29].

Nel seguito di questo breve sunto divulgativo
discuteremo alcuni sviluppi recenti relativi all'im-
portanza delle suddette dinamiche sociali in ambi-
to epidemico e alla loro modellizzazione matema-
tica tramite equazioni alle derivate parziali. Anche
se per semplicita espositiva i modelli saranno
discussi nell’ambito della classica dinamica com-
partimentale di tipo SIR, I’estensione a modelli
epidemici pit complessi puo essere effettuata in
modo analogo. Vista la brevita della trattazione,
questo sunto rappresenta solo parzialmente 1'e-
norme mole di ricerca che e stata svolta recente-
mente in tale ambito, rimandiamo dunque alla
bibliografia e alla letteratura specifica per mag-
giori approfondimenti.

8fS(wv t)

ot

@) Zrw

afR (’I/U, t)

2. - Epidemia ed interazioni sociali

L’integrazione del modello SIR classico (o di mo-
delli compartimentali piu dettagliati) con i diffe-
renti aspetti sociali sopra menzionati & un proble-
ma che e stato affrontato dalla comunita dei ricer-
catori italiani per la maggior parte tramite la
metodologia propria della meccanica statistica, e
piu in particolare della teoria cinetica dei gas. Per
meglio chiarire questo approccio, risulta utile de-
scrivere con qualche dettaglio come I’evoluzione
della pandemia descritta dal modello SIR classico
si possa studiare in modo piu realistico introdu-
cendo nel meccanismo di diffusione la dipendenza
della distribuzione da una caratteristica sociale
quale il numero dei contatti, I’eta, ’opinione, oppu-
re la riechezza degli individui.

I1 modello puo essere costruito a partire dal SIR
classico di Kermark e McKendrick facendo dipen-
dere il numero dei suscettibili, degli infetti e dei
recuperati dalla caratteristica sociale, indicata con la
variabile positiva w € R. Le quantita f;(w,t), con
J € {S,I, R} rappresentano le distribuzioni statisti-
che della caratteristica sociale nei tre compartimenti
ad un certo tempo ¢. La distribuzione totale della
caratteristica sociale f(w, t) e data da

f(w7 t) :fS(wv t) +f1(wv t) +fR(w> t)7
J f(w,t)dw = 1.
R.

Le percentuali S(t),1(t), R(t) della popolazione nei
tre compartimenti, misurate al tempo ¢ > 0 sono
ottenute dalle distribuzioni statistiche nei tre com-
partimenti per integrazione rispetto alla variabile .

L’evoluzione delle densita f;(w,t), con J€{S, I, R}
e ottenuta combinando il processo epidemico di tipo
SIR con la dinamica di evoluzione della caratteristi-
ca sociale secondo il sistema

= —K(fs,fr)(w,t) +%QS(fS)(w> t),

= K(fs.fi)10.0) — y()i(.0) + - Qu(f) (),

PR — () fy (w, t) +%QR(fR)(w> t).

ot
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dove gli operatori Q;(f7),J € {S,I, R} definiscono le
variazioni della caratteristica sociale per effetto
delle interazioni tra gli individui. La costante
y(w) > 0 definisce il tasso di recupero degli infetti
che potra essere dipendente dalla caratteristica
sociale, mentre la trasmissione dell’infezione & ora
governata dalla funzione

8) Kt =fsw.t) | ponoliv.d,

dove f(w,v) caratterizza la diffusione dell’'infezione
tra un infetto e un suscettibile con caratteristiche
sociali v e w rispettivamente. Si noti che nel modello
SIR classico la funzione f e assunta costante. La
sceltain (3) implica anche una diversa definizione del
numero di riproduzione di base (si vedano [23, 31]).
Grazie alla conservazione del numero totale di
individui negli operatori Q(fy), J € {S,I,R}, si
definisce un numero di riproduzione effettivo dipen-
dente dal tempo

B Iﬁi Pw,v)fs(w,t)f7(v,t) dv dw
4) Ro(t) = ﬁm Y (. duo :

che caratterizza la variazione del numero degli
infetti all'istante t.

Il parametro di scala ¢ definisce la scala tem-
porale per il rilassamento della distribuzione sta-
tistica della caratteristica sociale sulla corri-

spondente densita di equilibrio f7 soluzione di
Qs(f7) =0,J € {S,1,R}. Nel seguito descriveremo
brevemente due casi particolarmente significativi in
cui tale approccio modellistico e stato utilizzato: il
caso in cui la caratteristica sociale sia rappresentata
dal numero di contatti giornalieri tra gli individui e il
caso in cui questa stia ad indicare la ricchezza (o piu
in generale lo status economico) degli individui.

2.1 — Il ruolo der contatti sociali

Il numero di contatti sociali tra individui ha chiara-
mente un ruolo importante nella diffusione della
malattia. Da un punto di vista formale, il contatto
tra individui puo essere caratterizzato tramite op-
portune matrici di interazione in funzione dell’eta
degli individui nell’attivita sociale considerata (ad
esempio scuola, lavoro, famiglia). Tali matrici di
contatto sociale risultano molto simili per i paesi
europei ed extra-europei [30] e possono essere
assunte come universali. Fra questi, il recente lavoro
di Béraud et al. [5] ha fornito un quadro aggiornato e
completo della distribuzione statistica dei contatti
sociali giornalieri della popolazione per eta, sesso,
professione ed altro in Francia. Nella Figura 2 e
rappresentata a sinistra la distribuzione dei contatti
giornalieri di un individuo ottenuta tramite la rap-
presentazione dei dati raccolti per mezzo di un
questionario in cui il massimo numero dei contatti
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FIGURA 2 - A sinistra la distribuzione statistica dei contatti giornalieri per individuo (distribuzione di tipo Gamma) e a destra

Tintensita dei contatti sociali in funzione dell’eta (si veda (5).)
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giornalieri era fissato a quaranta. Questo giustifica il
picco della distribuzione sul valore 40. La figura di
destra rappresenta I'intensita dei contatti sociali in
funzione dell’eta dei partecipanti al questionario [5].
Tale matrice dei contatti é stata utilizzata in [2, 3] nel
caso di modelli di tipo SIR dipendenti dall’eta
studiando in particolare il problema dell'introduzio-
ne di misure di controllo farmaceutiche in funzione
dei dati disponibili e dell’effetto dell'incertezza nei
dati.

Tenuto conto di questo, in [19] si & sviluppato un
modello statistico caratterizzato da un “mixing” non
omogeneo nei contagi tra infetti e suscettibili. In tale
modello, ad esempio, la quantita

10
J Sfr(w, t)dw
3
ci fornisce la percentuale degli infetti che hanno fra3 e
10 contatti giornalieri. Inoltre in (3) é stata conside-
rata una funzione della forma (w, v) = fuw, ossia si &
scelto un tasso di trasmissione dell'infezione propor-
zionale (con costante £ di proporzionalitd) al numero
dei contatti v degli infetti e w dei suscettibili. La
funzione y(w) = y in questo caso € assunta indipen-
dente dal numero di contatti.

Senza entrare nei dettagli tecnici, gli operatori
Qs,J € {S,I,R} descrivono le variazioni giornaliere
nella distribuzione dei contatti f;(w, t). Formalmen-
te, tramite i metodi della teoria cinetica classica,
possono essere scritti come operatori integrali di
tipo Boltzmann lineari e successivamente approssi-
mati da operatori di tipo Fokker-Planck nella forma
(siveda [28])

Qi) = o [ (2~ 1)ty
®) 0?0
+§8_w (wfy(w,t))],
dove
my(t) = ﬁ L@ £, tywdw, J e {S,I,R},

denota il numero medio di contatti nel compartimen-
toJ, la costante A caratterizza il tasso di allineamen-
to al numero medio di contatti e la quantitd o2
definisce la varianza stocastica di tale processo
tramite una diffusione proporzionale al numero di

contatti. Nel caso delle equazioni Fokker-Planck in
(5) e possibile dimostrare che le distribuzioni di
equilibrio f7, soluzioni delle equazioni Q;(f7) = 0,
J € {S,I,R}, sono di tipo Gamma in accordo con
quanto rilevato sperimentalmente (si veda ad esem-
pio [5]). Dalla conoscenza degli stati di equilibrio, si
puo ottenere una descrizione semplificata dell’evo-
luzione per analogia con la fluidodinamica derivata
dalla teoria cinetica di gas descritti dall’equazione di
Boltzmann e dalla conseguente gerarchia di equa-
zioni per i momenti della distribuzione delle parti-
celle [14].

La presenza di una funzione di contatto con
tasso di contagio variabile non permette infatti di
ottenere direttamente, tramite I'integrazione delle
equazioni per le distribuzioni delle funzioni f;(w, t),
J € {S,I,R} rispetto alla variabile w, un sistema
chiuso, in quanto i momenti di ordine zero variano
in dipendenza dai momenti del primo ordine. Que-
sto diventa possibile conoscendo la distribuzione
stazionaria dei contatti. Per una distribuzione di
tipo Gamma, infatti, la conoscenza dei momenti di
ordine zero e uno e sufficiente per la completa
determinazione della distribuzione. Per valori di
7 < 1l sistema (2) puo quindi essere descritto in
termini di un sistema chiuso di sei equazioni diffe-
renziali ordinarie per i momenti di ordine zero (le
percentuali J(¢), conJ € {S,I,R}), e quelli di ordi-
ne uno (i numeri medi di contatti m,(t), con
J € {S,I,R}). Tale sistema assume la forma

B — Bms(tymiS@)110).
M) _ B mi0SO10) 210,
%it) =(t),
© 5O L armioro,
2t — s t) (- mst0) - ) )0,
) ay t) ~ (0,

A differenza del modello SIR classico, in (6) la
probabilita di contagio e considerata proporzionale
alla media dei contatti degli individui della popola-
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FIGURA 3 — A sinistra evoluzione delle percentuali di suscettibili, infetti e recuperati nel sistema (6) in corrispondenza a diversi valori
del parametro di eterogeneita u = 0.5,1 e a destra la corrispondente evoluzione delle medie dei contatti (si veda [19]).

zione, e l'incremento degli infetti e direttamente
proporzionale al prodotto fra le medie dei contatti
giornalieri degli infetti e dei suscettibili. In aggiunta
ai parametri § e y, analoghi ai corrispondenti del
modello SIR classico, il modello SIR sociale vede la
presenza dell’'ulteriore parametro u = //o, caratte-
rizzante 'eterogeneita della popolazione [11]. Infat-
ti, al tendere a zero della varianza o (eterogeneita
nulla) il parametro 4 — +oo e la media dei contatti
delle popolazioni di suscettibili rimane costante. In
tal caso il sistema si riduce al SIR classico, con f§
sostituito da fmg(0)mr(0).

Nella Figura 3 e rappresentata I'evoluzione delle
percentuali di suscettibili, infetti e recuperati (a
sinistra) e dei numeri medi dei contatti (a destra),
a partire dal numero di 15 contatti giornalieri, nei tre
compartimenti. La figura di destra evidenzia una
rapida crescita del numero di contatti degli infetti
immediatamente dopo l'inizio dell’epidemia, indice
del fatto che le persone che con maggiore probabilita
passano nel compartimento degli infetti sono quelle
che statisticamente hanno un alto numero di contat-
ti. Inoltre si osserva una naturale diminuzione del
numero di contatti fra i suscettibili, molto pronun-
ciata nel caso di alta eterogeneita. Nella figura di
sinistra si nota inoltre che in presenza di una piu alta
eterogeneita nel numero dei contatti il picco degli
infetti viene anticipato nel tempo. Per applicazioni
concrete del modello (6) in contesti clinici reali
rimandiamo a [35, 36].

2.2 — L impatto economico della pandemia

La recente pandemia ha evidenziato lo stretto
legame tra economia e sanita nell’ambito della
gestione dell’emergenza. Valutare I'impatto di un
fenomeno epidemico sull’economia di un paese si &
rivelato uno degli aspetti fondamentali di cui tenere
conto nel contesto delle strategie di contenimento.
Da un punto di vista matematico, & importante
sottolineare come un approccio sistematico allo
studio degli effetti sulle economie di paesi che
affrontano una pandemia e oggettivamente un
problema molto complesso e che un modello mate-
matico puo solo fornire indicazioni di massima sulle
possibili conseguenze, sulla base di ipotesi sempli-
ficative sui parametri del modello.

L’idea di base e quella di ricondurre questi fe-
nomeni all’evoluzione della cosiddetta distribuzio-
ne della ricchezza di un paese, che misura quante
persone appartengono a fasce di reddito crescenti.
In questo caso, come proposto in [18], assumendo
che l'evoluzione delle densita obbedisca al classico
modello SIR e che gli individui nei vari comparti-
menti agiscano differentemente nel processo eco-
nomico, la struttura generale del modello ha sem-
pre la forma (2), dove ora lo stato di ogni individuo
nel compartimento e determinato univocamente
dalla sua ricchezza w € R* (misurata in termini
di una moneta di riferimento). Dunque fs(w,?),
fr(w,t) e fr(w,t) denotano le distribuzioni di rie-

220

LORENZO PARESCHI — GIUSEPPE TOSCANI



chezza delle popolazioni di suscettibili, infetti e
recuperati.

La funzione f(w, v) in questo caso rappresenta il
tasso di contatto tra suscettibili e infetti con con
ricchezze w e v, rispettivamente. Ad esempio, un
tasso di contatto sotto forma di una funzione decre-
scente di |w — v|, esprime il fatto che individui con
diversi gradi di ricchezza vivono in ambienti diversi e
questo ne limita i contatti. La scelta di un tasso di
guarigione dipendente dalla ricchezza, y = y(w), puo
essere motivata considerando che una maggiore
disponibilita economica potrebbe consentire 'acces-
so a ospedali e cure migliori, garantendo cosi possi-
bilita di guarigione piu elevate.

Analogamente alla sezione precedente, gli opera-
tori Qs (fy)(w,t), J € {S,I,R} descrivono la varia-
zione della ricchezza nelle varie classi per effetto
delle transazioni finanziarie. A differenza del caso
dei contatti sociali, sono collegati tra loro tramite le
diverse medie, esprimendo quindi il fatto che le
transazioni avvengono in modo differente a seconda
del compartimento epidemico degli individui. For-
malmente, tali termini risultano essere operatori
integrali di Boltzmann non lineari, che possono
essere approssimati da equazioni di Fokker-Planck
nella forma (si veda [18])

Qufr)(w.6) = 5 [(why — m(E)fy 0, 1)+

(7)

dove
M(t) = ﬂs?’)’bs(t)S(t) + ﬂqml(t)l(t) + /IRmR (t)R(t)

La descrizione delle transazioni finanziarie, qui
riportata solo in modo qualitativo, si basa sulla scelta
di due parametri. Il primo definisce la cosiddetta
soglia di salvaguardia caratterizzata da Ay € [0,1],
J € {S,I,R}, vale a dire la percentuale massima di
denaro che I'individuo & disposto ad impiegare in una
transazione, e il secondo il rischio insito nella tran-
sazione caratterizzato dalla varianza o(t) tramite
una diffusione proporzionale al quadrato della rie-
chezza dell’'individuo. La dipendenza dal tempo della
varianza e stata postulata assumendo che, in pre-
senza di una significativa diffusione dell’epidemia, la
varianza del rischio tende ad aumentare. Questo & in

accordo, per esempio, con le reazioni dei mercati
finanziari che spesso abbiamo osservato durante la
recente pandemia agli annunci dei nuovi numeri di
persone infette nei vari paesi.

Il modello permette di studiare la distribuzione
della ricchezza nella popolazione alla fine dell’evento
pandemico, in dipendenza dai parametri A/,
J € {S,I,R}, e o® caratterizzanti la transazione
finanziaria, che possono essere correlati alla presen-
za della pandemia.

Nel caso di scale temporali piccole, ossia in cui il
tempo di rilassamento nel comportamento degli
individui rispetto all’attivita commerciale & molto
rapido rispetto al tempo di evoluzione della malattia,
e possibile adottare un’approssimazione macrosco-
pica basata sugli stati di equilibrio, soluzioni di
Qs(fr) =0,J € {S,I, R}, che in questo caso risulta-
no essere distribuzioni Gamma inverse, in accordo
con quanto osservato nelle distribuzioni di reddito
sin dalla fine del XIX secolo da parte dell’economista
Vilfredo Pareto. Le code della distribuzione della
ricchezza sono caratterizzate da un decadimento
polinomiale misurato tramite I'indice di Pareto che
assume generalmente valoritra 1.5 e 3, dove a piccoli
valori di tale indice corrispondono disuguaglianze
economiche pit marcate. Per una trattazione estesa
del tema, e per la sua descrizione in termini cinetici,
ci riferiamo al volume [28].

Le disuguaglianze economiche descritte dalle
leggi di potenza di tipo Pareto possono essere ac-
compagnate da ulteriori fenomeni a danno di precise
fasce della popolazione. Un esempio di disuguaglian-
za € quello che si origina da shock economici im-
provvisi, che danneggiano tipicamente la cosiddetta
classe media. Il numero degli individui che formano
la classe media puo essere approssimativamente
misurato in questo contesto come il numero di
persone compreso nell'intervallo definito dal 20%
di individui piu poveri ed il 20% di individui piu
ricchi, che indichiamo con M (t). Eventi di instabi-
lita estrema possono comportare una distribuzione
dei redditi di tipo bimodale, infatti in questi casi la
popolazione tende a dividersi in due gruppi con un
impoverimento della classe media (si veda ad esem-
pio [33]).

Risulta interessante osservare come il modello
precedente, per opportune scelte dei parametri,
porti alla formazione di curve di tipo bimodale, si
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veda Figura 4 a sinistra. In Figura 4 a destra,
riportiamo l'evoluzione della classe media M (%)
corrispondente a due diverse misure del rischio

t
o1(t) = oo(1+al(t), oa(t) = UO<1 + ocJ 1(s) ds>,

0

dove o > 0 misura 'impatto dell’infezione sulla va-
rianza delle transazioni economiche. Possiamo vede-
re chiaramente come le disuguaglianze emergenti
colpiscono principalmente la classe media, che & in
costante diminuzione nel caso 2 in cui il rischio
conserva memoria del fenomeno epidemico e subisce
una diminuzione transitoria nel caso 1.

2.3 — Carica virale e diffusione dell’'epidemia

Come gia osservato, i modelli epidemiologici com-
partimentali classici non tengono conto dei meccani-
smi specifici di trasmissione della malattia. Ad
esempio, € noto come la carica virale veicolata dagli
individui sia alla base della trasmissione dell'infezio-
ne e la sua rilevazione tramite test virali abbia un
ruolo importante nell’attuazione delle misure di
confinamento, come la quarantena degli individui
diagnosticati come infetti.

Motivati dalle considerazioni di cui sopra, in [17,
26] si sono introdotti nuovi modelli matematici per la
descrizione della dinamica del contagio basata sulla
trasmissione della carica virale. Anche in questo

— f§(w)
— fFw)
el

- = Wg

- — @R

1 1.5 2 2.5 3
w

caso, la costruzione del modello si basa sulle meto-
dologie tipiche della meccanica statistica, e in parti-
colare della teoria cinetica. In [26] questo approccio e
stato dedicato allo studio dell’evoluzione del contagio
in una rete di contatti, consentendo di postulare le
dinamiche elementari di trasmissione della carica
virale all'interno dei nodi e le dinamiche di migra-
zione attraverso i nodi e di scalarle in modo formal-
mente rigoroso per ottenere la descrizione macro-
scopica aggregata.

In [17] Papproccio della meccanica statistica ha
permesso di descrivere la diffusione dell’evento
pandemico tramite un modello compartimentale
di tipo SIR, basandosi sulle interazioni tra individui
caratterizzati dalla loro carica virale. In accordo
con la descrizione cinetica della Sezione 2, indicata
con w € [0,1] una misura normalizzata della carica
virale individuale al tempo ¢ > 0, il modello si
propone di studiare l'evoluzione delle densita
frw,t), J € {S,I,R}, e dove il passaggio da un
compartimento all’altro & basato su un meccanismo
dipendente dalla carica virale. Il modello cinetico si
compone di sei equazioni di evoluzione per i suscet-
tibili, gli infetti con carica virale crescente e/o
decrescente, gli individui isolati con carica virale
crescente e/o decrescente, e infine 'equazione di
evoluzione per i recuperati. L’interazione micro-
scopica prevede che, a seguito di infezione, la carica
virale dell’ individuo aumenti fino ad un picco
massimo per poi diminuire come conseguenza di

0 L L ! ! L
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Time

FIGURA 4 — A sinistra distribuzione bimodale della ricchezza nel modello di interazione tra epidemia e ricchezza degli individui e a
destra il fenomeno della contrazione della classe media in seguito all’avanzare dell’epidemia (si veda [18]).
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un processo fisiologico. Questo processo e succes-
sivamente integrato nelle equazioni cinetiche di
evoluzione per le funzioni di distribuzione della
carica virale degli individui in ciascun comparti-
mento, deducendo inoltre un modello macroscopico
per le densita e il momento della carica virale.

2.4 — Progressione dell’infezione e difesa immuni-
taria

In[4]sie considerato un modello caratterizzato da una
popolazione composta da un gran numero di individui,
dove una piccola frazione e infettata e trasferisce il
virus agli individui sani tramite interazioni a corto
raggio. In generale, il contagio dipende dalla frequen-
za dei contatti, dal livello di infezione di ciascun
individuo e dal livello di protezione fisica utilizzato
dagli individui consapevoli del rischio di contagio. La
popolazione complessiva é suddivisa in quattro sotto-
popolazioni caratterizzate dalle distribuzioni

Jr(uj, wi,t),  fr(t), fp(t)

dove u; € [0,1] e w, €[0,1], j,k=1,...,m corri-
spondono, rispettivamente, ad una serie di stati
discreti che misurano la progressione dell'invasione
del virus e al livello di attivazione della difesa
immunitaria.

Ad esempio, #; = 0 rappresenta I'assenza dell’in-
fezione virale, mentre u; > 0 caratterizza la presenza
della malattia, dove valori crescenti di j verso m
corrispondono a stati piu aggressivi. Allo stesso
modo, w; =0 e w,, =1 corrispondono, rispettiva-
mente, alla pitl bassa e alla piu alta attivazione del
sistema immunitario. Di conseguenza fs rappresenta
la distribuzione dei suscettibili mentre f; quella degli
infetti. Nel modello, gli stati fr e fp caratterizzano
rispettivamente gli individui recuperati dall'infezio-
ne, cioe gli individui infetti che riescono a tornare allo
stato j = 1, e il numero di individui della popolazione
infetta che non riescono a recuperare, cioe gli indivi-
dui deceduti che hanno raggiunto lo stato j = m.

La dinamica temporale dei quattro stati funzionali
puo essere ottenuta utilizzando le strutture matema-
tiche generali della teoria cinetica delle particelle
attive (si veda [4]) e risulta in un sistema di quattro
equazioni differenziali, che presenta alcune analogie
con una dinamica compartimentale di tipo SIRD, che
tiene conto anche degli individui deceduti. Successi-
vamente il modello é esteso considerando dapprima il

fS(ulawka t)?

caso di individui ospedalizzati e poi includendo dina-
miche spaziali bidimensionali, basate su equazioni di
trasporto analoghe a quelle discusse nelle Sezioni 3.2
e 3.4 di questa breve rassegna.

3. — Diffusione spaziale dell’epidemia

Dall'inizio dell’emergenza sanitaria da COVID-19,
molti governi hanno adottato una serie di misure per
la riduzione della mobilita degli individui sia su
piccola scala (restrizioni sui luoghi di lavoro, nelle
scuole, nei luoghi di ritrovo) sia su larga scala
(spostamenti tra comuni, regioni, paesi). L'impor-
tanza della componente spaziale nei modelli di tra-
smissione epidemica e dunque essenziale per rap-
presentare correttamente interventi di contenimen-
to spazialmente eterogenei. I modelli classici in
questo contesto si basano sull’assunto generale che
la popolazione segua una dinamica diffusiva in cui le
densita p;(x,t), J € {S,I,R} caratterizzano il nu-
mero di individui nei vari compartimenti nella posi-
zione x € Rd, dove d > 1 e la dimensione spaziale del
problema. La motivazione e che 'operatore di diffu-
sione, opportunamente calibrato per tenere conto
delle disomogeneita naturali o sociali locali (ad
esempio, montagne, fiumi, autostrade) puo descri-
vere il movimento locale delle diverse popolazioni in
modo deterministico, come il limite di un moto
browniano. Per semplicita di notazione, in questa
sezione e nelle successive ometteremo la dipendenza
esplicita dalla posizione, dal tempo (e da altre
variabili sociali) nelle densita degli individui.

Ad esempio, in [34], € stato considerato un mo-
dello diffusivo di tipo compartimentale, per studiare
la pandemia di COVID-19, che include anche gli
effetti della trasmissione dovuta agli asintomatici e
in cui la dinamica diffusiva risulta indipendente dal
compartimento e proporzionale alla densita totale
degli individui p = pg + p; + pp. Semplificando tale
modello alla sola semplice dinamica del SIR possia-
mo scriverlo come

)
% = —Bpspr + Va - (pDsVaps),
pr _ D

(8) o Ppspr — vt + Vi - (PD1Vepy),
)
% =yp; + V- (PDrVupr),
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dove Dy, J € {S,1, R} sono coefficienti di diffusione
corrispondenti ai diversi gruppi di popolazione. Ogni
parametro in (8) puo dipendere dal tempo, dallo
spazio o dai compartimenti del modello. Ad esempio,
il tasso di trasmissione fi(x, t) puo variare in base agli
effetti delle azioni di controllo del governo, come
I'uso obbligatorio di mascherine, la chiusura di
specifiche attivita lavorative/scolastiche, o il lock-
down totale.

Come gia osservato nella Sezione 2.1, un aspetto
delicato nel caso di modelli epidemici dipendenti da
ulteriori variabili, quali lo spazio, e la definizione di
numero di riproduzione effettivo. Nel caso di un
singolo compartimento di infetti, come nel sistema
(8), possiamo utilizzare 'analoga espressione di (4)
integrando rispetto allo spazio, mentre qualora i
compartimenti di infetti siano molteplici (ad esempio
includano anche individui in fase di incubazione e
asintomatici) tale generalizzazione non e immediata.
Rimandiamo alla discussione in [8, 34] per maggiori
dettagli.

Utilizzando il modello epidemiologico diffusivo
in [34], gli autori hanno simulato numericamente la
diffusione dell’epidemia di COVID-19 in Lombar-
dia a partire dal 20 febbraio 2020, tenendo conto
delle varie restrizioni e rilassamenti governativi
che si sono verificati. Recentemente tale modello &
stato generalizzato attraverso una formulazione
basata su equazioni differenziali con ritardo allo
scopo di caratterizzare la fase di incubazione della
malattia [22].

3.1 — Un modello strutturato per eta e posizione

Un modello per la pandemia di COVID-19 in cui le
densita funzionali dipendono da piu parametri e
stato introdotto in (15). In tale modello, che include
anche i dati degli ospedalizzati e che noi considere-
remo nel contesto semplificato della compartimen-
talizzazione SIR, le densita numeriche di suscettibi-
li, infetti e recuperati f;(x,a,t), J € {S,I,R} sono
dipendenti sia dall’'eta a € A C R che dalla posizio-
nex e RY d=1,2

Il modello assume una dinamica di traspor-
to degli individui con velocita vy =wvy(x,a,t),
J € {S,I,R} in cui 'azione della diffusione e origi-
nata da un termine epidemico non locale che,
ignorando i processi di invecchiamento e morte,

puo essere scritto nella forma

B Ve toshs) ~ K(fs. i)
O D, (of) = K ) -0
9

ot + Ve (vrSR) = /T,
dove il tasso con cui gli individui si infettano e
definito da

K(fS?.fI)(xa a, t) =

=ﬁwﬂﬁj JmﬁmﬂﬂMMWmemﬂ%-
R, JA

Ad esempio, una funzione f(x,x.,a,a.,t) che si
annulla quando |l — x.|| > ¢, per una data distanza
6, definisce la massima distanza di trasmissibilita del
virus. Ne consegue che nel sistema (9) la velocita
dell'infezione é infinita entro la distanza 6 e che, per
questa caratteristica, il modello si presta alla descri-
zione di fenomeni di contagio su scale piccole, tipiche
della dinamica dei pedoni [16]. Piu in generale, e
ragionevole considerare anche situazioni in cui il
suddetto limite 6 e dipendente dall’eta e/o dallo
spazio. Infatti, questo permette la considerazione
specifica di ambienti in cui individui di eta diverse
hanno comportamenti diversi. Si vedano a questo
proposito anche le referenze [2, 3]. Utilizzando il
modello descritto in [15], gli autori, con I'ausilio di
diverse simulazioni numeriche, hanno evidenziato
I'importanza delle dinamiche di quarantena e il
potenziale incremento del tasso di mortalita in
assenza di limitazioni allo spostamento dei soggetti
infetti.

3.2 — Collisioni e modelli epidemaiologici

Una interessante connessione fra il classico modello
SIR e le equazioni cinetiche di tipo Boltzmann e
stata recentemente osservata in [32]. In questo
lavoro, il modello SIR di Kermack e McKendrick
non e stato derivato da un punto di vista fenomeno-
logico e qualitativo, bensi dedotto rigorosamente
tramite un parallelo tra un insieme di individui che
interagiscono in un ambiente e la dinamica collisio-
nale di una mistura di particelle elastiche di tre
specie differenti, interagenti in modo binario [14].
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In accordo con la teoria cinetica classica, viene stu-
diato un sistema di N sfere rigide di massa unitaria e
diametro ¢ > 0, che si muovono nello spazio in
dimensione d = 2,3 e interagiscono attraverso urti
elastici. Ogni particella si muove liberamente con
velocita costante, e quandoi centri,xex, € Rd, delle
due sfere arrivano a distanza 2¢ si scontrano e le
velocita in entrata, v e v, € Rd, si trasformano
istantaneamente in velocita in uscita, tramite le
classiche relazioni

/

V=v-—ow-v-v), V.=v+ow (v-2v.)),

con w = (x —x.)/|x — x.| versore unitario diretto
come la congiungente i due centri.

La derivazione del modello SIR richiede diverse
assunzioni. Esistono tre diverse specie di particelle,
S, 1 e R, che rappresentano i suscettibili, gli infettie i
recuperati. In caso di collisione tra una particella di
tipo S e una particella di tipo I, la reazione

S+I1—->1+1

avviene istantaneamente con velocita f € [0, 1]. Tut-
te le altre collisioni non cambiano il tipo di particella.
In aggiunta, un decadimento I — R si verifica con
velocita y € [0, 1] . La dimensione della popolazione e
fissata (nessun decesso) e l'infezione implica una
completa immunita. Infine, per semplicita, ff e y sono
costanti.

Nel limite di Boltzmann-Grad sul sistema di
sfere rigide in esame, denotando le funzioni di
distribuzione di una particella con f; = fr(x,v,1),
J € {S,I,R}, si ottiene un sistema di equazioni
integro-differenziale di tipo Boltzmann spazial-
mente non omogenee, nella forma

%§+wvH@ZMﬁJ%%QA&ﬁ%
(10) %Jerv'Vxﬁ =Q(f1,f) + B+ (fs, J1) — v/1,
%w-wﬁe =Q(r, f) + /1,

dovef =fs +fi +fre Q(.") = Q(.-)(x,v,t) & Fope-
ratore collisionale di Boltzmann che puo essere
espresso nella forma @ = Q. — Q_, con @, la sua
parte positiva. Nel caso spazialmente omogeneo
fr=fiwt),J € {S,I,R}, e assumendo che la pro-
babilita di un interazione non dipenda dalle velocita

(potenziale di interazione di tipo Maxwelliano), le
densita J(t) = [zafr(v,t) dv, J € {S,I, R}, soddisfa-
no il modello SIR classico.

Come osservato dagli autori, questa descrizione
puo essere facilmente adattata per indagare situa-
zioni diverse. Esempi sono la presenza di condizioni
al contorno o di potenziali esterni, 'imposizione di
vincoli spaziali interni o 'aumento locale della den-
sita. Rimandiamo a [32] per ulteriori dettagli.

3.3 — Modelli epidemici di spostamento su reti

Un modello spazialmente dipendente, appositamen-
te disegnato per una dinamica su reti di connessioni
tra citta, paesi o altre aree geografiche, e stato
sviluppato in [7]. Una rete o un grafo connesso
G=(N,A) e composto da due insiemi finiti: un
insieme A di N nodi (o vertici) e un insieme A di A
archi (o bordi), tali che un arco collega una coppia di
nodi. Gli archi sono bidirezionali, poiché il grafico
non e orientato, ma un orientamento artificiale deve
essere fissato per definire un segno per le velocita e
quindi per i flussi [29].

Descrivendo il modello sempre nel contesto sem-
plificato SIR, gli individui di ogni compartimento
sono suddivisi nelle classi, J*(x,t), J € {S,I,R},
x €  C R, che si spostano lungo gli archi Q. € A,
k=1,...,A della rete con velocita caratteristiche
+/; (eventualmente dipendenti dall’arco). Inoltre
soloneinodix; € N,i=1,...,N dellarete si consi-
dera una parte stazionaria della popolazione, indica-
ta con J(x;,t), J € {S,I,R}. Le densitd comparti-
mentali totali sono definite come la somma di tutte le
componenti dei sottogruppi

S=8t+8+8° I=I"+I"+I°, R=R*+R +R’

I1 modello di trasporto epidemico per i pendolari,
associato ai tempi di rilassamento 7;, J € {S,I, R},
su ogni arco ha la forma

0S* OS* 1

o - + il F _ Q+
or T gy = TS D45 (ST —8%),
or+ or+ 1
11) =— - + o JE T (TF _7E
(1) = Ay = F(S*.1) =1 +2U(1 ),
OR* . OR* . 1 .
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F1cura 5 - Andamento stimato della diffusione di COVID-19 in Lombardia durante la prima ondata del virus nei giorni 12 marzo 2020
(sinistra) e 27 marzo 2020 (destra). Il raggio dei nodi nella rete e la larghezza degli archi & proporzionale alla quantita di persone

infette totali, compresi gli individui asintomatici (si veda [8]).

Questo sistema e accoppiato con un classico modello
SIR, che descrive l'evoluzione della popolazione
stazionaria di non pendolari nei nodi

0
%:—F(SO,I),
dr® 0 0
(12) o~ FSLD =,
dR°
@ =

La funzione di incidenza F', & definita come

gl

F (g ’ I ) - ﬂ ].—F—KI ’

dove f e il tasso di trasmissione e il parametro x
agisce come coefficiente di smorzamento dell’'inciden-
za basato sul comportamento autoprotettivo dell’'in-
dividuo, che nasce dalla consapevolezza del rischio
associato all’epidemia. Si noti che il caso bilineare
classico corrisponde ax = 0. Rimandiamo a[1, 13] per
maggiori dettagli sulla derivazione di funzioni di
incidenza della forma (13). Nel modello (11)-(12) tutti
i parametri epidemici possono dipendere dalla posi-
zione nell’arco, dal nodo e dal tempo ¢ > 0.

(13)

Una delle caratteristiche della dinamica dei
pendolari in (11) e la sua natura multiscala che
consente di descrivere diversi regimi in cui pre-
valgono le dinamiche di trasporto iperboliche op-
pure quelle diffusive paraboliche. Da un punto di
vista formale, si puo dimostrare che, introducendo
i coefficienti di diffusione D; = /57;,J € {S,I,R}
e considerando il limite 7; — 0, mantenendo i
coefficienti di diffusione D; finiti, il modello de-
scrive il comportamento diffusivo lungo gli archi
della rete dei modelli epidemici classici dipendenti
dallo spazio. Ad esempio, scegliendo i tempi di
rilassamento inversamente proporzionali al nume-
ro complessivo di individui che si spostano sulla
rete, si ritrova il sistema diffusivo (8) nel caso
d = 1. Questo approccio & stato successivamente
esteso in [8] a dinamiche compartimentali realisti-
che che includono anche gli individui in fase di
incubazione della malattia e gli asintomatici in un
contesto con dati incerti. Uno dei vantaggi del
modello & quello di poter essere naturalmente
interfacciato con i dati utilizzando le matrici di
spostamento dei pendolari tra le diverse citta. In
Figura 5, si riporta il comportamento del valore
atteso del numero complessivo di infetti, inclusi gli
asintomatici, nella diffusione di COVID-19 in
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Lombardia nei giorni 12 marzo 2020 (sinistra) e 27
marzo 2020 (destra). Per maggiori dettagli faccia-
mo riferimento a [7, 8].

3.4 — Verso modelli di spostamento realistici multi-
scala

Modelli di trasporto multiscala bidimensionali sono
stati introdotti in [9]. Tali modelli generalizzano le
dinamiche di spostamento di pendolari e non pendo-
lari al caso di direzioni arbitrarie nello spazio e
consentono l'utilizzo di informazioni geografiche mol-
to dettagliate su scale diverse. Definiamo con Q C R?
un’area geografica bidimensionale di interesse. Con-
siderando una semplice dinamica SIR, denotiamo
COIlfS :fS(xvvvt)’fI :f](%,?),t) efR :fR<90,’U,t), le
densita cinetiche degli individui pendolari suscettibi-
li, infetti e recuperati in posizione x con velocita
v € 8!, la circonferenza di raggio unitario, al tempo
t > 0. Contestualmente il modello utilizza anche di-
stribuzioni spaziali della popolazione non pendolare
SO(x,t), I°(x,t) e R(x,t), che consentono di model-
lizzare le dinamiche su scala urbana ed evitare lo
spostamento indesiderato di tutta la popolazione.

Il numero di individui pendolari suscettibili, in-
fetti e recuperati puo essere ottenuto tramite inte-
grazione sullo spazio di velocita

Jc(x,t)zij f@t)dv, Je{S,IR).

27 )5t

In questa impostazione, le densita dei pendolari
soddisfano le equazioni di trasporto

L Vo (usf) = ~FUfs 1)+ = (5 o),
S
1) L9, i) = PO D) = fi+ U=,
Ifr

Vi G, (onfi) = 1y + = (Re~fo).
TR

dove le densita totali sono definite dalla somma delle
popolazioni pendolari e non pendolari

S=8S.+80,I=1.+1y, R =R, + Ry.

Le densita dei non pendolari, che agiscono solo su
scala locale, soddisfano la seguente dinamica di
diffusione

88—8;0 = —F(So,]) + V, - (stxSO),
ol
(15) ﬁZF(SoJ) —ydo + Vi - (D1Vedy),
OR
6—150 =ylo+ V- (DrRV.Ry).

Nel modello multiscala risultante (14)-(15), che ac-
coppia dinamiche di trasporto dei pendolari su scala
extra urbana con dinamiche diffusive dei non pen-
dolari su scala urbana, le velocita vy = 4;v,1tempi di
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F1GURA 6 — Principali direzioni di spostamento caratterizzate dalle quantita A (x),J € {S, I, R} relative allaregione Emilia-Romagna

(sinistra) e alla regione Lombardia (destra). Si vedano [6, 9].
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FIGURA 7 — Andamento delle curve cumulative /(t) + R(t) stimate e dei dati nelle principali province della regione Emilia-Romagna
dal 1 marzo al 10 marzo (sinistra), e andamento del valore atteso di tali curve nelle principali province della regione Lombardia dal 27
febbraio al 22 marzo nel caso di dati incerti con banda di confidenza al 95% (destra). Si vedano [6, 9].

rilassamento 7; e i coefficienti di diffusione Dy,
J € {S,1,R}, tengono conto dell’eterogeneita delle
aree geografiche e possono essere scelti in funzione
della posizione spaziale e del tempo. Il limite di
diffusione del sistema (14) puo essere formalmente
ottenuto introducendo i coefficienti di diffusione
D; = %i?ri, con J € {S,I,R}, e mandando 7; — 0
con D; fissato. Tale limite consente di rendere
indistinguibili le dinamiche di pendolari e non pen-
dolari all'interno delle aree urbane.

Il modello originariamente introdotto in [9] e
stato successivamente esteso a strutture comparti-
mentali adatte a descrivere la pandemia di COVID-
19 con linclusione di individui asintomatici e in
presenza di dati affetti da incertezza [6]. Tramite
tale modello, in particolare, si e simulato ’andamen-
to delle prime fasi dell’epidemia in Italia nelle re-
gioni Emilia-Romagna e Lombardia. In Figura 6
riportiamo le principali direzioni di spostamento
nelle regioni e in Figura 7 'andamento delle curve
cumulative di infetti e recuperati stimate dal model-
lo nelle principali province. Si vedano [6, 9] per
maggiori dettagli.

4. — Cenni conclusivi

In questo breve sunto si sono identificati e descritti
alcuni recenti contributi volti alla costruzione di

modelli matematici atti a descrivere dinamiche so-
ciali in ambito epidemiologico tramite equazioni alle
derivate parziali. Vista la grande mole di letteratura
scientifica prodotta a livello mondiale a seguito della
recente pandemia, ci siamo focalizzati sui contributi
dati da gruppi di ricerca italiani. Chiaramente,
quanto presentato non rende giustizia alla ricerca
matematica sul COVID-19 svolta in Italia in questo
biennio (si vedano [12, 20-22]), ricerca che ha pro-
dotto numerosi contributi anche sugli aspetti mate-
matici legati al controllo e alla quantificazione del-
I'incertezza nell’evoluzione epidemica. Per quanto
riguarda queste tematiche, facciamo riferimento ai
lavori [2, 3, 10] e al recente articolo di rassegna [1].

Come abbiamo cercato di evidenziare, 'apporto
di metodologie ispirate dalla meccanica statistica
allo studio di problemi di epidemiologia ha permesso
di integrare i modelli classici compartimentali con
diverse dinamiche sociali in modo naturale e consi-
stente da un punto di vista fisico. Questo ha permes-
so di modellizzare sia gli effetti a breve termine degli
interventi non farmaceutici nel contenimento della
pandemia, che le possibili conseguenze a lungo
termine sul tessuto economico. A questo riguardo,
ad esempio, il modello SIR sociale in Sezione 2.1 &
stato testato in un progetto pilota svolto in collabo-
razione con I’Azienda di Tutela del Territorio della
Provincia di Pavia. Utilizzando un set di dati detta-
gliato fornito dall’Agenzia, la collaborazione ha per-
messo di fornire indicazioni sulla pianificazione a
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tempi brevi dei fabbisogni delle infrastrutture sani-
tarie della Provincia [35, 36].

Analogamente, le dinamiche spaziali possono es-
sere studiate con l'ausilio di modelli ispirati a pro-
cessi diffusivi derivati dal moto browniano degli
individui su scala piceola e tramite dinamiche di
trasporto piu adatte su scale maggiori, dove le
direzioni caratteristiche del moto giocano un ruolo
importante. Per brevita di trattazione, abbiamo
ignorato gli aspetti legati alla soluzione numerica
dei modelli presentati, aspetti che nel caso dei
modelli multiscala dipendenti dallo spazio sono di
fondamentale importanza al fine di allineare i risul-
tati con i dati disponibili (si vedano [6, 9, 22, 34]).

Concludiamo osservando come in un fenomeno
complesso quale la recente pandemia di COVID-19
moltissimi siano ancora i problemi aperti, gli aspetti
ancora non compresi e le limitazioni dei modelli qua
presentati. Rimandiamo alla bibliografia allegata
per maggiori approfondimenti.
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