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Louis Nirenberg, qualche ricordo
personale di lavoro e amicizia

ITALO CAPUZZO DOLCETTA
E-mail: i.capuzzodolcetta@gmail.com

Non ricordo con certezza la data del mio primo in-
contro con Louis Nirenberg, probabilmente a Roma
in occasione di un suo seminario presso I'Istituto di
Matematica a cui partecipavo come borsista CNR
nei miei primi anni di post-laurea. Ricordo bene in-
vece di non avere risposto agli inviti da lui spesso
rivolti al pubblico di interromperlo durante l'e-
sposizione per chiarimenti o dubbi. Il suo aspetto
severo, la difficolta degli argomenti matematici (se
non ricordo male le stime di regolarita da lui stabilite
in collaborazione con Agmon e Douglis) suggerivano
in me un certo senso di inadeguatezza e comunque di
riverenza.

A quell’epoca, da poco laureatomi su argomenti di
ottimizzazione e di analisi convessa non avevo infatti
avuto l'occasione di studiare suoi articoli, pur ov-
viamente conoscendo il suo nome come quello di uno
tra i pitt eminenti cultori di equazioni alle derivate
parziali, professore al mitico Courant Institute della
New York University.

In quegli anni una importante occasione di in-
contro tra numerosi giovani (allora!) analisti della
mia generazione con conferenzieri italiani e stranieri
erano i convegni periodici SAFA, acronimo di Se-
minario di Analisi Funzionale e Applicazioni, il pri-
mo dei quali si svolse nella nuova Universita della
Calabria ad Arcavata.

Il terzo convegno della serie si svolse a Bari
nel 1979 su temi di analisi nonlineare: tra i do-
centi c’era Louis Nirenberg che presento una

Accettato: il 27 ottobre 2020.

ampia panoramica di idee e metodi nel suo mini-
corso (V).

Il formato del seminario e 'atmosfera informale
stabilitasi tra i partecipanti e qualche cena sociale
permise a me, e sicuramente anche ad altri tra noi,
di riconoscere in Louis una persona di gentilezza
squisita, cordiale e curiosa di conoscere le persone
nei loro interessi matematici e pit in generale cul-
turali, inclusi gli aspetti gastronomici!

Ricordo che mi chiese di parlargli dei miei progetti
di lavoro: avevo qualche idea ancora molto prelimi-
nare riguardo le soluzioni generalizzate nel senso
delle misure di Young in teoria del controllo ottimo e
delle equazioni di Hamilton-Jacobi-Bellman. Credo

(*) The use of topological, functional analytic, and varia-
tional methods in nonlinear problems. Confer. Sem. Mat.
Univ. Bari No. 163-168 (1979).
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che gli argomenti non fossero di grande interesse
per lui ma mi ascolto gentilmente e dopo una con-
versazione pit lunga di quello che avevo immaginato
mi suggeri che 'approccio giusto alla ricerca mate-
matica dovesse essere quello di affrontare i problemi
che di volta in volta suscitavano il mio interesse: if
you like it, just do it!

1. — Una breve visita al Courant Institute

Anni dopo, nel 1982, ero visitatore per un anno con il
supporto di una borsa CNR-NATO presso 1'Uni-
versita del Maryland a College Park. Gia nel primo
periodo del mio soggiorno Craig Evans mi illustro
con grande chiarezza ed entusiasmo i risultati di un
suo recentissimo lavoro con Mike Crandall e Pierre-
Louis Lions (*) in cui veniva rielaborata la teoria
della buona posizione per equazioni alle derivate
parziali nonlineari del prim’ordine di tipo Hamilton-
Jacobi quali ad esempio

(1.1) H(Vu) +u = n(x)

basandosi su una definizione di soluzione in senso di
viscosita in qualche modo pitt maneggevole di quella
originalmente introdotta qualche tempo prima.

Questa fortunata circostanza mi consenti di
riuscire a provare rigorosamente un risultato di
convergenza di soluzioni di problemi approssimati
in tempo discreto, problematica su cui lavoravo
da qualche tempo, in seguito sviluppata in col-
laborazione con Hitoshi Ishii(®), ed insieme con
Craig Evans di fornire una soluzione completa del
problema di controllo noto come optimal swit-
ching .

() M. G. CraNDALL, L. C. Evans, P. L. LioNs, Some
properties of viscosity solutions of Hamilton-Jacobi equa-
tions, Trans. Amer. Math. Soc. 282 (1984).

() I. CAPUZZO DOLCETTA, On a discrete approximation of
the Bellman equation of deterministic control theory, Appl.-
Math.Optim. 10 (1983) I. Caruzzo DorceETTA, H. IsHIL,
Approximate solutions of the Bellman equation of determi-
nistic control theory, Appl.Math.Optim. 11 (1984).

*) I. CAPUZzOo DOLCETTA and L. C. EvaNs, Optimal
switching for ordinary differential equations, SIAM J. Op-
tim. Control 22 (1984), 1133-1148.

In questo contesto fruttuoso della mia attivita
mi arrivo molto gradito I'invito di Louis Nirenberg
per una breve visita con annesso seminario al
Courant.

Dando forse un po per scontato che la nozione di
soluzione viscosita fosse nota al pubblico dei pre-
senti, scelsi di richiamarla brevemente nella ver-
sione che mi sembrava, per cosi dire, pili economica:
quella basata sul testare 'equazione con i sotto e
sopra gradienti di funzioni semicontinue. Cio per
dare maggiore spazio alla presentazione dei miei
recenti risultati che riguardavano prevalentemente
applicazioni a problemi di controllo.

Nel suo studio, dopo il seminario ed un caffe nella
lounge room all’'ultimo piano dell’edificio di Mercer
Street, Louis mi chiede di spiegargli meglio la no-
zione di soluzione viscosita.

Dopo un attimo di esitazione decido di provare a
rispondere alla sua domanda comiciando con lo
scrivere sulla lavagna la approssimazione viscosa
(1.2) —eAuw' + H(Vu®) + u® = n(x)
dell’equazione (1.1). Mentre (1.1) e una equazione
alle derivate parziali del prim’ordine completamente
nonlineare per la quale e ragionevole non aspettarsi
soluzioni regolari, la (1.2) e, per ¢ > 0, una equazione
ellittica quasi lineare dotata di soluzioni regolari.

Almeno formalmente ci si puo aspettare che se
esistesse una funzione u limite per ¢ — 0" delle u*
questa dovrebbe essere una soluzione di (1.1) in
qualche senso debole.

La scelta di introdurre 'operatore di Laplace si
rivela una buona idea! Louis sembra molto piu in-
teressato di prima: “one can get estimates in the sup
norm and also in Holder seminorms, uniformly in ¢
through the Maximum Principle”.

Mi ritornarono in mente quelle parole qualche
anno dopo quando ascoltai dalla sua viva voce du-
rante una cena parigina la sua celebre battuta “I
made a living off the Maximum Principle”.

E cominciamo a parlare di come, se la funzione
continua % € un limite per sottosuccessioni delle u*,
come garantito dal teorema di Ascoli-Arzela, allora
per ogni funzione test v € C? e per ogni punto xy di
massimo locale di  — v si ha

Vur(ah) = Volah) | —Aut(ah) = —Av(a)
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in punti &, vicini a 2o e quindi
o(as) + H(Vo(ah)) < edo(a) + ().
da cui segue, se H e n sono continue, che
v(x0) + H(Vv(xy)) < n(wxy)

e cioé u verifica la definizione di sottosoluzione vi-
scosita di (1.1) data nel lavoro di Crandall-Evans-
Lions citato sopra.

La curiosita suscitata in Louis ci porta poi a
parlare delle notevoli proprieta di paragone fra sotto
e sopra soluzioni, di unicita e stabilita delle soluzioni
viscosita.

Molti anni dopo Louis scrivera con L. Caffarelli e
Y.Y. Li una serie di articoli su soluzioni di viscosita
singolari di equazioni ellittiche del second’ordine (°)
che hanno fornito idee importanti per successivi miei
lavori in collaborazione con A. Vitolo (°).

Nel corso di questa bella conversazione mi faccio
I'idea, che sara confermata nelle nostre future fre-
quentazioni, che la forma di comunicazione mate-
matica preferita da Louis era quella diretta, alla la-
vagna, discutendo informalmente con speciale at-
tenzione alla illustrazione di risultati generali su
modelli semplici ma fondamentali.

2. — Molti anni dopo: problemi ellittici indefiniti

All’inizio degli anni ’90, in una conferenza nel quadro
del Seminario di Equazioni Differenziali presso il
Dipartimento di Matematica della Sapienza, Henri
Berestycki aveva citato tra l'altro risultati di esi-
stenza o non esistenza di soluzioni positive per I'e-
quazione ellittica semilineare

in Q

(2.1) —Au + m(x)u = a(x)uP

(®) L. A. CAFFARELLL Y. Y. L1 and L. NIRENBERG, Some
remarks on singular solutions of nonlinear elliptic equations.
IIT: viscosity solutions, including parabolic operators,
Comm. Pure Appl. Math. 66 (2013), pp. 109-143.

(® 1. CaPuzzo DoLCETTA and A. VitToLo, The weak
Maximum Principle for degenerate elliptic operators in
unbounded domains, Internat. Math. Res. Notices 2018, n.
2, Pages 412-431.

n+2 C
, con condizioni

n—2

di Dirichlet, di Neumann oppure di Robin al bordo

dell’aperto limitato e regolare Q di R".

I risultati citati riguardavano i casi in cui il coef-
ficiente a della nonlinearita era positivo (o sempre
negativo) in tutto il dominio Q.

Dopo il seminario chiedo ad Henri se conosce ri-
sposte nel caso in cui a cambia segno all'interno del
dominio: trova il problema interessante, mi dice che
ne vorrebbe parlare con Louis Nirenberg che
avrebbe incontrato prossimamente. Ovviamente la
prospettiva di una collaborazione anche con Louis mi
attrae moltissimo e comincia allora uno scambio di
fax manoscritti tra New York, Parigi e Roma.

Uno strumento utile per ricavare condizioni
necessarie si rivela presto essere la relazione dif-
ferenziale

a crescita sottocritica 1 < p <

div {w(%) (uVo — vVu)] =

_ W(%)(uAv—vAu) +y//<£>u2\v<§>\2,

valida per generiche funzioni y € C', u,v € C? con
u > 0, in cui Louis riconosce, nel caso particolare
w(t) = t, una classica identita dovuta a M. Picone .

Nell’esempio modello di condizioni di Neumann
la condizione necessaria trovata, che si rivelera poi
anche sufficiente per I'esistenza di soluzioni, & che a
cambi segno e che [, adr < 0.

In questa disuguaglianza integrale su a non tra-
spariva il ruolo importante della autofunzione prin-
cipale ® del problema in considerazione (nel caso di
condizioni di Neumann infatti ® = 1) ma questa os-
servazione suggeriva tuttavia che per uno studio
completo dell’esistenza di soluzioni positive di (2.1)
fosse opportuno considerare l'equazione parame-
trizzata da t

—Au + [m(x) — tju = a(x)u” in Q,

(2.2)
Bu=0 suodQ

dove B indica la condizione al bordo considerata.

(") M. P1CONE, Sui valori eccezionali di un parametro da
cui dipende un’equazione differenziale ordinaria del secondo
ordine, Ann. Scuola Norm. Pisa (1910) 11, 144.
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Assumendo che T'operatore lineare —A + m(x)
con la condizione al bordo B = 0 abbia 0 come au-
tovalore principale, ovvero che esista ® > 0 tale che

—A®+m(x)® =0 inQ B® =0 suoQ

)

e che a cambi segno in Q con [,a®”*! dx <0, si
ottiene con un metodo di massimizzazione vincolata
in spazio di Sobolev il risultato di esistenza di tipo
Fredholm nonlineare:

esiste t* > 0 tale che il problema (2.6) ha soluzione per
0 < 7 < 7" mentre non esiste soluzione per > t*.

Questo risultato & parte del lavoro (%), pubblicato
con mio grande piacere su NoDEA, che ha consen-
tito di generalizzare e inquadrare in un approccio
unificato vari risultati su problemi ellittici con non-
linearita indefinite. (°)

La nostra collaborazione si & svolta in questa oc-
casione interamente per corrispondenza: Louis ha
messo nella collaborazione molte idee e consigli, e
questo non sorprende, ma non solo questo: ho ap-
prezzato enormemente il suo lavoro di redazione, la
verifica puntuale dei testi mandatigli da me o da
Henri e sopratutto la magnifica modestia “please
check carefully the proof of this lemma...” con la
quale accompagnava i suoi fax manoscritti (pur-
troppo non li ho conservati!).

Quasi in contemporanea con la conclusione di
questo lavoro Louis ci propone di continuare la ricerca
su problemi ellittici di tipo indefinito avendo in mente
di preparare un lavoro che gli era stato chiesto di
contribuire per un fascicolo speciale di Topological
Methods in Nonlinear Analysis dedicato a Jean Le-
ray. La sua proposta era quella di studiare il problema

(2.3) in Q
(2.4) su 0Q

u>0, Lu+a(x)g(u)=0

Bu=0

nel caso di un operatore differenziale del secondo
ordine L in forma non divergenziale

Lu = Tr(A(x)V*%) + b(x) - Vu + c(2)u

() H. BERESTYCKI, I. CAPUZZO DOLCETTA, L. NIREN-
BERG, Variational methods for indefinite superlinear homo-
geneous elliptic problems, NoDEA 2 (1995) 553-572.

(®) C. BANDLE, M.A. Pozio, A. TEusEl, Existence and
uniqueness of solutions of nonlinear Neumann problems.
Math. Z. 199 (1988), no. 2, 257-278, S. ALAMA, G. TARANTELLO,
On semilinear elliptic equations with indefinite nonlineari-
ties. Cale. Var. Partial Differential Equations 1 (1993), no. 4,
439-475.

con matrice A(x) uniformemente ellittica, nonli-
nearita g con una precisa crescita polinomiale sot-
tocritica all'infinito e a regolare e di tipo indefinito
come nel lavoro sopradescritto.

Le condizioni al bordo prese in considerazione
erano quella di Dirichlet oppure di derivata co-
normale nulla.

A causa della generale struttura di L il problema,
al contrario di quello considerato precedentemente,
non ammette un approccio variazionale e quindi la
proposta di Louis era stata di affrontare la questione
di esistenza di soluzioni usando il metodo della teoria
del grado topologico.

Il progetto era naturalmente molto attraente ma
non nascosi il fatto che a quell’epoca non avevo al-
cuna esperienza su quei metodi, a parte la risolubi-
lita tramite grado e/o teorema di Brouwer di sistemi
di equazioni nonlineari e disequazioni quasi varia-
zionali in dimensione finita.

Saro sempre grato a Louis per avermi inco-
raggiato ad affrontare quegli argomenti: quell’e-
sperienza si rivelo molto importante e apri a me e
alle mie collaboratrici di allora la strada ad af-
frontare problematiche che fino a quel momento non
avevo preso in considerazione né avrei avuto gli
strumenti per farlo. (%)

Il cuore della ricerca sarebbe stato, secondo i
dettami della teoria del grado di Leray-Schauder,
quello di stabilire una stima a priori

(2.5) O<u<C

per I'insieme delle possibili soluzioni % del problema
(26) wu>0, Lu+a(x)g(u)+p=0 inQ
(2.7) Bu =0 suoQ

con C costante dipendente da L, a, g, 2 ma non da u
né da p, superando le difficolta dovute al fatto che il
coefficiente a potesse cambiare segno in Q, situa-
zione che male si accorda con il Principio di Massimo.

Il primo compito assegnatomi da Louis fu quello,
impegnativo, di leggere un importante lavoro di

(1% I. BiriNDELLI, I. CAPUZZO DOLCETTA, A. CUTRI,
Liouville theorems for semilinear equations on the Heisen-
berg group, Ann. Inst. Henri Poincaré, Analyse Non Liné-
aire, 14, 3 (1997), A. Cutrl, F. LEoNI, On the Liouville
property for fully nonlinear equations, Ann. Inst. Henri
Poincaré, Analyse Non Linéaire, 17, 6 (1998).
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Gidas e Spruck (') che garantiva la validita della
stima nel caso di un coefficiente « < 0 e p > 1 e mi-

L. N
nore dell’esponente critico . + 5

In seguito abbiamo avuto 'opportunita di passare
Henri ed io una settimana al Courant e con varie
giornate di intenso lavoro, Louis infaticabile spesso
alla lavagna, si arrivo a definire I'ossatura del lavoro
la cui stesura completa richiese ancora un tempo non
trascurabile. (1%)

Di quella settimana ricordo anche una bella pas-
seggiata con Louis a Brooklyn e una storiella che mi
racconto in quella occasione e che ancora oggi mi fa
sorridere: come premi di una lotteria organizzata
nella comunita ebraica di quel quartiere era stato
stabilito di offrire al primo estratto una settimana di
vacanza a Filadelfia, due settimane al secondo
estratto, al terzo tre settimane e cosi via...

Tornando alla stima a priori, la dimostrazione
adottata era per assurdo: si suppone che (2.5) sia
falsa e che esista quindi una successione di soluzioni
positive u; tali che per j — +o0

M; = max s u;(x) = u;j(w;) — +oo

Per derivare una contraddizione si usa il metodo di
4j
con opportune scelte del fattore di riscalamento /;

x
blow-up introducendo nuove coordinate y =

e le funzioni v;(y) = ]%'Mj(ljy + ;) che verificano
0< v; < 1. J

Dato che Q e limitato si puo supporre che la suc-
cessione x; converga ad un punto xy € Q e I'analisi di
blow-up, effettuata sotto I'ipotesi che I'insieme degli
zeri di a fosse interamente contenuto in Q e che
Va(x) # 0 su tale insieme, richiedeva di esaminare
tre casi a seconda della posizione del punto limite x.

In ogni caso la funzione limite v si trovava a ve-
rificare, dopo opportuni cambi lineari di variabili,
una equazione del tipo

(2.8) v>0, Av4+" =0

in tutto R" oppure in un semispazio (con le appro-
priate condizioni al bordo) nel caso in cui xy € Q e

('Y B. GIpas, J. SPRUCK, A priori bounds for positive solutions
of nonlinear elliptic equations, Comm. Partial Diff. Eq. 8 (1981).

(*3) H. BERESTYCKI, I. CAPUZZO DOLCETTA, L. NIREN-
BERG, Superlinear indefinite elliptic problems and nonlinear
Liouville theorems, Topological Methods in Nonlinear Ana-
lysis, Vol. 4 (1994).

a(xo) # 0 oppure xy € 0Q.

Nel caso, certamente possibile per il problema
indefinito, in cui a(xp) = 0 'equazione di blow-up
risultava invece

(2.9) v>0, Av+ 2,0’ =0 in tutto R".

La contraddizione cercata e originata dalla validita
di forme nonlineari del classico Teorema di Liouville
sulle funzioni armoniche intere che garantiscono, se

n+2 n+2
n_znelcaso(Z.S)esel<p<n_1

problema (2.9), che 'unica soluzione limitata nel-
I'intorno dell’origine di questi problemi e la funzione
videnticamente nulla, il che contrasta con il fatto che
per costruzione v;(0) = 1 per ogni j.

Il risultato di rigidita necessario per trattare il
caso (2.9) non era disponibile in letteratura ed e stato
ottenuto nel nostro lavoro come conseguenza di un
nuovo, generale teorema di tipo Liouville per la di-
sequazione differenziale

(2.10) Av+h(x)’ <0, xeX

l1<p< per il

dove ¥ & un cono di R" con vertice nell’origine.
Questo risultato valido sotto restrizioni su p di-
pendenti dalla crescita polinomiale della funzione
non negativa £ all'infinito, da » e dall’apertura del
cono misurata tramite I'autovalore principale del-

Con Louis e Umberto Mosco
[Nonlinear PDE’s, Roma Settembre 2008].
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Nel 2015 con Daniele Cassani a Roma, Terme di Diocleziano.

I'operatore di Laplace-Beltrami su > N 8" asseri-
sce che l'unica soluzione non negativa e limitata
nell'intorno dell’origine del problema (2.10) e la
funzione identicamente nulla.

Nel corso dell’esecuzione di questo lavoro ho
certamente appreso numerose abilita tecniche ed in
aggiunta a queste ho maturato una considerazione
per me inaspettata sulla strana bellezza della ma-
tematica: I'esistenza di soluzioni per un problema al
contorno su un dominio compatto puo essere dedotta
dalla non esistenza di soluzioni di un problema au-
siliario posto su un insieme illimitato!

Capuzzo Dolcetta

3. — Gli ultimi anni

In anni recenti sono state numerose le occasioni di
incontrare Louis in Italia, paese che ammirava e
suscitava la sua curiosita sotto tanti aspetti. I suoi
problemi di deambulazione non gli hanno impedito,
grazie all’amorevole aiuto di Nanette, di viaggiare,
seppure con difficolta, e partecipare a congressi o ad
eventi dedicatigli.

Lo ricordo in particolare, seduto sempre in prima
fila sulla sua carrozzina, assistere attento a tutte le
conferenze in un convegno dedicatogli dal RISM a
Varese nel 2014, poi ad un “pomeriggio di matema-
tica” organizzato all'Universita di Roma Tor Vergata
per festeggiare il suo novantesimo compleanno e ce-
lebrare il conseguimento del Premio Abel 2015, ad un
workshop su equazioni alle derivate parziali, sempre
al RISM, nel luglio 2017 ed al congresso dedicato a J.
Serrin nell'inverno 2017 a Perugia.

La comunita matematica era per Louis come una
grande famiglia, cosi usava dire, nella quale si sentiva a
suo agio circondato da affetto che ricambiava genero-
samente. La sua scomparsa e stata un evento tristis-
simo che ha lasciato un grande vuoto, per la sua gran-
dezza scientifica e per la sua squisita e raffinata uma-
nita, in quanti hanno avuto il privilegio di conoscerlo.

Italo Capuzzo Dolcetta e stato professore ordinario di Analisi Matematica presso il Dipartimento
di Matematica Guido Castelnuovo di Sapienza Universita di Roma.

I suoi interessi scientifici si sono sviluppati in collaborazioni nazionali ed internazionali che hanno
dato luogo a piti di 90 pubblicazioni su riviste scientifiche, prevalentemente su tematiche diteoria
Jtalo del controllo e di equazioni alle derivate parziall.

E stato per vari anni Direttore del gruppo GNAMPA dell’lstituto Nazionale di Alta Matematica e

Managing Editor della rivista Nonlinear Differential Equations and Applications.
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