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Sommario: Quest’articolo si propone di offrire una panoramica sullo studio dei biliardi matematici.

Ci concentreremo su una particolare classe, i cosiddett: Biliardi di Birkhoff, in cui il tavolo e costituito da una
regione del piano limitata, strettamente convessa e con bordo regolare. Le proprieta dinamiche di questi modelli
matematici sono strettamente legate alla forma del tavolo che st considera: comprendere fino a che punto la
conoscenza di certi aspetti dinamici permetta di ricostruire la forma del biliardo, ¢ alla base di importanti

congetture al centro di intense attivita di ricerca.

In quest’articolo discuteremo alcune di queste problematiche e descriveremo recenti contributi verso la loro

soluzione.

Abstract: This article aims to offer a panorama of the study of mathematical billiards. We shall focus on a
particular class, the so-called Birkhoff billiards, in which the table consists of a planar, bounded, strictly convex region,
with smooth boundary. The dynamical properties of these mathematical models are tightly intertwined with the shape
of the billiard table that one considers: understanding to which extent dynamical information allows one to reconstruct
the shape of the billiard, is at the ground of interesting conjectures, at the center of intense research activities.

In this article we shall discuss some of these problems and describe recent contributions towards their solution.

Nel 1890 il matematico britannico Charles Lut-
widge Dodgson (forse meglio noto con lo pseudo-
nimo di Lewis Carroll, autore di “Alice nel Paese
delle Meraviglie”) illustro, in un documento di due
pagine, un nuovo gioco di sua creazione: un biliardo
di forma circolare! (Figura 1)
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Fig. 1 - C.L. Dogson/
Lewis Carroll (1832-1898).

Accettato: il 11 febbraio 2019.

Dodgson aveva una particolare predilezione per gli
aspetti piu ricreativi della matematica, spesso uti-
lizzati come pretesto per esplorarne e com-
prenderne lintrinseca armonia e complessita. A
conclusione di questo “regolamento”, Dodgson an-
nota:

“The circular table will be found to yield an in-
teresting variety of Billiard-playing, as the re-
bounds from the cushions are totally different
from those of the ordinary game”.

Forse nemmeno la sua fervida immaginazione
avrebbe potuto prevedere che cio che stava de-
scrivendo, forse per gioco, sarebbe diventato un
argomento di fondamentale importanza nella ricerca
matematica moderna: i cosiddetti biliardi mate-
matici!

Il lettore non matematico a questo punto (e forse
anche alcuni matematici...) si stara certamente do-
mandando: quale diavoleria sono mai questi “biliardi
matematici”? E soprattutto: al di 1a dell’aspetto lu-
dico, cosa puo giustificare un interesse scientifico nei
loro confronti?
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In quest’articolo, cerchero di rispondere alla
prima domanda e fornire alcune motivazioni (spero
convincenti) in merito alla seconda. Trattandosi di
un argomento tutt’altro che circoscritto e con mille
sfaccettature — che beneficia delle interazioni con
moltissime aree della ricerca in matematica — é ab-
bastanza difficile fornire una panoramica completa
degli interessi che guidano i molti e diversi ri-
cercatori coinvolti. Mi limitero, quindi, alla de-
scrizione di una particolare classe di biliardi mate-
matici, che rappresentano una naturale genera-
lizzazione dei biliardi circolari considerati da Dodg-
son e che sono legati ad una celebre congettura (la
Congettura di Birkhoff), che ha recentemente vi-
sto importanti passi avanti.

I lettori interessati ad approndire questi argo-
menti ed i loro aspetti piti tecnici possono consultare
le eccellenti monografie [Tabl] e [Tab2].

Ma procediamo con ordine.

Cos’e un biliardo matematico?

Ciascuno dei lettori avra giocato almeno una volta
nella vita a biliardo (o visto qualcuno giocarci). Par-
tiamo dal “classico” tavolo da biliardo rettangolare:
uno dei giocatori colpisce una biglia con una stecca e
questa comincia a muoversi lungo la direzione im-
pressa dal colpo: arrivata al bordo del tavolo (la
“sponda”), come conseguenza dell'urto la biglia
cambiera la direzione del proprio moto e continuera
a muoversi seguendo questa nuova direzione, fino
all'urto successivo. E cosi via...

I piti curiosi si staranno gia chiedendo: e possibile
prevedere la direzione della biglia successivamente
all'urto? La risposta é affermativa.

Cominciamo col capire cosa succede nel momento
dell’'urto. In figura 2 abbiamo rappresentato la ve-
locita della biglia attraverso una freccia (un vettore)

Fig. 2

che ha la direzione ed il verso del moto della biglia:
poco prima dell'urto (freccia rossa), questo vettore
“punta” verso il punto del bordo del tavolo contro cui
sta per urtare; in seguito all'urto, la nuova velocita
(freccia blu) puntera in un’altra direzione.

Cosa succede alla velocita nel momento dell’'urto?

Consideriamo il caso in cui la biglia non finisce “in
buca” (uno degli angoli), altrimenti il suo moto si fer-
merebbe 1i. Per capire cosa succede urtando il bordo,
scomponiamo il vettore-velocita al momento dell'urto
come somma di due vettori V=N + T (fig. 3): uno, T,
tangente al bordo tavolo (freccia rosa) e I'altro, N,
perpendicolare (freccia viola).

(Siricordi che si puo visualizzare la somma di due
vettori come diagonale del parallelogramma che ha
questi due vettori come lati.)

Mentre 1'urto non ha alcun effetto sulla compo-
nente tangenziale T, lo ha sulla componente nor-
male N: in seguito all’'urto, questa cambiera verso
(diventando —N, la freccia viola tratteggiata) e la
nuova direzione del moto sara quindi data da
V'=T — N (freccia gialla).

Fig. 3

Si noti che stiamo assumendo che durante l'urto
non ci sia alcun trasferimento di energia dalla biglia
al bordo, un esempio di cosiddetto urto elastico.

La regola per il “rimbalzo” puo essere espressa in
una maniera piu geometrica. La biglia si comporta
esattamente come si comporterebbe un raggio di luce
(la traiettoria della biglia) che riflette su un specchio
(il bordo del tavolo): 1a riflessione avviene in modo che
I'angolo tra il bordo del tavolo e la traiettoria della
biglia al momento dell’'urto (angolo di incidenza), sia
uguale all’angolo che la nuova direzione forma col
bordo del tavolo (angolo di riflessione).
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Il gioco su un biliardo reale € complicato dalla
presenza di altre biglie sul tavolo (anzi, lo scopo nel
gioco e proprio quello di colpirle), dall’attrito della
biglia col panno che riveste la superficie del tavolo
(che determinera la riduzione della velocita della
biglia e, col tempo, la cessazione del suo moto),
nonché dalla presenza delle buche ai quattro angoli
del tavolo.

Le domande che si possono porre a questo punto
sono molte e varie: ciascuna condurra ad un suo
specifico percorso di studio, con diversi “compagni
di viaggio” ed ostacoli da superare. La modelliz-
zazione matematica consiste proprio nell'intro-
durre un modello astratto, esemplificativo del pro-
blema che si vuole analizzare (che non vuol dire ne-
cessariamente semplice), che metta in risalto gli
aspetti essenziali su cui si vuole focalizzare I'atten-
zione e I'analisi, eliminando, almeno in prima istanza,
gli altri fattori secondari.

Nel nostro caso, la domanda che vorremmo stu-
diare e la seguente: E possibile prevedere, nel mo-
mento 1n cut la stecca colpisce la biglia, quale sara
la traiettoria che questa descrivera sul tavolo? (In
altre parole, dove avverranno i rimbalzi successivi?)

Fig. 4

Intuitivamente (e matematicamente), 'evoluzio-
ne della biglia sara determinata univocamente dalla
posizione iniziale e dalla direzione iniziale inferta dal
colpo di stecca (cioe dall’angolo iniziale) (Figura 5).

Vogliamo quindi focalizzare la nostra attenzione
sulla biglia, sulla direzione in cui si muove e su
come questa cambia in seguito ai vari urti. Per far
questo, possiamo tralasciare alcuni aspetti “se-
condari” per la nostra analisi: supporremo che non
ci siano altre biglie sul tavolo e che non ci sia attrito
tra la pallina ed il tavolo (quindi, che la pallina non

Fig. 5. — Alcuni esempi di orbite nel caso di biliardi rettango-
lari. Le prime due figure rappresentano traiettorie periodiche
(i.e., la pallina ripete la stessa traiettoria dopo, rispettivamen-
te, due e quattro rimbalzi). La terza figura rappresenta un’or-
bita non periodica: la pallina non tornera mai nello stesso
punto (anzi, arrivera arbitrariamente vicino ad ogni punto del
bordo del tavolo).

rallenti col tempo). Inoltre, in seguito andremo
anche ad escludere la presenza di “angoli con bu-
che”, ma per il momento non preoccupiamoci di
quest’aspetto.

Questo € un esempio di un cosiddetto Sistema
Dinamico, cioé un sistema che evolve il suo stato nel
tempo, secondo una determinata legge. Lo studio dei
sistemi dinamici e un’attivissima area di ricerca nel
panorama matematico moderno, tra le piu‘ interdi-
sciplinari ed in evoluzione, ed annovera al suo in-
terno ricercatori con interessi e formazioni tra le pit
diverse.

Lo studio dei biliardi occupa, in questo contesto,
un ruolo centrale: al di 1a dell’apparente aspetto
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“ricreativo”, 'analisi di questi sistemi € matemati-
camente interessante e tutt’altro che semplice: ha
contribuito nel tempo allo sviluppo di tecniche e
teorie che hanno trovato applicazione nello studio di
sistemi ben piti complessi.

A questo punto, la deformazione professionale
del matematico (o perversione?) impone una do-
manda: perché limitarsi a considerare tavoli di for-
ma rettangolare? In effetti, si potrebbe rendere il
gioco ancora piu interessante assumendo che il ta-
volo abbia una forma diversa.

Fig. 6. — Alcuni possibili tavoli da biliardo

Un dubbio che potrebbe sorgere (a parte sulla
ragionevolezza di fare tutto cio...) &: come cambia la
direzione della pallina nel momento dell'urto? Qual &
la regola di riflessione in questi casi?

La risposta & semplice: esattamente come nel
caso del tavolo rettangolare. Basta considerare gli
angoli che la direzione della pallina forma con la
retta tangente al tavolo (nel punto dell'urto) e ri-

chiedere che 'angolo di incidenza sia uguale I'angolo
di riflessione... Et voila! (Figura 7)

Fig. 7

Matematici ancora piu intraprendenti (o spre-
giudicati) potrebbero sbizzarrirsi nell’assumere che
il tavolo non sia piano, che il moto della pallina non
segua linee rette, che 'urto al bordo non sia elastico,
che la biglia sia elettricamente carica e che sia sog-
getta all’azione di un campo magnetico, ece... Chi pit
ne ha, pitt ne metta!

In quest’articolo ci limiteremo a considerare ta-
voli da biliardo piani, su cui la pallina si muove lungo
linee rette, rimbalzando al bordo in maniera elastica,
come descritto sopra.

E abbastanza evidente il profondo legame esi-
stente tra la forma del tavolo (geometria) e I'evo-
luzione del moto della biglia (dinamica): 1a forma del
tavolo determina univocamente le proprieta dina-
miche della biglia. In particolare, forme diverse ge-
nereranno comportamenti diversi, la cui analisi ri-
chiedera tecniche e strumenti diversi.

Ad esempio: se il bordo biliardo contiene dei
tratti concavi (i.e., curvano verso l'interno del ta-
volo), biglie che partono in posizioni vicine, con di-
rezioni abbastanza simili, potrebbero avere evolu-
zioni sostanzialmente diverse (Figura 8): siamo in
presenza di un sistema dinamico caotico. L’interesse
si concentra sulle proprieta statistiche del moto
della biglia e la cosiddetta teoria ergodica entra in
scena (si veda ad esempio [Sin]).

Fig. 8

Se il biliardo ha una forma poligonale, con angoli

della forma 27 (con p,q numeri interi), allora lo

studio del moto della biglia si puo ricondurre allo
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studio del moto di un punto materiale vincolato a
muoversi su una superficie (detta superficie di tra-
slazione), ottenuta “incollando” in maniera oppor-
tuna i lati del poligono (un esempio in figura 9).
Questi biliardi sono detti biliardi poligonali razio-
nali (il rettangolo, il quadrato, il triangolo equilatero
e tutti i poligoni regolari rientrano in questa cate-
goria) e il loro studio ha beneficiato di tecniche
geometriche, in particolare legate alla cosiddetta
dinamica di Teichmiiller (siveda ad esempio [MT]).

Queste tematiche sono al centro di un’intensis-
sima attivita di ricerca, la cui trattazione merite-
rebbe ben pitl che un frettoloso accenno. In questo
articolo abbiamo deciso pero di concentrarsi su
un’altra classe di biliardi, diversi da quelli appena
descritti: biliardi in regioni senza angoli e senza
parti concave: quelli che chiameremo biliardi
convessi (o biliardi di Birkhoff).

Biliardi di Birkhoff.

Introduciamo ora la classe di biliardi che andremo a
considerare nel resto di questo articolo. Il nostro
tavolo consistera in una regione limitata del piano,
che indicheremo con Q, con le seguenti proprieta:

i) Q e una regione convessa: dati due punti del
bordo, il segmento che li unisce giace com-

pletamente in Q. In altre parole, da un qual-
siasi punto del bordo si puo raggiungere
qualsiasi altro punto con un solo colpo di
stecca.

ii) I1bordo del tavolo, che indicheremo con 9Q,
una curva regolare: in maniera intuitiva, non
ci sono angoli ed in ogni punto possiamo de-
terminare un’unica retta tangente, la cui in-
clinazione varia con continuita lungo il bordo.
Da un punto di vista matematico, stiamo in
realta chiedendo un po’ di piu: la curva che
rappresenta 0Q & almeno C® (questa richiesta
ha una spiegazione piuttosto tecnica, che
tralascerei per non complicare I’esposizione;
per i curiosi, si veda [Hal]).

iii) In ogni punto del bordo, la curvatura e
strettamente positiva. Un modo intuitivo (con
un certo grado di imprecisione...) per illu-
strare quest’ipotesi senza introdurre formule
e il seguente. Supponiamo di andare in bici-
cletta lungo 9Q in verso anti-orario (in altre
parole, per vedere Q bisogna guardare a si-
nistra...): richiedere che la curvatura sia
strettamente positiva equivale a dire che, per
rimanere con le ruote lungo il bordo, bisogna
costantemente sterzare un minimo verso si-
nistra.

Un biliardo che soddisfa le proprieta i)-iii) viene
chiamato un biliardo di Birkhoff.

George David Birkhoff
(1884-1944) fu un influente
matematico statunitense, no-
to, tra le altre cose, per i suoi
fondamentali contributi alla
teoria dei sistemi dinamici e
in quella che oggi e chiamata
teoria ergodica. Fu lui uno
dei primi a considerare que-
sto tipo di biliardi come
esempio paradigmatico di si-
stema Hamiltoniano in un
lavoro del 1927, [Bir]. Trattandosi di un modello in-
tuitivo e semplice da descrivere, questi biliardi pos-
sono essere utilizzati come laboratorio per testare
nuove tecniche e idee da applicare allo studio di si-
stemi Hamiltoniani ben pit complessi (per esempio, in
meccanica celeste).

Fig. 10. — George David
Birkhoff (1884-1944)
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Dinamica versus Geometria

Abbiamo detto sopra che la forma del tavolo de-
termina I'evoluzione del moto della biglia, cioe gli
aspetti dinamici del biliardo. Quello che & meno
evidente — e pil sottile anche da spiegare — e fino a
che punto la conoscenza di certi aspetti dinamici
permetta di ricostruire la forma del biliardo.

Facciamo il seguente “esperimento mentale”
(Gedankenexperiment). Supponiamo di trovarci in
una stanza buia e che la pallina sia fosforescente, in
modo da poterne visualizzare I'evoluzione. Doman-
da: pur non riuscendo a vedere il tavolo, & possibile
risalire alla forma del tavolo valutando la dinamica
della biglia? Quali aspetti della dinamica valutare e
parte fondamentale della domanda stessa e ne de-
termina la difficolta.

Questa domanda, in un certo senso ingenua, e alla
base di moltissimi problemi aperti e congetture im-
portanti nello studio dei biliardi, come quella che
vedremo a breve.

Dinamica in un biliardo di Birkhoff

Come possiamo descrivere la dinamica del biliardo?
Quando abbiamo introdotto la nozione di sistema
dinamico abbiamo detto che si tratta di un sistema
che evolve il suo stato nel tempo, secondo una de-
terminata legge. Quindi dobbiamo chiarire:

— Come descrivere lo stato del sistema. Siamo
interessati alla posizione della pallina e alla
direzione del suo moto: questi parametri de-
terminano univocamente lo stato del sistema.

— Qual e la legge che descrive l'evoluzione. Al-
I'interno del biliardo la pallina si muove se-
guendo una linea retta e, arrivata al bordo, la
regola di riflessione & quella che abbiamo
descritto prima, cioé I'angolo di incidenza e
uguale all’angolo di riflessione (gli angoli sono
misurati rispetto alla retta tangente al bordo
del tavolo, nel punto in cui avviene I'urto).

— Cosa intendiamo per tempo. Tra due urti suc-
cessivi non succede nulla di particolarmente
interessante (la pallina continua a muoversi in
maniera rettilinea lungo la stessa direzione),
quindi basta tenere traccia di cosa succede nei
momenti in cui avvengono gli urti col bordo.

Indicheremo con M l'insieme dei possibili stati
del sistema; M e costituito dalle coppie (x, v), dove x
e un punto del bordo del tavolo 0, mentre v € un
vettore con origine in X e che punta verso 'interno
di Q.

La mappa che descrive ’'evoluzione del sistema
€ una mappa Bqg: M — M che ad un elemento
(x,v) € M associa (x',v"), dove a’ rappresenta il
punto del bordo dove la biglia, partita da x con di-
rezione v, colpisce 0Q, mentre v’ & la nuova direzione
dopo I'urto (in accordo con la regola di riflessione che
abbiamo descritto prima, si veda figura 11).

Fig. 11

Chiaramente, iterando la mappa otteniamo i
punti dei successivi rimbalzi e le rispettive nuove
direzione (quella che viene chiamata l'orbita della
biglia). Quindi, I'orbita della biglia che parte da (x,v)
sara data da {Bg(x,v)}, -, dove Bg vuol dire che la
mappa B viene applicata n volte.

A questo punto e necessario fare un esempio.

Il biliardo circolare

Consideriamo un tavolo da biliardo costituito da un
disco Dr di raggio R (come nel gioco ideato da
Dodgson).

In questo caso, la dinamica e molto semplice da
descrivere. Infatti, si puo facilmente notare che
I'angolo che la direzione iniziale v forma con la tan-
gente nel punto di partenza x e lo stesso che la di-
rezione di incidenza v’ forma con la tangente nel
punto di urto «’: in altre parole, 'angolo con la tan-
gente rimane costante ad ogni rimbalzo (Figura 12).

In formule, un punto sulla circonferenza si puo
identificare con la sua lunghezza d’arco 0 < s < 2R
da un punto fissato; indichiamo con 0 < J < # I'an-
golo con la tangente (solo per questi valori di J il
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vettore velocita punta verso I'interno del disco). La
mappa Bp, in questo caso ha un’espressione molto
semplice:

Bp,(s,d) = (s + 2RY, ),

dove la prima componente va intesa mod. 2zR, nel
senso che, a meno di sottrarre un multiplo intero di
27R (che corrisponde a fare dei giri completi della
circonferenza), possiamo considerare il suo valore
nell’intervallo [0,27R).

In particolare, 4 rimane costante lungo l'orbita:
questa quantita viene chiamata in meccanica classica
una costante del moto (o integrale primo del moto).

Un biliardo con una costante del moto si dice
integrabile.

Fig. 12

[Spoiler alert] Nel seguito saremo particolar-
mente interessati ai biliardi integrabili.

Le proprieta qualitative delle orbite in un biliardo
circolare possono essere caratterizzate in termini
del valore corrispondente di <

a) Se 79:%71 , con ge (0,1) ridotto ai minimi
termini, si vede facilmente che, dopo q iterazioni,

la pallina tornera nella stessa posizione di par-
tenza iniziale (e con la stessa direzione, visto che
deécostante). La traiettoria quindi “si chiude”: &
una cosiddetta orbita periodica di periodo q. Il

rapporto p (ridotto ai minimi termini) si dice

numero di rotazione. (In figura 13 alcuni

esempi di traiettorie periodiche corrispondenti
T nTw2n

S=5553)

Scegliendo diversi valori di < in questa forma,
otteniamo diverse orbite periodiche: abbiamo
appena dimostrato che il biliardo circolare ha

infinite orbite periodiche!

>
A

Fig. 13

i

N

b) Seinvece Jnon e nella forma di cui al punto a),
allora I'orbita non e periodica (Figura 14) e si
puo dimostrare che la pallina urtera il bordo
arbitrariamente vicino ad ogni punto (per i
matematici: in un insieme denso di punti).

I biliardi circolari ammettono un altro fenomeno
molto interessante, che si puo, ad esempio, intra-
vedere dalla figura relativa al punto b). Partendo
da ogni punto con direzione data da 9, la traiettoria
tra due rimbalzi successivi sara tangente alla cir-
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conferenza concentrica di raggio R cosd e ad ogni
rimbalzo restera tangente a tale circonferenza
(Figura 15).

Questo e un esempio di una cosiddetta caustica.
In particolare, ogni circonferenza concentrica & una
caustica per il biliardo circolare: il tavolo da biliardo
circolare & completamente ricoperto da caustiche!
Un biliardo con queste proprieta e integrabile (c’e,
infatti, un legame tra questo fenomeno e l'esistenza
di una costante del moto.)

Fig. 15

Cosa succede in un biliardo qualsiasi?

E naturale domandarsi quante delle proprieta del
biliardo circolare rimangono valide nel caso di un
biliardo di Birkhoff in regione Q arbitraria.

Orbite periodiche

Per quanto riguarda I'esistenza di orbite periodiche,
G.D. Birkhoff dimostro nel suo lavoro del 1927 che
ne esistono infinite distinte: in particolare almeno

due per ogni numero di rotazione g € (0,1); questo

numero descrive come la traiettoria della biglia si
“avvolge” intorno al tavolo. In particolare, nel caso in

cuig € (0,1/2], p rappresenta il numero di giri che la

pallina fa intorno al tavolo (in verso anti-orario),
prima di chiudere la sua traiettoria. Nel caso

g € [1/2,1), il numero di giri e rappresentato da q-p

(e la traiettoria & percorsa in senso orario).

Molte domande importanti relative alle orbite
periodiche rimangono ancora aperte e sono il tema di
importanti congetture.

L’interesse in questi oggetti, al di 1a dell’aspetto
dinamico, deriva dal fatto che le lunghezze di queste
orbite sono legate (in maniera tutt’altro che evidente)
agli autovalori del Laplaciano nella regione Q (con
condizioni di Dirichlet al bordo): quello che viene
spesso chiamato Spettro del Laplaciano in Q. Ai non-
matematici questo problema di analisi spettrale non
dira molto; ai matematici, invece, portera alla mente
la famosa domanda di Marc Kac: “Can you hear the
shape of a drum?” (titolo di un suo articolo del 1966 su
American Mathematical Monthly, [Kac)).

Le frequenze di vibrazione della membrana di un
tamburo, infatti, dipendono dalla sua forma: e pos-
sibile che due forme diverse conducano allo stesso
insieme di frequenze? (Le frequenze corrispondono
agli autovalori del Laplaciano).

Nonostante la domanda di Kac abbia risposta
negativa in generale (nel 1992 Carolyn Gordon,
David Webb e Scott Wolpert costruirono due di-
stinte regioni poligonali concave con gli stessi auto-
valori, [GWW]), questo rimane un problema aperto e
molto interessante se si pongono restrizioni sulla
forma del dominio (ad esempio, quelle che abbiamo
imposto ai nostri tavoli da biliardo).

Nel caso dei biliardi, quindi, uno potrebbe do-
mandarsi: Can you hear the shape of a billiard?, nel
senso: e possibile che due biliardi di Birkhoff distinti
abbiano lo stesso spettro delle lunghezze (cioe, I'insie-
me delle lunghezze di tutte le sue orbite periodiche)?

In un’altra direzione, uno potrebbe domandarsi
“quanto infinite” sono le orbite periodiche. Ad
esempio, i numeri razionali ed i numeri irrazionali
sono entrambi infiniti, ma ¢’e¢ un modo per quanti-
ficarne la “misura”: i numeri razionali hanno misura
nulla (in maniera intuitiva, la probabilita di selezio-
nare un numero razionale scegliendo a ecaso un nu-
mero reale in un intervallo (a, b) & uguale a 0, mentre
quella di selezionare un numero irrazionale e 1).

Una famosa congettura del matematico Victor
Ivrii afferma che i dati iniziali («,v) che danno ori-
gine ad orbite periodiche hanno misura nulla. Questa
congettura e ancora aperta ed e anch’essa legata allo
spettro del Laplaciano, in particolare alla congettura
di Weyl sull’asintotica con cui crescono gli autovalori
del Laplaciano (si veda [Ivr]).
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Caustiche ed integrabilita

Vogliamo ora concentrarci sullo studio delle caustiche
e sull’esistenza di altri biliardi integrabili. Questo & un
problema particolarmente interessante, alla base di
una famosa congettura nel settore nota come Con-
gettura di Birkhoff (o di Birkhoff-Poritsky), da molti
considerata il “Sacro Graal” nello studio dei biliardi.

Ma andiamo con ordine: cosa e esattamente una
caustica e quanto sono frequenti/rare in un biliardo?

Una caustica per un biliardo in Q non e altri che
una curva I" per cui vale la seguente proprieta: se un
segmento di traiettoria tra due rimbalzi successivi e
tangente a I" (ciog, la tocea in un solo punto), allora
ciascun altro segmento di traiettoria rimarra tan-
gente ad essa, sia per rimbalzi futuri, che per rim-
balzi passati (Figura 16).

Fig. 16

Nell’esempio del biliardo circolare, tutte le cir-
conferenza concentriche sono caustiche (Figura 17).

Osserviamo che non € necessario assumere né che
la caustica sia regolare (i.e., senza angoli), né che si
tratti di una curva chiusa. Nel seguito, concentreremo

la nostra attenzione sulle caustiche regolari, chiuse e
tali che la regione che racchiudono sia convessa: ci
riferiremo a queste col termine di caustiche convesse.
L’interesse in questo tipo di caustiche — oltre alla
somiglianza con quanto succede nel caso del biliardo
circolare —nasce dal fatto che sono legate all’esistenza
di curve invarianti non banali per la mappa del bi-
liardo: sono quindi 'oggetto naturale a cui guardare
per studiare il problema dell'integrabilita.

Una piccola curiosita: a volte le caustiche nei bi-
liardi vengono utilizzate per spiegare un curioso fe-
nomeno che molti dei lettori avranno certamente
sperimentato: le cosiddette camere a sussurro
(whispering galleries). Si tratta di regioni, di solito
al di sotto di una cupola o di una volta, nella quale i
“sussurri” di una persona che si trova vicino alla
parete possono essere chiaramente percepiti da altri
ascoltatori posti vicini alla parete, anche se distanti.

Una spiegazione di questo fenomeno fu fornita da
Lord J. W. S. Rayleigh nel 1910 in un suo trattato
sulla teoria del suono [Ray] (con riferimento alla
camera a sussurro sotto la volta della cupola di St.
Paul Cathedral a Londra) (Figura 18).

La riflessione di un’onda acustica sulle pareti di
una camera, infatti, puo essere pensata (ovviamente
€ una spiegazione semplicistica, che non tiene conto
di molti altri fattori) come un esempio di biliardo
matematico in tre dimensioni: la presenza di cau-
stiche vicino al bordo, costringe 'onda a rimanere
“vicino” alla parete e a muoversi all'interno una
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“galleria” in cui il suono e percepibile, mentre il resto
del biliardo diventa una specie di “zona grigia” in cui
I'onda non entrera mai (tenendo il “segreto sussur-
rato” al riparo da orecchie indiscrete!) (Figura 19)

A questo punto una domanda e inevitabile: esi-
stono altri esempt di biliardi con caustiche?

Cominciamo con 'osservare che una condizione
necessaria per l'esistenza di caustiche é la condizio-
ne iii) nella definizione di biliardo di Birkhoff, cioe
che la curvatura sia strettamente positiva dapper-
tutto. Infatti, un celebre risultato di John Mather
[Mat] implica che se la curvatura si annulla anche
solo in un punto del bordo, allora non possono esi-
stere caustiche.

Costruire un biliardo con almeno una caustica e
un’impresa abbastanza facile. Si parte dalla curva T';
che si vuole avere come caustica e si determina il
bordo del biliardo nel seguente modo: supponiamo di
avere un laccio non elastico (in rosso, nella figura 20)
di lunghezza superiore alla lunghezza di T, di av-
volgerlo intorno a I, di inserire una matita al suo
interno e di tirare la matita verso 'esterno fino al
massimo dell’estensione del laccio. Muovendo ora la
matita, tenendo il laccio teso, si disegnera una curva
(in blu, nella figura): il biliardo nella regione deli-
mitata da questa curva avra I'" come come caustica.

Per divertirvi, provate a fare questo esperimento
partendo da un cerchio: quale sara la curva ri-
sultante? E se partiste da un punto? Da un ellisse?
Da un segmento?

(Soluzione: nei primi due casi si ottiene una cir-
conferenza, negli altri due un’ellisse.)

Trovata la risposta ad una domanda, non ci si accon-
tenta... E'sistono altri biliardi con infinite caustiche?

Fig. 20

Questo e un problema ben piu difficile.

La risposta in un certo senso e sorprendente: tutti i
biliardi di Birkhoff (con bordo sufficientemente rego-
lare) hanno infinite caustiche convesse! Questo ri-
sultato fu dimostrato per la prima volta nel 1973 dal
matematico russo Vladimir F. Lazutkin [Laz]: la di-
mostrazione si basa sul fatto che attraverso un cambio
di coordinate opportuno (invece delle (x,v) che e na-
turale considerare), la mappa che descrive il biliardo
diventa una perturbazione di una mappa molto piu
semplice (che ricorda quella del biliardo circolare). Un
celebre risultato dovuto a Andrej Kolmogorov, Vladi-
mir Arnold e Jiirgen Moser (noto come teorema KAM,
dalle loro tre iniziali) garantisce che per piccole per-
turbazioni di un sistema integrabile, moltissime (ma
non tutte) delle curve invarianti della mappa (nel nostro
caso, corrispondono a caustiche convesse) vengono pre-
servate. In particolare queste caustiche si “accumula-
no” sul bordo del biliardo, nel senso che se ne possono
trovare a distanza arbitrariamente piccola dal bordo.

Attenzione: questo risultato non implica che il bi-
liardo sia integrabile. Nel caso del biliardo circolare,
infatti, non solo ¢’erano infinite caustiche convesse,
ma queste coprivano completamente il tavolo da bi-
liardo. Nel caso che abbiamo appena discusso, quello
che siriesce a dire e che sono infinite, ma in generale
non coprono completamente nessuna regione del bi-
liardo (sono una specie di insieme di Cantor).

La domanda successiva, quindi, ¢ la seguente:
esistono altri biliardi in cut le caustiche coprono
tutto o “gran parte” del biliardo?

Un altro esempio & noto: il biliardo in un’ellisse.

Il biliardo ellittico

Consideriamo un biliardo all'interno di un’ellisse €,
con fuochi F'; ed F'e. A differenza del biliardo circolare,
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in questo caso non e elementare scrivere esplicita-
mente la mappa del biliardo (espressioni esplicite sono
possibili, ma richiederebbero l'introduzione di inte-
grali ellittici — nomen est omen —, funzioni ellittiche di
Jacobi, ecc...). Ciononostante, e possibile fornire una
descrizione qualitativa della dinamica, attraverso con-
siderazioni di geometria euclidea ben note fin dal-
lantichita (in particolare per le loro applicazioni in
ottica alla costruzione dei cosiddetti specchi ustori).
Le possibili evoluzioni della biglia sul tavolo & pos-
sono essere classificate a seconda di come si comporta
la traiettoria della biglia tra il lancio ed il primo urto:
i) Se passa per uno dei fuochi, allora dopo il rim-
balzo la biglia passera per I'altro fuoco, e cosi via
passando alternativamente tra due fuochi.
Si noti che la traiettoria, dopo ogni rimbalzo,
tende sempre di piu ad allinearsi al semi-asse
maggiore, che corrisponde ad un’orbita perio-
dica di periodo 2: un esempio di orbita iper-
bolica (Figura 21).

Fig. 21

ii) Se la traiettoria della biglia interseca il seg-
mento tra i due fuochi, allora la biglia dopo ogni
rimbalzo continuera ad intersecarlo. In partico-
lare la traiettoria rimarra tangente ai due rami
di un’iperbole cofocale all’ellisse (Figura 22).

Fig. 22

iii) Infine, selabiglia noninterseca il segmento tra
1 due fuochi (estremi inclusi) allora non lo in-
tersechera mai dopo ogni rimbalzo. In parti-
colare, la traiettoria sara sempre tangente ad
un’ellisse cofocale: un esempio di caustica con-
vessa (Figura 23).

Fig. 23

L’insieme delle caustiche convesse (le ellissi co-
focali) coprono la totalita del tavolo ellittico, con
I'eccezione del segmento tra i due fuochi. Anche
Iellisse quindi & un esempio di biliardo integrabile.

Una curiosita: il New York Times (il 1 Luglio
1964) pubblico una pagina con un annuncio pub-
blicitario per Elliptipool, da giocare su un tavolo
ellittico econ un’unica bueca, posizionata in uno dei
fuochi. L’annuncio aggiungeva che il giorno se-
guente si sarebbe tenuta una dimostrazione dal vivo
presso il grande magazzino Stern’s a cura di Paul
Newman e sua moglie Joanne Woodward.

Fig. 24

Congettura di Birkhoff

Abbiamo finora visto due esempi di biliardi di Bir-
khoff integrabili, nel senso che il tavolo & com-
pletamente (o quasi) coperto da caustiche convesse.
Domanda: ne esistono altri?
In un crescendo di difficolta, questa domanda
raggiunge vette inconfrontabili con le precedenti:
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questa curiosita apparentemente ingenua risulta
alla base di uno tra i problemi piti famosi e impene-
trabili nello studio dei sistemi dinamici: la cosiddetta
congettura di Birkhoff.

Questa famosa congettura, attribuita a George
David Birkhoff (1884-1944), afferma che non esi-
stono altri esempi:

Congettura (Birkhoff). I biliardi circolart ed ellit-
tici sono gli unict esempt di biliardi integrabili.

A volte questa congettura & nota come congettura di
Birkhoff-Poritsky. Infatti, la sua prima apparizione
sembra essere in un articolo di Hillel Poritsky nel
1950, [Por], riguardante le sue ricerche durante la sua
permanenza all'Universita di Harvard nel 1927-29
come National Research Fellow, presumibilmente
sotto la supervisione di Birkhoff. Nonostante I'autore
non lattribuisca esplicitamente a Birkhoff questa
congettura, fa riferimento a diversi lavori di Birkhoff
sui biliardi che hanno lasciato intravedere la sua in-
fluenza a riguardo.

E vera o non e vera?

Cosa si conosce riguardo alla veridicita di questa
congettura?

Nonostante 'apparente semplicita della sua for-
mulazione e la grande attenzione che ha ricevuto
negli anni da parte di matematici di ogni calibro,
questa congettura resta, ad oggi, nell’Olimpo delle
congetture inespugnabili, che resistono fieramente
ai vari tentativi di dimostrazione o confutazione.

Nel 1993 il matematico Israeliano Misha Bialy ha
dimostrato che se il tavolo da biliardo € completa-
mente ricoperto da caustiche convesse, allora si trat-
ta necessariamente di un biliardo circolare (si veda
[Bia]). Ricordiamo che nel caso di biliardi ellittici, la
regione del tavolo ricoperta da caustiche convesse
non include il segmento tra i due fuochi. I1 risultato
di Bialy, quindi, e la dimostrazione della congettura
nel caso speciale dei biliardi completamente inte-
grabili.

Per molti anni questo e rimasto essenzialmente
'unico passo avanti verso la dimostrazione di questa
congettura.

Uno dei principali ostacoli nell'intaccare questa
congettura consiste nel fatto che, per quanto la legge
che determina I'evoluzione locale della pallina (i.e., il

rimbalzo sulla sponda) sia semplice da descrivere, I'a-
nalisi dell’evoluzione globale della biglia e un'impresa
molto complessa e dipende non solo dalla forma del
biliardo nel punto di partenza della biglia, ma anche
dalla sua forma globale. Pensiamo al caso del biliardo
circolare: se modifichiamo di poco il bordo circolare in
un piceolo arco, ogni volta che la pallina tocca quella
parte di bordo, I'angolo di riflessione verra legger-
mente modificato e non restera piti costante: dopo molti
rimbalzi, la variazione potrebbe essere tutt’altro che
trascurabile e produrre effetti visibili sulla dinamica.

Inoltre, ad eccezione dei biliardi circolari ed el-
littici, non ci sono altri esempi in cui si e in grado di
descrivere completamente la dinamica.

Dato che questa congettura sembra un problema
inattaccabile (almeno al momento), forse ci si puo
porre un obiettivo pitt modesto e, magari, piu ab-
bordabile: cosa st puo dire sullintegrabilita dev bi-
liardy su tavoli che sono delle deformazioni, suffi-
cientemente piccole, di ellisst o di cerchi? (Figura 25)

Fig. 25

Congettura di Birkhoff (versione deformativa). S7
consideri un biliardo di Birkhoff ottenuto attra-
verso una deformazione (sufficientemente regolare
e piccola) di un tavolo da biliardo ellittico o cir-
colare. Questo biliardo e integrabile se e solo se la
deformazione ¢ banale, t.e., lo lascia ancora di
forma ellittica o circolare.

E possibile dimostrare questa versione della con-
gettura?

Recentemente c’e stato un notevole passo avanti
in questa direzione: questa congettura e vera! La
dimostrazione di questo risultato e apparsa in un mio
articolo in collaborazione con Vadim Kaloshin (Uni-
versity of Maryland, Stati Uniti d’America), pub-
blicato sulla rivista Annals of mathematics [KS],
una tra le piu prestigiose e importanti riviste di
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matematica al mondo (nel numero 141 del 1995 e
stata pubblicata la dimostrazione dell’Ultimo teore-
ma di Fermat, ad opera di Andrew Wiles!).

Un primo risultato parziale, relativo a deforma-
zioni di biliardi circolari, era gia stato dimostrato nel
2016 da Artur Avila (medaglia Fields nel 2014), Ja-
copo De Simoi e Vadim Kaloshin, [ADK].

Come si dimostra?

La dimostrazione e tutt’altro che banale e ri-
chiederebbe I'introduzione di strumenti matematici
molto avanzati. Quindi, anche il lettore dalla curio-
sita piul vorace (che puo eventualmente soddisfare
leggendo [KS]) dovra mettersi 'animo in pace e ac-
contentarsi di una descrizione molto vaga...

L’idea intuitiva della dimostrazione consiste nello
studiare una particolare famiglia di caustiche. Con-
sideriamo una caustica tale che ogni orbita tangente
ad essa e periodica con un certo periodo q (si chiude
dopo q rimbalzi) e prima di chiudersi compie sola-
mente un giro del tavolo: un simile oggetto viene
chiamato caustica integrabile con numero di rota-
zione 1/q.

Siamo partiti col comprendere sotto quali condi-
zioni una caustica di questo tipo persiste sotto I'ef-
fetto di una perturbazione. Infatti, se un biliardo e
integrabile queste caustiche devono esistere per
ogni ¢ > 3 (ma non necessariamente per q = 2: si
pensi al caso dell’ellisse in cui ci sono solo due orbite
periodiche di periodo 2, che corrispondono agli assi
maggiore e minore dell’ellisse).

Queste caustiche sono in un certo senso degli
oggetti molto “fragili” e difficili da salvaguardare
(non sono quelle per cui vale il teorema KAM,
menzionato sopra): la loro conservazione, quindi,
deve implicare qualche informazione aggiuntiva
sulla struttura della deformazione.

Per i lettori con qualche nozione di matematica
avanzata, queste informazioni aggiuntive possono
essere spiegate approssimativamente nel seguente
modo: la sopravvivenza di una caustica integrabile
con numero di rotazione 1/q implica delle condizioni
—che indicheremo con &, —sui coefficienti di ordine q
dell’espansione in serie di Fourier della deforma-
zione, rispetto ad un’opportuna famiglia di funzioni
elementari; questa famiglia e costituita da funzioni
ottenute attraverso la combinazione di opportuni

integrali ellittici e funzioni ellittiche di Jacobi (che
sono legate alla dinamica nel biliardo ellittico/circo-
lare prima della deformazione).

Se assumiamo quindi che il biliardo deformato
sia integrabile, allora avra caustiche di questo tipo
per ogni q > 3; a questo punto abbiamo cercato di
dimostrare che questa famiglia infinita di con-
dizioni {&;},>3, implica che la deformazione che
stiamo considerando deve avere proprieta molto
particolari. Nello specifico, la deformazione puo
essere soltanto: una traslazione, un’omotetia (di-
latazione/contrazione), una rotazione o una tra-
sformazione che dilata in una certa direzione e
contrae in quella perpendicolare. In tutti questi
casi, per effetto di questa deformazione un’ellisse
0 una circonferenza saranno necessariamente tra-
sformati in un’ellisse o in una circonferenza (At-
tenzione: l'ultimo tipo di trasformazione trasforma
le circonferenze in ellissi e puo trasformare ellissi
in circonferenze!)

Trail dire eil fare, ¢’e di mezzo... una bella dose di
dettagli teenici, che vi risparmio! Rimboccandosi le
maniche, siamo alla fine arrivati a scrivere 1'ago-
gnato QED.
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