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Sommario: Cantor ebbe subito chiaro, allinizio della sua costruzione dei numeri transfinity, nei primi anni
ottanta del diciannovesimo secolo, che non tutte le collezioni concepibili possono essere ammesse come insiemsi; la
totalita degli ordinali era per lui un simbolo dell’Assoluto; in matematica conduceva ad antinomie; cerco di
escluderle plasmando un’adeguata ma ambigua definizione di “insieme”; negli ultimi anni del secolo, nella
corrispondenza con Hilbert e Dedekind, egli fu tentato tuttavia dall’usare tali collezioni per chiudere le grandi
questioni aperte della teoria, come la confrontabilita dei cardinali e il teorema del buon ordine, che saranno
chiarite in sequito da Zermelo.

Abstract: Cantor was aware, from the beginning of his work on infinite numbers in the early eighties of the 19th
century, that not all conceivable collections could be assumed as existent sets; the totality of ordinal numbers was for
him a symbol of the Absolute; in mathematics it led to antinomies; he tried to exclude such collections by carefully
but ambiguously shaping the definition of “set”. Inthe end, he was tempted however to use them, in correspondence
with Hilbert and Dedekind, to prove the great open questions of the theory, such as the trichotomy for cardinals and

the well-ordering theorem, which were due to be solved later by Zermelo.

Gli storici della matematica hanno ormai definitiva-
mente documentato come Georg Cantor (1845-1918),
nel corso della costruzione della sua Mannigfaltig-
keitslehre (teoria delle varieta [insiemi]), sia venuto
ariconoscere la possibilita di antinomie anche prima
del clamore suscitato da Bertrand Russell (1872-
1970) nel 1903 con la pubblicazione della contraddi-
zione che aveva comunicato a Gottlob Frege (1848-
1925) nel 1901.(*) Meno noto al pubblico & in che
occasione le abbia incontrate, sotto quale forma, e
soprattutto come abbia reagito.

In questo articolo mostreremo come Cantor,
individuate possibili contraddizioni, non le considero
antinomie causate dall’applicazione della logica al-
'infinito, quanto piuttosto caratteristiche del con-
cetto di insieme che stava costruendo attraverso i
risultati che accumulava, e che ne suggerivano una
piu precisa determinazione; in particolare riconobbe
la necessita di una distinzione tra molteplicita che

Accettato: il 11 luglio 2018.

M [Russell 1903, cap. 10, La contraddizione]. Russell le
chiamava inizialmente contraddizioni. Studi generali sulla
vita e 'opera Cantor sono [Dauben 1979], [Hallett 1984],
[Purkert e Ilgauds 1987], [Ferreirdos 2007], [Lolli 2011].

potevano e altre che non potevano essere oggetto di
studio matematico; in seguito tale distinzione e stata
espressa con i termini rispettivamente di “insieme” e
di “classe”, o classe propria.

Cantor discusse le difficolta che intravedeva nella
corrispondenza con David Hilbert (1862-1943) e con
Richard Dedekind (1831-1916) negli ultimi anni del
diciannovesimo secolo, e saranno quindi questi per-
sonaggi i principali protagonisti della nostra storia.

Alcuni dei problemi ancora aperti erano stati
recalcitranti a ogni tentativo di dimostrazione anche
perché, si capira in seguito, coinvolgevano principi
non ancora identificati, come il principio moltiplica-
tivo di Ernst Zermelo (1871-1953). Proprio per
risolvere questi problemi Cantor cerco di utilizzare
forme di ragionamento che coinvolgevano in modo
coerente classi proprie quali la totalita degli ordinali
e latotalita dei cardinali, forme di ragionamento che,
usate ingenuamente, avrebbero prodotto le antino-
mie del massimo ordinale e del massimo cardinale.

Ma nella letteratura secondaria e nell’opinione
comune continua a prevalere il resoconto catastrofista
di [Russell 1903] sull'impatto delle antinomie, per cui
sembra doveroso approfittare di questa occasione
anche per raddrizzare alcune storture storiche, per
esempio quella relativa all’antinomia di Burali-Forti.
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1. — Burali-Forti, 1897

In [Burali-Forti 1897a] Cesare Burali-Forti (1861-
1931) pubblico il risultato che porta il suo nome, ma
con una formulazione diversa da quella comunemen-
te conosciuta. Fu Russell a battezzare col nome di
antinomia di Burali-Forti, in [Russell 1902] e in
[Russell 1903], 1a seguente affermazione: “si siste-
mino tutti i numeri ordinali in ordine di grandezza;
allora l'ultimo di essi, che chiameremo £, sara il
massimo numero ordinale. Senonché il numero di
tutti gli ordinali da 0 fino a N' & N +1, che &
maggiore di V7. (%)

Il primo studio degli insiemi bene ordinati da parte
di Burali-Forti risaliva al 1894; [Burali-Forti 1894] era
una premessa al successivo lavoro del 1897, un eserci-
zio di formalizzazione delle definizioni di classi bene
ordinate e numeri ordinali esposte in [Cantor 1886]. (%)

La definizione di classe bene ordinata era del tutto
travisata gia in questo primo lavoro, come lo sara nel
1897: Burali-Forti definiva una classe u bene ordina-
ta 1n un senso da o, dove o € una funzione che a ogni
elemento x di % associa I'insieme dei seguenti di «, se

1. ogni individuo di % ha 'immediato seguente, e
2. esiste almeno un individuo di % che non ha
precedenti. ()

Definiva u bene ordinata in due sensi da o se

1. ogni individuo di % ha I'immediato seguente, e
2. non esistono individui di # che non hanno
precedenti.

() [Russell 1903, trad. it. p. 24]. Continuiamo a usare la
dizione ormai invalsa di “antinomia di Burali-Forti” per
questa formulazione, o quella analoga nella forma che la
classe di tutti gli ordinali & un ordinale, e quindi dovrebbe
appartenere a se stessa, ed essere minore di qualche
ordinale. Anche il matematico E. H. Moore (1862-1932)
aveva scoperto questa circostanza per conto proprio un po’
dopo Burali-Forti e nel 1898 ’aveva comunicata per lettera
a Cantor, di cui non si conoscono i commenti; all’epoca
Cantor aveva giu utilizzato lui stesso ’antinomia; Russell
non era al corrente della scoperta di Moore, né di quella di
Cantor. Si veda [Grattan-Guiness 2000, p. 313]

() Cantor definiva un insieme “ben ordinato” se esso era
ordinato da un “buon ordine”, cioeé da una relazione che oltre
ad essere un ordine totale godeva della proprieta che ogni
sottoinsieme non vuoto aveva un minimo.

) Nella terminologia di Peano e dei suoi seguaci, ma
anche di Russell, “classe” significava “insieme”.

Nel lavoro erano quindi definite la concatenazione di
due classi ordinate e anche di una classe ordinata di
classi ordinate, quindi la somma e il prodotto. Si
definiva la relazione di similitudine “secondo Can-
tor”, quindi in corrispondenza a tale relazione di
equivalenza si introducevano i tipi d’ordine, (®) che
quando le classi sono bene ordinate “sono i numeri
ordinali o transfiniti del Cantor”.

Si osservava infine che per una classe bene
ordinata sono soddisfatti gli assiomi dell’aritmetica,
escluso il principio di induzione completa, e che la
classe dei numeri naturali si puo definire per astra-
zione da una classe bene ordinata che soddisfi il
principio di induzione completa.

Nel 1897 Burali-Forti esordiva con la seguente
dichiarazione: “Scopo di questa Nota e di dimostra-
re, che effettivamente esistono dei numert transfi-
niti (*) (o tipt d’ordine) a, b tali che, a non e uguale,
non & minore e non & maggiore di b”. (%)

Definiva quindi “perfettamente ordinate” le classi
ordinate tali che

(a) hanno un minimo,

(b) ogni elemento che ha un successore ha un
immediato successore e

(e) ogni elemento « o non ha un immediato pre-
decessore, o ha un predecessore y che non ha
immediato predecessore ed e tale che tray e x
ci sono un numero finito di elementi.

Definiva gli ordinali come i tipi d’ordine delle classi
perfettamente ordinate, e ordinava la classe di tutti
gli ordinali con la relazione per cui se a é il tipo
d’ordine di « e b il tipo d’ordine di f, alloraa < bse e
solo se o & simile a un segmento iniziale di f e non a f;
la classe risulta perfettamente ordinata, se 'ordine e
totale, e indicando con §2 il suo tipo d’ordine Burali-
Forti arrivava alla contraddizione

Q+1>0e Q4+1<0Q.

Non la considerava un paradosso, ma la conclusione
diuna dimostrazione per assurdo che gli ordinali non

(®) Secondo la concezione di Peano, i tipi d’ordine non
erano le classi di equivalenza, ma enti astratti associati alle
classi di equivalenza.

(®) Lanota (*) contiene il riferimento a [Cantor 1895-97] e
alla sua traduzione nella Rivista di Matematica di Peano.
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sono tutti confrontabili tra loro rispetto alla gran-
dezza, avendo preso tale proposizione come assun-
zione.

Quando aveva introdotto tale assunzione, aveva
affermato che “non ci e possibile dimostrar{la]”; la
non dimostrabilita e certo alla fine conseguenza
dell'intero argomento per assurdo, se tutti i suoi
passi sono corretti e ammissibili, inclusa la defini-
zione di 2. Ma I'impressione e che Burali-Forti non
la sapesse dimostrare, altrimenti non si vede perché
focalizzarsi su quella e non per esempio sulla irri-
flessivita. La proprieta di confrontabilta era stata
dimostrata invece da Cantor per i suoi ordinali nella
seconda parte di [Cantor 1895-97]; la prova era per
induzione sui buoni ordini, un tipo di argomento che
Burali-Forti dimostrava di ignorare, allora e in
seguito.

Si suppone usualmente che Burali-Forti non ab-
bia prestato la debita attenzione alla definizione
degli insiemi bene ordinati di Cantor; (*) si interpre-
ta la nota [Burali-Forti 1897b] come una ammissione
del suo equivoco; in questa nota, inserita nello stesso
volume dei Rendiconti del Circolo Matematico di
Palermo, Burali-Forti riconosceva che la definizione
di Cantor era diversa, e le classi bene ordinate di
Cantor sono perfettamente ordinate, ma non vice-
versa; infatti proponeva un controesempio: una clas-
se ordinata composta da un primo segmento di tipo w
seguito da una successione decrescente di classi
tutte di tipo w.

Sembra certo che nel 1894 Burali-Forti abbia
equivocato sulla definizione; tuttavia il fatto che nel
1897 cambi la terminologia e aggiunga la condizione
(c) fa sospettare che egli pensasse di aver trovato
una caratterizzazione diversa dei buoni ordini, o
almeno lo credesse senza esserne del tutto sicuro,
da cui le varianti terminologiche, e una incertezza
presto chiarita con il controesempio nella nota ag-
giuntiva.

() La definizione di “buon ordine” non era evidente-
mente agevole da assimilare; anche Jacques Hadamard
(1865-1963), nel 1897, al primo Congresso internazionale
dei matematici di Zurigo, ne diede una presentazione errata
(in [Hadamard 1898]), a quanto affermato in Grattan-Gui-
ness 2000, p. 136].

Burali-Forti notava peraltro ivi che i suoi risultati
non avevano fatto uso della condizione del buon
ordine, e restavano validi. Sara Russell a sottolinea-
re che i suoi argomenti valgono anche per le classi
bene ordinate, come & ovvio essendo queste perfet-
tamente ordinate. In una lettera a Grace Chisholm
Young (1868-1944) del 9 marzo 1907, riportata in
[Ewald 1996, p. 925], Cantor protestera con chi
considerava ) un insieme, come Schonflies, e dira
che quello che ha prodotto Burali-Forti e “del tutto
insensato [...] non ha neanche capito correttamente
la definizione di insieme bene ordinato”.

2. — Problemi aperti

Dopo la pubblicazione della sintesi dei “Beitrige” del
1895-97 (“Contributi alla fondazione della teoria
degli insiemi transfiniti”) restavano aperti diversi
problemi che Cantor non riusciva a risolvere.

Uno era l'antisimmetria della relazione < tra
cardinali, vale a dire, in base alla definizione, che
se un insieme A e equipotente a un sottoinsieme di B
e B é equipotente a un sottoinsieme di A, allora A e B
sono equipotenti. Due insiemi si dicono equipotenti
(0o equivalenti) se esiste tra di essi una corrispon-
denza biunivoca. La proprieta era importante per la
teoria di Cantor, tanto che una volta dimostrata
venne ad assumere il carattere di teorema, noto
come teorema di Cantor-Bernstein, o anche teorema
di equivalenza. (®) In una lettera del novembre 1882
Cantor aveva confessato a Dedekind le sue difficolta
a dimostrare il lemma che é la chiave per la dimo-
strazione del teorema: Se M" C M’ C M ed esiste
una corrispondenza biunivoca tra M ed M”, allora M’
ha la stessa potenza di M. &)

Cantor aveva fatto riferimento due volte a questo
lemma, una prima volta (1883), prevedendo di dimo-
strarlo nella costruzione della sua teoria degli ordi-

() In [Zermelo 1908b] il teorema & enunciato nel se-
guente modo: “27. TEOREMA DI EQUIVALENZA. Se ciascuno
dei due insiemi M e N é equivalente a un sottoinsieme
dell’altro, allora M e N sono tra loro equivalenti”.

() In Unverhiffentlicher Briefwechsel, in [Dugac 1976a,
pp. 223-62].
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nali transfiniti, una seconda volta come problema
aperto, appunto nei “Beitrdge”. Il lemma fu dimo-
strato da Dedekind nel 1887, senza comunicarlo a
Cantor fino al 1899, episodio che fu motivo di risen-
timento, come vedremo. Una dimostrazione fu data
da Felix Bernstein (1878-1956) nel 1897 e annunciata
in [Borel 1898]. (%)

Un altro problema aperto era quello cosiddetto
della tricotomia, o della confrontabilita dei cardinali,
la proprieta cioe che per due cardinali qualunque a e
b vale

a<bva=bva>b

(in termini insiemistici, per due insiemi a e b qua-
lunque, o esiste unainiezione di @ in bmanonunadi b
in a, o al contrario esiste una iniezione di b in @ ma
non una di @ in b, oppure esiste una biiezione tra a e
b). Esso era collegato a un altro problema, se ogni
cardinale fosse un alef.(*!) Se si, essendo gli alef
bene ordinati, la confrontabilita era garantita.('%)
L’affermazione che ogni cardinale € un alef era
chiamata teorema dell’alef, o teorema degli alef.
Questi e altri problemi erano esplicitamente elen-
cati nella prima parte di [Cantor 1895-97, § 2:
“Maggiore” e “minore” tra le potenze], in corpo
minore: a) la tricotomia, proposizione di cui “piu
avanti [...] risultera la verita”, e da cui seguono le
successive, di cui si dice tuttavia che non si fara uso
nell’attuale lavoro; b) 'enunciato di Cantor-Bern-
stein; ¢) 'enunciato del lemma chiave menzionato
sopra; d) una variante della tricotomia nel linguaggio
delle applicazioni (“se N non e equivalente né a M né
a un sottoinsieme di M, allora M é equivalente a un

(*% Nello stesso 1898 Ernst Schroder (1841-1902) pro-
pose una dimostrazione nella quale tuttavia (il solo) Alwin
Korselt (1864-1947) trovo un errore non rimediabile; ma il
suo nome e rimasto in alcuni resoconti, mentre sarebbe
giusto che comparisse quello di Dedekind.

(*1) Gli alef, R, Ry, Vg, ..., Ny, ... sono i cardinali degli
insiemi bene ordinati, piti precisamente sono ordinali iniziali,
cioé non equipotenti ad alcun ordinale minore. I cardinali non
erano definiti da Cantor come classi di equivalenza di insiemi
equipotenti (come cerchera di fare Russell); per Cantor un
cardinale era un concetto ottenuto facendo astrazione dalla
natura e dall’ordine degli elementi di un insieme.

(*?) Dati due ordinali, o essi sono isomorfi come ordini, o
uno e isomorfo a un segmento iniziale dell’altro o viceversa.

sottoinsieme di N”); e) se due insiemi M ed N non
sono equivalenti, ma un sottoinsieme N; di N e
equivalente a M, allora nessun sottoinsieme di M e
equivalente a N.

Nel 1891 Cantor affermava che nel 1883 aveva
dimostrato che la successione dei cardinali &€ bene
ordinata; in seguito era diventato pit incerto. Cantor
aveva usato implicitamente il teorema dell’alef an-
che nelle sue ricerche sugli insiemi di punti: quando
erano in gioco cardinalita di insiemi infiniti Cantor
prendeva il minimo cardinale, sfruttando il fatto che
gli alef erano bene ordinati, avendo come indici gli
ordinali. (**)

Al Congresso di Parigi del 1900, nella lista di
problemi matematici presentata da Hilbert ne erano
presenti due che, pur riguardando un insieme spe-
cifico relativamente piccolo, mettevano in evidenza
ancora altre lacune nella costruzione di Cantor. Il
primo della lista era “Il problema di Cantor della
potenza del continuo”, (**) dove si chiedeva di dimo-
strare “un teorema molto verisimile la cui dimostra-
zione peraltro non e ancora stata ottenuta da nessu-
no nonostante gli sforzi piu assidui”, il teorema
secondo cui “ogni sistema di infiniti numeri reali,
cioe ogni insieme infinito di numeri o di punti, &
equivalente o all'insieme dei numeri interi naturali
1,2,3,... oppure all'insieme di tutti i numeri reali e
quindi del continuo”. Hilbert proseguiva ricordando
“anche un’altra affermazione, assai notevole, fatta
da Cantor, che sta in strettissima connessione con il
teorema precedente”. Presentata la definizione di
insieme bene ordinato, Hilbert chiedeva: “non si puo
concepire anche il continuo come un insieme bene
ordinato? Cantor crede che si debba rispondere
affermativamente. Mi sembra altrettanto desidera-
bile ottenere una dimostrazione diretta di questa
notevole asserzione di Cantor”. L’auspicio di Hilbert
e significativo, perché vedremo che Cantor in una
lettera del 26 settembre 1897 gli aveva esposto le

(*3) Per esempio nel 1885 aveva definito i punti limite p di
a-esimo ordine di un insieme P come quelli tali che esiste un
rper cui tutti gli intorni B(p, r) di p diraggio minore o uguale
a r erano tali che P N B(p, r) avesse potenza R,_i.

() [Hilbert 1900b]; il primo problema & alle pp. 154-6
della traduzione italiana. Il secondo problema é la dimostra-
zione della non contraddittorieta dell’aritmetica.
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linee di una sua dimostrazione, che evidentemente
Hilbert non riteneva tale, o quanto meno non la
riteneva “diretta”.

La possibilita di mettere ogni insieme ben deter-
minato, non solo il continuo, nella forma di insieme
bene ordinato (teorema del buon ordine) era stata
dichiarata da Cantor “una legge del pensiero”, fon-
damentale e ricca di conseguenze, fin dal 1883,
riservandosi allora di tornare sull’argomento per
dimostrarla. (**) I teorema del buon ordine era
implicato dal teorema dell’alef, perché se vale questo
ogni insieme ¢ in corrispondenza biunivoca con un
ordinale, quindi e bene ordinabile. Era, come si
sarebbe capito negli anni successivi, la condizione
per risolvere anche gli altri problemi aperti sum-
menzionati, condizione necessaria e sufficiente data
I'equivalenza insospettata da alcuni di questi. Ma lo
si vedra solo dopo che Zermelo formulera, nel 1904,
I'assioma di scelta e dimostrera il teorema del buon
ordine; la tricotomia e il teorema degli alef sono
equivalenti all’assioma di Zermelo.

3. — Corrispondenza con Hilbert, 1897

La scelta del primo problema dimostrava che Hil-
bert seguiva con interesse le ricerche di Cantor.
Questi era da alcuni anni in contatto con lui e negli
ultimi anni del secolo ebbe un prezioso scambio
epistolare. (16)

In una lettera a Hilbert del 26 settembre 1897,
dopo alcuni preliminari su un loro incontro a Brun-
swick (presente anche Dedekind) e su questioni di
pubblicazioni, Cantor riprendeva un dialogo iniziato
ma non concluso a Brunswick, e scriveva:

[...] lei ha espresso un dubbio relativo alla pos-
sibilita che tutti i numeri cardinali infiniti o po-
tenze siano contenute tra gli alef; in altre parole,
se ogni determinato a o b sia sempre un alef. Puo

(*®) [Cantor 1883, § 3].

(*%) Alcune lettere di Cantor a Hilbert e le ultime con
Dedekind sono tradotte in inglese in [Ewald 1996, pp. 923-
40]. Qualcuna & in tedesco nella piii completa raccolta
[Meschkowski e Nilson 1991]. Quelle con e di Dedekind sono
pubblicate in [Cantor e Dedekind 1937] e altre ivi mancanti
in [Dugac 1976a].

essere rigorosamente dimostrato che la risposta
a questa domanda e si.

Perché la totalita di tutti gli alef & tale da non
poter essere concepita come un insieme de-
terminato, ben definito, compiuto [fertig]. (") Se
cosi fosse, allora questa totalita sarebbe seguita
in grandezza da un determinato alef, che percio
dovrebbe sia appartenere a questa totalita, come
un elemento, sia non appartenere, il che sarebbe
una contraddizione.

Premesso questo, io posso dimostrare rigor-
osamente: “Se un insieme determinato, ben de-
finito compiuto avesse un numero cardinale di-
verso da ciascun alef, allora dovrebbe contenere
sottoinsiemi la cui cardinalita e qualsiasi alef —in
altre parole, I'insieme dovrebbe contenere la to-
talita di tutti gli alef”.

Continuava la lettera:

Da questo e facile concludere che, ammessa la
precedente assunzione (di un insieme determi-
nato il cui numero cardinale non e un alef), anche
la totalita di tutti gli alef potrebbe allora essere
colta come un insieme determinato, ben definito e
compiuto. Ma io ho testé provato che non e tale.
Percio, ogni a & sempre un determinato alef.

In particolare

la potenza del continuo lineare o € sempre uguale
a un determinato alef (io spero di dimostrare che
D = Nl).

Ne segue da questo che noi possiamo gia vedere
che il continuo lineare, considerato fuori dal suo
contesto, e numerabile in un senso superiore,
vale a dire puo essere rappresentato come un
msieme bene ordinato.

Per lo scrupolo forse che Hilbert non fosse familiare
con i concetti usati, Cantor in chiusura ricordava che
“[l]e totalita che non possono essere colte da noi
come ’insiemi’ (un esempio delle quali e la totalita
degli alef, come ho appena mostrato) io le ho chia-
mate ‘assolutamente infinite’ molti anni fa, distin-
guendole nettamente dagli insiemi transfiniti.” Ve-

(*") [In inglese traducono fertig con finished.]
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dremo che “molti anni fa” si riferisce al 1883 e alle
Grundlagen.

Prima di risalire indietro negli anni, completiamo
lo scambio in esame con la lettera del 2 ottobre 1897
di Cantor a Hilbert, che aveva risposto alla prece-
dente il giorno successivo al ricevimento. Cantor
accetto subito quello che Hilbert gli aveva evidente-
mente contestato, che “[1]a totalita degli alef puo
essere concepita come un insieme determinato e ben
definito dal momento che, data una qualsiasi cosa,
deve sempre essere possibile decidere se questa
cosa & un alef o no; e nient’altro e richiesto per
appartenere a un insieme ben definito”.

Si noti che questa era stata la convinzione pure di
Richard Dedekind, quando aveva iniziato a lavorare
sul concetto generale di sistema, imponendo tale
unica condizione nel §1 del suo lavoro del 1888:

Capita molto spesso che cose diverse a,b,c. ..,
siano considerate per un motivo qualsiasi da un
medesimo punto di vista, e siano messe assieme
nella mente; si dice allora che esse formano un
sistema S. [...] Un tale sistema (o aggregato, o
varieta, o totalita) e, come un oggetto del nostro
pensiero, anch’esso una cosa [Ding]; esso & com-
pletamente determinato quando sia determinato,
per ogni cosa, se essa & o no un elemento di S. (*¥)

Era stata anche, come vedremo, la prima definizione
di Cantor nel 1882. Per quanto riguarda Hilbert, egli
abbandono, dopo la scoperta delle antinomie, I'idea
“condivisa finora da tutti i logici e i matematici — che
un concetto e gia dato quando si & in grado di
stabilire, per ogni oggetto, se esso cada sotto di esso
oppure no”. *9)

All'obiezione di Hilbert, il 2 ottobre Cantor ri-
spondeva:

All right. (%) Ma ha trascurato il fatto che nella
mia lettera da Harzburg ho anche usato la car-
atteristica “compiuto”, e ho detto:

Teorema: ‘La totalita di tutti gli alef non puo es-
sere concepita come un insieme determinato, ben

(*®) [Dedekind 1888, p. 87 ed. Gana].

(*%) [Frege 1983, Lettera a Frege del 7 novembre 1903, p.
65]. Sulla posizione di Hilbert torneremo alla fine.

(*%) [In inglese nell’originale.]

definito e anche compiuto’. Questo e il punctum
saliens, e mi azzardo ad affermare che questo
teorema del tutto certo, dimostrabile rigor-
osamente dalla definizione della totalita di tutt:
gli alef, e il teorema piu importante e nobile di
tutta la teoria degli insiemi. Si deve solo com-
prendere correttamente I'espressione ‘compiuto’.
Io dico di un insieme che esso puo essere pensato
come compiuto (e chiamato, se contiene infiniti
elementi, ‘transfinito’ o ‘super-finito’) se e possibile
pensare senza contraddizione (come e possibile
per gli insiemi finiti) che tutti i suoi elementi
esistono insieme, e quindi pensare all'insieme
stesso come a una cosa composta i sé [zu-
sammengesetztes Ding fiir sich]; o (in altre parole)
se e posstbile immaginare I'insieme come attual-
mente esistente con la totalita dei suoi elementi.

A Cantor sembrava percio chiaro, diceva a Hilbert,
che con questa definizione “transfinito” coincideva
con I"“infinito attuale” dell’antichita e doveva essere
considerato come un apwpiopévov [qualcosa di de-
terminato]. Per chiarire la terminologia a Hilbert
precisava che nella prima parte dei “Beitrige”,
“proprio all'inizio io ho definito un ‘insieme’ (inten-
dendo solo il finito o il transfinito) come un ‘mettere
assieme’ [Zusammenfassung]. Ma e possibile ‘met-
tere assieme’ solo se un ‘«essere insieme»’ [Zusam-
mensein] e possibile. (1) Al contrario, insiemi infi-
niti tali che la totalita [Totalitdt] dei loro elementi
non puo essere pensata come un ‘esistere insieme’ o
come una ‘cosa in sé’ 0 un aE®PICUEVOV, € che percio
neppure sono, i questa totalita, oggetto di ulteriore
considerazione matematica io li chiamo ‘insiemi
assolutamente infiniti’, e tra questi si trova 1"insie-
me di tutti gli alef’”.

Bisogna dire che nel 1900 Hilbert, pur senza
commentare, sembro aver accettato la distinzione
di Cantor, almeno nel senso di adottare la sua
terminologia. La grande importanza che Hilbert

(*!) [Torneremo su questa definizione. Nella traduzione
inglese Zusammenfassung € stato reso con “una collezione
in un tutto”, dove tuttavia “collezione” sembra 1'n-esimo
sinonimo di insieme, mentre Zusammenfassung & 'opera-
zione di formare una collezione, operazione qui solo adom-
brata dall’“in” di “in un tutto”. Nella traduzione francese
Zusammensein e reso da “esistenza simultanea”.]
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attribuiva alle dimostrazioni di non contraddittorie-
ta dipendeva oltre che dalla ricerca del rigore anche
dalla sua concezione dell’esistenza in matematica:

In questa dimostrazione [della non contra-
ddittorieta della sua assiomatizzazione della
teoria dei numeri reali] io vedo anche la dimos-
trazione dell’esistenza della totalita dei numeri
reali ovvero — nel modo di esprimersi di G. Cantor
—la dimostrazione che il sistema dei numeri reali
e un insieme consistente (compiuto) [konsistente
(fertige) Menge].

Se noi volessimo provare in modo analogo 'esis-
tenza della totalita di tutte le potenze (o di tutti gli
alef di Cantor) il tentativo fallirebbe, per il motivo
che la totalita di tutte le potenze non esiste, o —
nella terminologia di Cantor —il sistema di tutte le
potenze e un insieme inconsistente (non compiu-
to). %)

L’esistenza di questa lettera di Cantor a Hilbert e
parte del suo contenuto fu resa nota nel 1904 agli
studiosi da Philip Jourdain (1879-1919), che riferiva
a sua volta una lettera ricevuta da Cantor il 4
novembre 1903; in essa Cantor, dopo aver precisato
che il teorema dell’alef gli era noto intuitivamente da
pit di venti anni, di fatto dal momento stesso della
sua scoperta degli alef, affermava di aver costruito in
seguito una dimostrazione che “gia circa 7 anni fa ho
partecipato a Hilbert, e da 4 anni a Dedekind, con
una comunicazione epistolare, nel suo contenuto
sostanzialmente coincidente con quello che incontro
nel suo seritto”. (33)

(*3) [Hilbert 1900a, trad. it. p. 143]. Gli aggettivi “konsis-
tente” e “inkonsistente”, non usati da Cantor nella corris-
pondenza con Hilbert, erano stati adoperati come vedremo in
quella con Dedekind e probabilmente discussi da questi con
Hilbert.

(*®) [Purkert e Ilgauds 1987, pp. 150-1]. Torneremo in
seguito su questa lettera del 1903. Lo scritto a cui si riferisce
Cantor conteneva una dimostrazione di Jourdain del teor-
ema del buon ordine, che sara pubblicata in [Jourdain 1904].
Siccome il riferimento di Cantor e alla propria lettera a
Hilbert del 1897, egli nel ricordo commette per quanto
riguarda quest’ultimo I'errore di un anno; diffuso da [Bern-
stein 1905], nella comunita dei matematici si radico 'idea che
Cantor avesse scoperto le antinomie nel 1895, e le avesse
comunicate a Hilbert nel 1896.

Le contraddizioni erano note a Hilbert, lo rac-
conta a Frege nella citata lettera del 7 novembre
1903, non solo quella che era stata segnalata a
Frege da Russell, e trovata indipendentemente da
Zermelo “tre o quattro anni fa”, ma anche altre piu
persuasive che lui stesso aveva trovato “quattro o
cinque anni fa”.

Zermelo aveva descritto a Hilbert nel 1902 un
argomento del tipo di quello di Russell, che inse-
rira in [Zermelo 1908b]: non puo esistere un insie-
me M tale che 22 (M) C M, perché considerando
My ={x € M | x ¢ x} siottiene una contraddizione.
Hilbert per parte sua aveva capito che non puo
esistere alcun S tale che se x € S allora 22 (x) € S
eseT C Sallora|JT € S. Infatti allora 22 (|JS) € S
e 2(US) € S, assurdo. **)

Ma prima di andare oltre ritorniamo a “molti anni
fa”, quando Cantor aveva chiamato “assolutamente
infinite” le totalita che non possono essere colte
come “insiemi”; distinguendole dagli insiemi.

4. — La definizione di insieme

Fino al momento in cui la teoria fu assiomatizzata da
Zermelo nel 1908, la definizione di insieme doveva
essere affidata a immagini, sinonimi, circonlocuzio-
ni, metafore. Cantor ne propose una quando inizio ad
avere l'intuizione che si potevano considerare tota-
lita che non fossero solo totalita di punti. Nel 1882
introdusse il concetto di “insieme ben definito” come
oggetto matematico:

Chiamo ben definita una varieta [Manningfaltigkeit]
(collezione [Inbegriff], insieme [Menge]) di ele-
menti che appartengono a un qualsiasi dominio di
concetti se, sulla base della sua definizione e in
conseguenza del principio logico del terzo escluso
si deve riconoscere come internamente determi-
nato [intern bestimmit] se un oggetto che appa-
rtiene allo stesso dominio di concetti appartiene
alla suddetta varieta come elemento o no, come
anche se due oggetti che vi appartengano, non-
ostante differenze formali, siano uguali o no. &)

(% Si veda [Kanamori 2004].
(®®) [Cantor 1879-84, terzo articolo, del 1882].
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Un commento su “internamente determinato” era
dato subito di seguito: in generale, le decisioni
sull’appartenenza non devono essere condizionate
dai metodi al momento disponibili e alla loro esegui-
bilita effettiva, non si tratta di questo, quanto piut-
tosto

solo della determinazione interna, che in casi
concreti, quando lo scopo é raggiungibile grazie al
perfezionamento degli strumenti si trasforma in
una determinazione attuale (esterna).

Nelle Osservazioni finali delle Grundlagen dell’anno
successivo Cantor precisava che con Mannigfaltig-
keitslehre intendeva una teoria molto comprensiva
della quale finora aveva soltanto indagato le forme di
una teoria degli insiemi aritmetica e geometrica. In
vista di una maggior astrazione aveva bisogno di una
definizione:

Con “varietd” [Mannigfaltigkeit] o “insieme”
[Menge] io intendo in generale ogni Molti che
possono essere pensati come Uno, cioe ogni
molteplicita [Inmbegriff] di elementi determinati
che possono essere uniti in un tutto da una legge,
e con questo io credo di definire qualcosa che e
affine all’8160¢ o all'idéa di Platone, come anche a
cio che Platone chiama puktov nel dialogo “Filebo
o del massimo bene”. (%)

In relazione alla concezione cantoriana dell’infinito,
ma anche alla discussione in oggetto con Hilbert, &
da segnalare pure l'osservazione seguente che la
successione delle classi numeriche non incontra
mai un confine, e mai giunge ad abbracciare nem-
meno approssimativamente 1'Assoluto. In [Cantor
1887-88] e altrove, ripetutamente, Cantor distingue-
va tre manifestazioni dell’infinito attuale: la prima e
“realizzata in Deo” e la chiamava infinito assoluto “o
brevemente Assoluto”; 1a seconda € nel mondo ma-
teriale; la terza in matematica, colta dal pensiero
come numero, grandezza, tipo d’ordine.

(%) [Cantor 1883, Osservazione 1,al § 1]. g180¢ e 1d&a sono
due sinonimi usati da Platone per le forme ideali; con piktov
Cantor allude forse al terzo genere della realta discusso nel
“Filebo” come un misto tra finito e infinito, al quale appa-
rtengono le cose proporzionate, generate ponendo un limite
all’infinito.

Il vero infinito per Cantor era I’Assoluto, con
richiami leibniziani (di cui cita nelle Grundlagen
“I'infini véritable n’est pas une modification, c’est
I'absolu”): il transfinito & aumentabile, per ogni
numero infinito ne esiste uno maggiore, mentre
I’Assoluto non & aumentabile, esso abbracecia tutti i
numeri.

In termini non religiosi potremmo dire che 'As-
soluto e la categoria di tutto cio che € matematizza-
bile. “I’Assoluto puo essere solo riconosciuto, mai
conosciuto neanche approssimativamente”, ma

La successione assolutamente infinita dei numeri
mi appare in un certo senso come un simbolo
appropriato dell’Assoluto.

[...] Notevole mi appare anche il fatto che a ogni
classe numerica, quindi anche a ogni cardinalita
puo essere associato un preciso numero della
successione assolutamente infinita, di modo che
[...] anche le diverse cardinalita formano per-
tanto una successione assolutamente infinita. (¢*)

In verita, il fatto che I’Assoluto possa solo essere
riconosciuto, e le molteplicita assolutamente infinite
non possano essere oggetto di considerazione mate-
matica, come Cantor si & espresso con Hilbert il 2
ottobre, sembra parzialmente contraddetto dalla
possibilita che, come vedremo, esse siano usate
proprio nelle dimostrazioni, e siano parte integrante
della prova di un teorema. Esse vi interverranno
tuttavia come limiti, quasi una restrizione metama-
tematica che vieta certe costruzioni perché porte-
rebbero a una molteplicita assolutamente infinita.
Le due Osservazioni nelle Grundlagen, in parti-
colare la seconda, saranno sempre rivendicate da
Cantor come il momento in cui egli aveva ricono-
sciuto la possibilita di collezioni “assolutamente infi-
nite”, non considerabili come “insiemi”, non assog-
gettabili a studio matematico. Oltre che la corrispon-
denza con Hilbert e con Dedekind, possiamo segna-
lare per esempio la gia citata lettera a Grace Chis-
holm Young del 9 marzo 1907, dove ricordava di aver

(") [Cantor 1883, Osservazione 2, al § 4]. Con “classe
numerica” intende I'insieme degli ordinali che hanno tutti
una stessa cardinalita: classe I gli ordinali finiti, classe IT gli
ordinali numerabili, ecc.
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chiamato €2, nel 1883, “la successione assolutamente
infinita dei numeri”.

Alla fine, nei “Beitriage” del 1895-97, opera rias-
suntiva e di sintesi, a differenza di quelle piu esplo-
rative di quando la teoria era in fieri, si trova una
presentazione secca e schematica:

Con “insieme” [Menge] intendiamo la collezione
che risulta dal mettere insieme in un tutto oggetti
determinati e distinti della nostra intuizione o del
nostro pensiero.

Si direbbe 'incipit tipico che conferma che in mate-
matica non si definisce cio di cui si parla, anche se
non e cosl per Cantor. Non si vede tuttavia traccia
delle distinzioni che nel 1897 Cantor presentera a
Hilbert, e che saranno dichiarate implicite nella
definizione in considerazione del fatto che per “met-
tere insieme” occorre che gli elementi “stiano insie-
me”. La definizione in realta, se aveva questo obiet-
tivo, e quindi era gravida di implicazioni fondaziona-
li, era “oscura e non adatta allo scopo” secondo
[Ferreiros 2007, p. 294], o per lo meno criptica, ancor
piu di quella del 1883, che Cantor stesso ammettera
nel 1899 come vedremo essere “un po’ nascosta”.
Pare quasi che Cantor volesse evitare di entrare
nell’argomento, che non volesse nemmeno suggerire
al lettore 'esistenza di problemi non ancora comple-
tamente chiariti relativi ai fondamenti.

5. — Corrispondenza con Dedekind, 1899

Cantor riprese i rapporti con Dedekind nel 1897,
dopo anni di gelo, e lo fece perché di nuovo come nel
1878 aveva bisogno di essere rassicurato sulla
dimostrazione di un teorema, questa volta il teore-
ma dell’alef, che aveva comunicato a Hilbert. Man-
do anche in avanscoperta I’allievo Felix Bernstein,
che aveva appena dimostrato finalmente il teorema
di Cantor-Bernstein; questi tuttavia ando incontro,
come Cantor, a una brutta delusione; Dedekind gli
fece vedere come si possa facilmente dimostrare il
lemma cruciale a partire da una proposizione che
aveva inserito in [Dedekind 1888], la § 4.63, la-
sciando la “non difficile” dimostrazione al lettore e

dichiarando che non sarebbe stata usata nel resto
del libro.

Tuttavia Dedekind non aveva informato Cantor
della sua dimostrazione, né la aveva annunciata
pubblicamente. A Cantor la esporra infine somma-
riamente solo in una lettera del 29 agosto 1899, dopo
avergli raccontato con malcelata soddisfazione la
reazione incredula di Bernstein, quando gli aveva
rivelato di essere in grado di dimostrare con facilita
il risultato con i propri strumenti. )

Cantor, probabilmente informato da Bernstein
dell’esito dell’incontro con Dedekind, si prese tutta-
via la soddisfazione di una rivincita perché in una
lunga lettera del 3 agosto 1899 gli disse chiaramente
che la sua dimostrazione dell’esistenza di un sistema
infinito, in [Dedekind 1888, § 5, p. 98 ed. Ganal, )
non era sostenibile. (3°)

Se partiamo dal concetto di una molteplicita
[Vielheit] determinata di oggetti (un sistema, una
totalita [Gesamtheit]) di cose, € necessario, come
ho scoperto, distinguere due specie di moltepli-
cita (con il che intendo molteplicita definite).

(%% Lettera del 29 agosto 1899, in [Ewald 1996, pp. 937-8]
e in [Dugac 1976a, p. 261]. In [Cantor e Dedekind 1937,
pp. 246-7] e riportato solo l'allegato con la traccia della
dimostrazione.

®®) “66. Teorema. Esistono sistemi infiniti”. I1 sistema
che e dimostrato infinito e quello della totalita di tutti i
pensieri. “Sistema” era il termine usato da Dedekind per
“insieme”; nella corrispondenza Cantor usa anch’egli questo
termine, forse per mostrare deferenza.

(*°) In [Cantor e Dedekind 1937, pp. 238-44] la lettera
portala data del 28 luglio; in [Ewald 1996, pp. 931-5] la data e
del 3 agosto, mentre & presente un’altra lettera datata 28
luglio in cui Cantor esprime solo il desiderio di informare
Dedekind sui progressi della propria riflessione sulla teoria
degli insiemi e di voler chiedere un suo giudizio; quindi
illustra il problema degli alef e afferma di avere da due anni,
cioeé dal 1897, una dimostrazione che non esistono cardinali
che non siano alef ([Ewald 1996, pp. 930-1]). Se queste date
sono corrette, probabilmente Dedekind diede nell’intervallo
il suo assenso alla richiesta di Cantor del 28 luglio, e questi il
3 agosto gli espose le sue “riflessioni” con dovizia di dettagli
(si scusava ricordando come fosse “importante” per lui il
parere di Dedekind su certi punti fondamentali della teoria
degli insiemi). L’equivoco sulle date risale a una confusione
di Zermelo curatore della edizione delle opere di [Cantor
1932], dove e inserito quest’ultimo scambio epistolare tra
Cantor e Dedekind.
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Infatti una molteplicita puo essere tale che I'assun-
zione della “esistenza simultanea” [Zusammensein]
di tutti i suoi elementi porti a una contraddizione, di
modo che e impossibile concepire la molteplicita
come una unita, come un oggetto “compiuto”. Tali
molteplicita io le chiamo assolutamente infinite o
molteplicita inconsistenti [inkonsistente Vielheit].
Come si vede facilmente, la “totalita di ogni cosa
concepibile”, per esempio, & una tale molteplicita,;
altri esempi emergeranno in seguito.

Se al contrario gli elementi di una molteplicita
possono essere pensati nella loro totalita come “esi-
stenti simultaneamente”, di modo che sia possibile
concepirla come “un solo oggetto”, Cantor la chiama
molteplicita consistente [konsistente Vielheit] o “in-
sieme” [Menge]; in francese e in italiano, osserva
Cantor, questo concetto si esprime rispettivamente
con le parole “ensemble” e “insieme”.

Nelle lettere a Dedekind non compare se non in
due occasioni 'aggettivo fertig, ma solo consistente
vs inconsistente (o sistema vs molteplicita asso-
lutamente infinita). Restera sempre non risolta,
come vedremo, 'ambiguita se l'inconsistenza sia
riconosciuta solo dal suo portare a una contraddizio-
ne, oppure se sia possibile dare una definizione
positiva sia delle molteplicita consistenti che delle
molteplicita inconsistenti. Nelle Grundlagen Cantor
aveva detto che gli elementi di un insieme sono uniti
in un “uno” da una legge, ma questa scappatoia
intensionale non era stata sviluppata, e non era
nemmeno compatibile con la sua visione. Nei “Bei-
triage” e in seguito, Cantor ha sempre insistito che le
totalita devono poter essere o essere pensate come
un tutto, compiute, ma non ha mai precisato cosa
renda una molteplicita un tutto, se non parlando di
“esistenza simultanea”, o di “stare insieme” (Zusam-
mensein), e ammettendo solo che la derivazione di
una contraddizione mostra che la molteplicita non e
consistente. Anzi Cantor sembrera sostenere, ve-
dremo, che la consistenza di una molteplicita non si
puo dimostrare, ma solo riconoscerne I'inconsisten-
za, evidentemente dal ritrovamento di una contrad-
dizione. Frege aveva forse qualche giustificazione
quando lamentava nel 1892 che Cantor non fosse
chiaro su cosa & un insieme. (3)

(1) [Frege 1892], citato in [Hallett 1984, p. 35].

Il 3 agosto 1899, posta la distinzione, Cantor
riassumeva a Dedekind la definizione dei buoni
ordini e degli ordinali, e sulla base dei risultati
stabiliti nei “Beitrdge” sulla confrontabilita e sulla
transitivita della relazione d’ordine, poteva afferma-
re che “il sistema Q degli ordinali nel suo ordine
naturale costituisce una “sucecessione” [una moltitu-
dine bene ordinatal”.(*®) Se Q fosse un insieme,
avrebbe un ordinale ¢ maggiore di tutti i numeri in
2, ma apparterrebbe anche a ) e sarebbe J < J,
contraddizione. Dunque 2 e inconsistente, e lo stes-
so la totalita degli alef, che e in corrispondenza
biunivoca con quella degli ordinali (Cantor dice
soltanto che “la formazione degli alef |. . .] corrispon-
de a Q7). In conclusione Cantor esponeva la sua
dimostrazione del teorema dell’alef, che discutere-
mo in seguito.

Ma Dedekind non rispose all’appello e Cantor,
nella sua impazienza, gli scrisse ancora il 16 e il 28
agosto, cercando di stimolare il suo interesse con
ulteriori piccole integrazioni della sua definizione o
nuovi problemi collegati. Nella prima lettera chiedeva
esplicitamente: “Ha trovato il tempo di meditare sulla
mia recente lettera sul sistema di tutte le potenze
transfinite? Sono ansioso di vedere che idea vi fate di
questo argomento”. Quindi aggiungeva la precisazio-
ne, poi lasciata cadere, che “quando parlavo di molte-
plicita tacitamente avevo in mente molteplicita di cose
non connesse [Vielheiten unverbundener Dinge], cioe
molteplicita tali che la rimozione di uno qualunque o di
diversi elementi non abbia influenza sulla permanenza
in essere [Bestehenbleiben] dei rimanenti”.

Ma soprattutto, che cosa pensa della distinzione
tra molteplicita “consistenti” e “inconsistenti” di
cose non connesse?

Nella lettera del 28 agosto esprimeva la speranza
che Dedekind avesse trovato il tempo di immergersi
nel contenuto della sua comunicazione sul sistema di
tutte le cardinalita:

Ha trovato il tempo di meditare sulla mia recente
lettera sul sistema di tutte le potenze transfinite?

(®%) Cantor usa “successione” nel senso di successione
transfinita. Si vede dall’esposizione che con Dedekind entra
minuziosamente nei dettagli piti che con Hilbert, che forse
temeva di tediare, o forse vuole ricordare a Dedekind tutti gli
elementi necessari a valutare la sua dimostrazione.
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Sono ansioso di vedere che idea vi fate di questo
argomento,

e che la lettera del 16 gli fosse arrivata, e inoltre
sollevava un problema intenzionalmente omesso
nella precedente esposizione ma secondo lui certa-
mente non sfuggito a Dedekind. La questione e
come si possa affermare che gli elementi della
successione assolutamente infinita degli alef sono
ciascuno una molteplicita consistente.

La risposta che si dava Cantor e interessante, ed
era che la domanda dovrebbe essere estesa anche
alle molteplicita finite, e dopo attenta considerazione
la conclusione sarebbe questa, che “anche per le
molteplicita finite la ‘dimostrazione’ della loro ‘con-
sistenza’ non si puo dare”. In altre parole

il fatto della “consistenza’ delle molteplicita fi-
nite e una verita semplice indimostrabile; e
“L’Assioma dell’aritmetica (nel senso antico
della parola)”. Allo stesso modo la “consistenza”
delle molteplicita a cui assegno gli alef come
cardinalita e “I'assioma dell’aritmetica transfinita
estesa”.

Cantor terminava proponendo apertamente di an-
darlo a trovare per alcuni giorni per discutere tali
questioni, se non lo avrebbe disturbato nel suo
lavoro.

Dedekind gli rispose il giorno dopo, il 29, dichia-
rando una sua eventuale visita benvenuta, ma certa-
mente infruttuosa: nonostante avesse letto e riletto
la lettera del 3 agosto non aveva capito la distinzione
tra i due tipi di molteplicita, non aveva capito la
coesistenza degli elementi di una moltitudine, né il
significato della sua negazione. Non dubitava che
con una maggior applicazione gli si sarebbe accesala
luce della comprensione, perché aveva fiducia nella
perspicacia e profondita di Cantor, ma per ora non
aveva il tempo né 'energia mentale per immergersi
nei nuovi argomenti. £ passava a parlare di Bern-
stein.

I1 30 agosto Cantor gli scrisse ringraziandolo e
apprezzando la sua dimostrazione, e dicendo che si
chiedeva, e gli chiedeva, se con gli stessi metodi non
avrebbe potuto dimostrare direttamente la trico-
tomia, la a) di [Cantor 1895-97, §2], dalla quale
sarebbero seguite tutte le altre ivi in sospeso. Con-
fessava che né Schroder né lui stesso erano riusciti

ad adattare il metodo di Dedekind al caso piu
generale.

La dimostrazione di Dedekind non fu resa pub-
blica fino al 1932, quando Zermelo inseri questo
scambio epistolare tra Cantor e Dedekind nella
raccolta degli scritti di Cantor. Nel frattempo il
teorema e la sua dimostrazione in tutt’altra temperie
avevano dato luogo a una polemica di Henri Poincaré
(1854-1912), che riteneva inaccettabile la dimostra-
zione di Bernstein in quanto presupponeva e utiliz-
zava i numeri naturali; lo stesso Zermelo e Giuseppe
Peano (1858-1932) nel 1906 avevano allora dato
indipendentemente dimostrazioni simili a quella di
Dedekind, senza appoggiarsi ai numeri naturali,
provocando questa volta da parte di Poincaré 'accu-
sa di impredicativita. Se la dimostrazione di Dede-
kind con il metodo delle catene fosse stata nota,
sarebbe stata secondo Zermelo un argomento auto-
revole nella discussione. **) Nella nota (B), p. 451
apposta alla corrispondenza, Zermelo lamentava con
evidente dispetto che “Il motivo per cui né Dedekind
né Cantor si siano decisi all’epoca a pubblicare
questa dimostrazione non comunque priva di impor-
tanza, € qualcosa che ancora oggi risulta incompren-
sibile”.

6. — Il teorema dell’alef

Nella lettera a Hilbert del 26 settembre 1897 Cantor
aveva affermato, come abbiamo visto, di poter rigo-
rosamente dimostrare: “Se un insieme determinato,
ben definito compiuto avesse un numero cardinale
diverso da ciascun alef, allora dovrebbe contenere
un sottoinsieme il cui cardinale & qualsiasi alef — in
altre parole, I'insieme dovrebbe contenere la totalita
di tutti gli alef”. Ma non gli aveva descritto la
dimostrazione, in base alla quale affermava ancora
che “é facile concludere che, ammessa la precedente
assunzione (di un insieme determinato il cui numero
cardinale non e un alef), anche la totalita di tutti gli

(*®) Una catena per Dedekind era il pill piccolo sistema
contenente un elemento e chiuso rispetto a una iniezione;
cosl aveva definito il sistema dei numeri naturali. Zermelo e
Peano indipendentemente riscoprirono la possibilita di dare
definizioni induttive che evitavano 'uso esplicito dei naturali.
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alef potrebbe allora essere colta come un insieme
determinato, ben definito e compiuto. Ma io ho testé
provato che non e tale. Percio, ogni a € sempre un
determinato alef”.

La dimostrazione venne invece esposta a Dede-
kind, e da questi passo probabilmente a Hilbert che
abbiamo ricordato mostra in [Hilbert 1900a] di
conoscere il risultato.

Nella lettera del 3 agosto 1899 esaminata sopra,
dopo aver dimostrato che la successione /1 [tav,
ultima lettera dell’alfabeto ebraico] degli alef e
inconsistente, o assolutamente infinita, Cantor af-
frontava il problema

se tutti 1 numert cardinali siano contenuti nel
sistema M. In altre parole se esista un insieme la
cui potenza non é un alef.

La risposta e negativa in conseguenza della inconsi-
stenza dei sistemi Q2 e M :

Dimostrazione. Se prendiamo una molteplicita
definita V' e assumiamo che nessun alef corris-
ponda ad essa come suo numero cardinale, con-
cludiamo che V deve essere inconsistente.
Infatti vediamo subito che, in base all’assunzione
fatta, I'intero sistema € e proiettabile nella mol-
teplicita V, quindi deve esistere una sottomolte-
plicita V' di V che e equivalente al sistema €.

V' & inconsistente perché 2 lo &, e quindi lo stesso
si deve affermare per V.

Si puo concludere allora che “ogni molteplicita
consistente transfinita ha come cardinale un definito
alef’ e quindi il sistema degli alef coincide con quello
dei cardinali transfiniti.

Cantor aggiungeva subito come corollario la tri-
cotomia, come affermata in [Cantor 1895-97, § 2], dal
momento che essa vale per gli alef.

Prima di commentare la dimostrazione, osser-
viamo che nella lettera, in vista evidentemente
della completezza della trattazione che voleva sot-
toporre a Dedekind, e in particolare della dimo-
strazione, Cantor subito dopo la definizione delle
molteplicita consistenti e inconsistenti aveva elen-
cato tre proprieta, o principi di esistenza condizio-
nali, che si potrebbero considerare proposte di
assiomi:

Due molteplicita equivalenti sono o entrambe
“insiemi” o entrambe inconsistenti. (**)

Ogni sottomolteplicita [Teilvielheit] di un insie-
me [molteplicita consistente] e un insieme.

Se abbiamo un insieme di insiemi gli elementi di
questi insiemi formano pure un insieme.

Un altro principio si presentera come pertinente
a Cantor nello stesso periodo, in occasione di un’altra
ricerca che merita di essere ricordata. Sebbene
Cantor non avesse lo spirito assiomatizzatore, negli
ultimi anni del secolo sembra fosse piu attento alla
funzione e all’utilita degli assiomi. In una lettera a
Hilbert del 20 febbraio 1900 parlava della sua rifles-
sione sulla teoria dei numeri finiti; chiedeva a Hil-
bert se conoscesse autori precedenti che avessero
individuati gli assiomi opportuni; il figlio di Gras-
smann gli ha mostrato le parti dell’ Audehnungsleh-
re del padre dove l'aritmetica appare una scienza
formale piu che reale, nel senso, credeva Cantor, in
cui Dedekind diceva che I'aritmetica era parte della
logica (non menzionava Peano). Ora a lui sembrava-
no sufficienti due assiomi: il primo afferma che il
dominio non € vuoto, il secondo che se V & consi-
stente e 0 € una cosa non in V, allora (nella nostra
notazione) V U {J} & consistente.

I1 31 agosto 1899 Cantor scrisse ancora a Dede-
kind per convincerlo della necessita di distinguere i
sistemi in consistenti e inconsistenti. Faceva vedere
in un altro modo, con ragionamenti direttamente

(") Qualcuno considera tale principio un’anticipazione
dell’assioma di rimpiazzamento. Questo assioma fu aggiunto
a quelli di Zermelo indipendentemente da A. A. Fraenkel e
da Th. Skolem nel 1922, e afferma che ogni relazione
funzionale definibile, ristretta come dominio a un insieme,
ha un insieme per immagine. Forse un’anticipazione ancora
pil precisa & un analogo principio formulato nel 1905 da A. E.
Harward: “Ogni classe i cui individui possono essere corre-
lati uno-uno con gli elementi di un aggregato € essa stessa un
aggregato” (cit. in [Kanamori 2012, p. 56]). Harward e un
personaggio poco conosciuto, matematico dilettante, che non
aveva letto Cantor ma Russell e Jourdain, e aveva indipen-
dentemente proposto la distinzione tra aggregati e classi
illimitate; queste le concepiva come molteplicita che non
possono essere pensate collettivamente come un tutto, men-
tre rifiutava la definizione di Jourdain, secondo il quale erano
inconsistenti le molteplicita che contengono una parte equiv-
alente alla collezione di tutti gli ordinali: riteneva che
quest’ultima non potesse essere definita se non si fissano
prima i concetti fondamentali. Si veda [Moore 1976].
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sulle cardinalita, che esiste un sistema pienamente
determinato ben definito [véllig bestimmite wohlde-
finierte] che “non e un ‘insieme’” ) (Pargomento si
puo considerare come I'antinomia del massimo car-
dinale senza passare attraverso gli ordinali).

Tale é dichiarato il sistema S di tutte le classi
concepibili a, dove a € sia un cardinale sia la cardi-
nalita di tutti gli insiemi equivalenti che formano la
classe a.

Dimostrazione. Sia M, un qualunque insieme
determinato di classe a. Se S fosse un insieme, lo
sarebbe anche 7 =|JM,, dove l'unione & su
a €, e T sarebbe di una determinata classe,
diciamo ay.

[Ma Cantor nel 1891 ha dimostrato che per ogni a:
2% > a.] Se a;, e un cardinale maggiore di ay allora
T, che ha cardinalita ap deve contenere come
parte M, a, che ha potenza «j, contraddizione.

“Esistono dunque molteplicita determinate che
non sono al tempo stesso delle unita, cioe tali che
I'esistenza simultanea di tutti i loro elementi e
impossibile”.

Se torniamo infine alla dimostrazione del teore-
ma dell’alef, il passo cruciale nella lettera del 3
agosto e quello della proiettabilita di 2 nella molte-
plicita V' che per ipotesi ha una cardinalita che non e
un alef; si impone la necessita di capire cosa si
intenda con “proiettabile”, che non e spiegato da
Cantor.

Nell’edizione di [Cantor 1932] il curatore Zermelo
aggiunse un commento (nota (A), pp. 450-1) nella
quale sosteneva che questo era il punto debole della
dimostrazione; anzi non si poteva proprio dire che
Cantor avesse dimostrato che I'intera successione 2 &
proiettabile in una V la cui cardinalita non e un aleph.

Cantor a quanto pare pensa che successivi arbi-
trari elementi di V' siano associati ai numeri di €2
in modo che ogni elemento di V' sia considerato
una sola volta. O questa procedura verrebbe a
fermarsi una volta che tutti gli elementi di V

&) Qui il termine & usato nel senso di molteplicita con-
sistente; nella dimostrazione vedremo sotto che si faceva
appello esplicito al terzo principio condizionale di esistenza
(nella nostra notazione).

fossero esauriti, e allora V sarebbe applicato a un
segmento della successione dei numero, e la sua
potenza sarebbe un alef, contro I'ipotesi, oppure
V resterebbe inesauribile, quindi conterrebbe
una parte equivalente a tutto 2 e sarebbe percio
inconsistente. Quindi I'intuizione del tempo si
applica qui a un processo che va oltre ogni in-
tuizione, e si immagina un’entita fittizia a propo-
sito della quale si assume che sia in grado di
eseguire le scelte arbitrarie successive, e quindi
definire un sottoinsieme V' di V che, per le con-
dizioni imposte, & precisamente non definibile.

Benché il procedimento attribuito da Zermelo all'in-
tenzione di Cantor non sia mai stato reso pubblico da
questi, altri autori arrivarono indipendentemente
alla stessa idea. Per esempio nel 1898 Schroder
aveva pensato di dimostrare la tricotomia con un
ragionamento di questo tipo: “Il punto essenziale e
trovare un processo di esaustione che, continuando
ad assegnare gli elementi di uno dei due insiemi in
modo uno-uno a elementi qualsiasi scelti nell’altro
insieme, esaurisca completamente 1'uno o Ilal-
tro”. (%)

Jourdain era in corrispondenza con Cantor e nel
1903 gli aveva scritto presentandogli una sua dimo-
strazione del teorema dell’alef, impostata anch’essa
su un processo di esaustione. Cantor gli aveva
risposto che era la stessa con cui egli aveva dimo-
strato il teorema e lo invitava a pubblicarla. ¢") Ma
quando Jourdain gli chiese il permesso di inserire
nell’articolo parti dello scambio epistolare, Cantor
non glielo concesse, probabilmente non era sicuro, e
non rassicurato da Dedekind.

Nel 1903 Godfrey H. Hardy (1877-1947) ave-
va dimostrato che N; <2% e piu in generale
N,.1 < 2%, derivando la disuguaglianza dalla pro-
prieta che “ogni cardinale infinito o & un alef o e piu
grande di tutti gli alef” dimostrata con un metodo

(®%) [Schroder 1898]. Schroder nelle sue lezioni aveva
usato una definizione di molteplicita consistente simile a
quella di Cantor, ma indipendentemente, e senza che Cantor
la conoscesse, come argomentato in [Grattan-Guiness 1977,
p. 167].

(") La dimostrazione fu pubblicata in [Jourdain 1904].
Lalettera e quella del 4 novembre 1903 citata in precedenza.
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analogo, o forse invece con una generalizzazione
della dimostrazione di Cantor che ogni insieme
infinito contiene un insieme numerabile. (**)

Forse Zermelo era influenzato da questi tentati-
vi, che gli facevano gioco, dal momento che Cantor
non aveva dato proprio alcun elemento, a parte
indirettamente lo scambio privato con Jourdain,
per capire che la sua idea per la realizzazione della
proiettabilita fosse quella di successive scelte fino ad
esaurimento. La nota di Zermelo infatti continuava:

Solo con Tappello all’“assioma di scelta”, che
postula la possibilita di una scelta simultanea e
che Cantor usa inconsciamente e istintivamente
ovunque ma che non formula esplicitamente da
nessuna parte, si potrebbe definire V' come un
sottoinsieme di V.

Anche cosi resterebbero margini di dubbio sulla
dimostrazione, perché essa se sviluppata nei dettagli
potrebbe nascondere molteplicita inconsistenti o
altre logicamente inammissibili. Questo era il timore
per cui Zermelo, come ricordava, aveva evitato di
considerare molteplicita inconsistenti nella sua di-
mostrazione del teorema del buon ordine per mezzo
dell’assioma di scelta, in [Zermelo 1904].

7. — Al passaggio del secolo

Cantor non solo non pubblico nulla sul teorema
dell’alef, ma nulla anche in cui fosse usato esplici-
tamente il suo concetto di molteplicita inconsisten-
te, nonostante inizialmente avesse programmato, e
gia preparato, una terza parte dei “Beitrige”. De-
luso del mancato commento di Dedekind, ma orgo-
glioso di quello che a lui sembrava un riconosci-
mento da parte di Hilbert, si sfogo con questiin una
amara lettera del 15 novembre 1899, in cui spiegava
il motivo della rinuncia, e nello stesso tempo riba-
diva la storia della sua fondazione della teoria degli
insiemi e, dal suo punto di vista, dei rapporti
scientifici e personali con Dedekind. Avrebbe pub-

&) [Hardy 1903]. Questa dimostrazione di Cantor, assu-
mendo “non finito” come definizione di infinito, comporta una
successione numerabile di scelte di elementi.

blicato la terza parte, ormai pronta, dei “Beitrige”
se avesse ricevuto risposta da Dedekind alle 3 o 4
lettere che gli aveva inviato nei mesi di agosto e
settembre.

Lei sa il valore che attribuisco ai suoi [di
Dedekind] giudizi!

Giacché vedo dal suo notevole scritto, (*?) per mia
gratificazione, che lei riconosce il significato che,
proprio per lui, Vautore di Was sind und was
sollen die Zahlen, deve avere 1’esposizione pub-
blica dei fondamenti delle mie ricerche sulla
teoria degli insiemi (fondamenti che si possono
trovare nelle Grundlagen pubblicate nell’anno
1883, specialmente nelle note finali, espressi
chiaramente ma intenzionalmente in forma un
po’ nascosta,).

La rinnovata indicazione dell’anno 1883 come data a
cui risalire per la chiara espressione dei fondamenti
delle proprie ricerche, data precedente la pubblica-
zione di Was sind und was sollen die Zahlen,
termina con un enigmatico e preoccupante innuen-
do: non si capisce perché a suo tempo abbia voluto
tenere “intenzionalmente in forma un po’ nascosta”
la chiara espressione di quei fondamenti.

Continuavas:

Questa mia fondazione e di fatto diametralmente
opposta alla prospettiva delle sue ricerche, che si
deve riconoscere nella assunzione naive che tutte
le collezioni [Inbegriff] o sistemi ben definiti sono
ugualmente “sistemi consistenti”.

Lei si e dunque convinto che tale assunzione di
Dedekind e sbagliata, cosa di cui io mi resi conto
immediatamente dopo la comparsa della prima
edizione del lavoro summenzionato, anno 1887. (%)
Ma, naturalmente, io non volevo attaccare una
persona di tali grandi meriti nel campo della
teoria dei numeri e dell’algebra, ma ho preferito
aspettare l'occasione in cui potessi discutere il
problema personalmente con lui, in modo che egli
stesso potesse fare e pubblicare le correzioni ne-
cessarie alle sue ricerche!

(%) [Doveva aver visto in anteprima il testo di [Hilbert
1900a] sopra citato.]
(%) [L’anno & in realta il 1888.]
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L’opportunita mi e stata da lui concessa per la
prima volta questo autunno, dal momento che
per ragioni a me sconosciute egli & stato arrab-
biato con me molti anni, e aveva troncato la vec-
chia corrispondenza svoltasi tra il 1871 e il 1874
circa. (*)

Cantor in questa lettera si mostrava addolorato e
impermalito, ma anche vendicativo, e contraddittorio.
Ammetteva che, senza I'avallo di Dedekind, non se la
sentiva di rendere pubbliche dimostrazioni importan-
ti; ma lo aveva fatto per tanti anni, dal 1878 in poi. (**)
Ad ogni modo e chiaro che si sentiva in competizione
con lui sui fondamenti e non riusciva a trattenere la
soddisfazione per averlo colto in difetto; avrebbe
voluto che Dedekind andasse a Canossa, riconoscen-
do la sua autorita sui fondamenti della teoria degli
insiemi, e trattava Was sind und was sollen die
Zahlen in modo sbrigativo e spregiativo (sbagliando
la data in questa occasione, e nei suoi scritti mai
citandolo, pur avendolo evidentemente studiato).

Dedekind per parte sua rimarra effettivamente
perplesso di fronte alle totalita inconsistenti, al
punto che nel 1903 non concedera 'autorizzazione
alla ristampa del suo libro del 1888; la dara nel 1911,
esprimendo nella prefazione solo la speranza che il
proprio lavoro venisse garantito e riabilitato dalla
“capacita del nostro spirito di creare, a partire da
determinati elementi, una nuova entita determinata,
il loro sistema, necessariamente diversa da ciascuno
di questi elementi”.

Hilbert non si pronuncio sulla diatriba in cui
Cantor voleva trascinarlo, ma degli argomenti di

(Y [Purkert e Ilgauds 1987, p. 154]; traduzione inglese in
[Ferreiros 2007, pp. 452-3].

(**) Sembra strano che Cantor non capisse le ragioni
dell’insorgere della ritrosia di Dedekind. Questi si era risen-
tito quando Cantor nel 1874 aveva pubblicato la sua dimos-
trazione della numerabilita dei numeri algebrici e della non
numerabilita del continuo senza menzionare il contributo di
Dedekind stesso (alla parte sui numeri algebrici); aveva
deciso di non informare pitt Cantor sulle proprie ricerche,
ma di rispondere da allora in poi solo a domande scientifiche
che Cantor avesse eventualmente sollevato, come fece nel
1877-78 per la dimostrazione della equipotenza di lato e
quadrato, e poi correggendo l'idea che Cantor gli aveva
espresso sulle conseguenze distruttive del suo risultato per
il problema della dimensione.

questi fece suo come abbiamo gia accennato il rico-
noscimento che non era possibile in matematica
accettare una fondazione basata sulla logica del
principio di comprensione:

[le contraddizioni] mi hanno portato al con-
vincimento che la logica tradizionale e in-
soddisfacente, che la teoria della formazione dei
concetti ha bisogno piuttosto di una rigor-
izzazione e di un perfezionamento, e da questo
punto di vista considero come lacuna essenziale
nel tradizionale edificio della logica ’assunzione —
condivisa finora da tutti i logici e i matematici —
che un concetto e gia dato quando si e in grado di
stabilire, per ogni oggetto, se questo cada sotto di
esso oppure no. Cio non e a mio parere suffi-
ciente. La cosa determinante e piuttosto il rico-
noscimento della non contraddittorieta degli as-
siomi che definiscono il concetto. (*%)

Senza queste ripicche, e se le posizioni di Cantor e
Dedekind fossero state conosciute, la storia della
teoria degli insiemi e dei suoi fondamenti dei primi
dieci anni del Novecento sarebbe stata forse meno
caotica e piu produttiva. Si e dovuto aspettare il 1925
perché John von Neumann (1903-1957) proponesse
un’assiomatizzazione della teoria degli insiemi che
contemplava insiemi e classi, queste ultime distinte
dagli insiemi in quanto non potevano appartenere ad
alcuna classe. Benché la prima formalizzazione di von
Neumann non fosse in termini di classi, bensi di
funzioni, in [von Neumann 1925] e in [von Neumann
1928], la teoria venne riformulata con insiemi e classi
da Paul Bernays (1888-1977) in una serie di articoli
iniziata nel 1937, e perfezionata da Kurt Godel (1906-
1972) nel 1940 nella teoria ora nota come GB (da
Godel, Bernays). Questa teoria sembra rispondere
perfettamente alla richiesta di Cantor della esistenza
di due tipi di molteplicita; inoltre la teoria e un’esten-
sione conservativa della teoria degli insiemi ZF' di
Zermelo e Fraenkel, soddisfacendo quindi I'esigenza
di Cantor che le classi (molteplicita assolutamente
infinite) svolgano solo un ruolo metamatematico e non
siano oggetto di conoscenza matematica.

(*3) [Frege 1983, Lettera di Hilbert a Frege del 7 novem-
bre 1903, p. 65].
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