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Sommario: [ risultati della Serie A del campionato italiano di calcio maschile 2015/2016 sono l'occasione per
lustrare alcune tecniche di algebra. In particolare si presenta un metodo ‘dinamico’ di valutazione delle prestaziont
sportive tramite vettori di Perron analogo a quello dell’algoritmo PageRank usato da Google™ per valutare la
popolarita delle pagine web, nonché il confronto fra classifiche ottenute attraverso 'uso di metriche sugli insiems di

permutaziont (correlazione di Spearman e Kendall tau).

Abstract: Results and scores related to the 2015/2016 Serie A, the professional league competition for male
football clubs located at the top of the Italian football league system, give the authors the opportunity to describe
some algebra techniques. Specifically, we introduce a ‘dynamical’ method to rank teams relying on Perron vectors
and resembling the PageRank algorithm used by Google to evaluate website’s popularity. We also show how to
compare sport tables through two particular metrics on permutation sets: Spearman correlation and Kendall tau

rank distance.

1. — Introduzione

Nel fine settimana del 7-8 maggio 2016, le venti
squadre appartenenti alla Serie A hanno disputato
la penultima giornata del campionato italiano di
calcio maschile 2015/2016. La Juventus che, prima
dei fischi d’inizio, era in vetta alla classifica con piu
di dieci punti di distacco da ogni altra squadra,
viene a sorpresa battuta 2-1 dall’Hellas Verona,
ultima in classifica e con appena 4 vittorie all’attivo
su 36 partite giocate. Un’altra partita, Inter-Em-
poli, termina ugualmente 2-1. L’esito, in questo

Accettato: il 6 novembre 2016.

caso, era pero ampiamente previsto, dato che la
squadra vincente sopravanzava 'avversaria di piu
di venti punti nella graduatoria parziale di campio-
nato.

Le chance di vittoria pronosticate per le due
squadre erano differenti di molto (*), ma ai fini della
classifica 'Inter e ’'Hellas Verona sono state pre-

(*) Secondo i dati pubblicati sul portale ilsussidiario.net,
la vittoria dell'Inter era data dall’agenzia di scommesse
sportive Snai a 1,33 (sarebbe cioe stata pagata 1,33 volte la
posta agli scommettitori che avessero puntato sulla vittoria
della squadra neroazzurra); quella dell’Hellas Verona, inve-
ce, addirittura a 5.50. Cfr. le pagine web [1].
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miate allo stesso modo: com’e ben noto, il regola-
mento entrato in vigore per la serie A a partire dalla
stagione 1994/1995 prevede, infatti, 'assegnazione
di 3 punti in caso di vittoria, qualunque sia la ‘forza’
dimostrata nelle giornate precedenti dalla squadra
sconfitta.

Tale ‘forza’ & ordinariamente stimata dagli anali-
sti sportivi attraverso la comparazione di vari para-
metri oggettivi; fra questi: il numero di vittorie, la
quantita di gol fatti e di gol subiti, nonché il tempo di
‘possesso palla’ nel corso delle partite giocate dal-
I'inizio del campionato.

E lecito chiedersi se il vigente criterio di asse-
gnazione di punti non possa essere migliorato, anche
perché quello appena evidenziato non é il suo unico
elemento di criticita. Prendiamo, infatti, in conside-
razione un ulteriore risultato relativo alla stessa
giornata: Roma-Chievo 3-0. Rispetto alla prestazio-
ne dell'Inter e dell’Hellas Verona (%), quella della
Roma puo considerarsi migliore in termini di a)
prolificita (il numero, cioe, di gol segnati); b) invul-
nerabilita (computata in base al minor numero di gol
subiti); ¢) differenza reti (1a differenza, appunto, fra
il numero di gol segnati e quello di gol subiti). Come
spiegato nel Paragrafo 2, questa migliore perfor-
mance della Roma avrebbe potenzialmente avuto
qualche peso nella classifica solo nel caso in cui tale
squadra, allo scadere dell’'ultima giornata, si fosse
trovata a pari punti con altre. Nella fattispecie
concreta non e accaduto.

Alla classifica principale, la Federazione Italia-
na Giuoco Calcio (FGCI) ne affianca altre seconda-
rie (cfr. il Paragrafo 5) utili all’eventuale compila-
zione delle cosiddette classifiche avulse (cfr. il
Paragrafo 2).

Che si tratti della classifica principale o di
quelle secondarie, le procedure di assegnazione
del punteggio attribuito alla singola squadra sono
tutte — utilizzando un vocabolario tipico della
Teoria dei Sistemi e dei Segnali (cfr. ad esempio
[2, p.29]) — senza memoria o istantanee: il
punteggio assegnato alle singole squadre nella

(®) Nelle tabelle incluse in questo articolo, le due squadre
scaligere ChievoVerona e Hellas Verona verranno denotate
rispettivamente con Chievo e Verona.

t-esima giornata ('output y(t)) dipende solo dai
risultati conseguiti in quella giornata (I'input
x(t)) e non anche da quelli delle giornate prece-
denti (gli input {x(t') |t < t}).

I1 Paragrafo 3 presenta gli strumenti matema-
tici che consentono l’elaborazione di classifiche
sportive nelle quali la posizione di una determinata
squadra non dipende solamente dal ‘secco’ risulta-
to di ogni singola partita disputata, ma anche dalla
forza dimostrata da ogni singolo avversario duran-
te I'intero campionato. La chiave di volta e costi-
tuita dal cosiddetto Teorema di Perron-Frobenius
(1912), le cui potenzialita di applicazione nel mon-
do dello sport sono state intuite molto presto
(cfr. [12]). Tale Teorema si e poi dimostrato fecon-
do in numerose discipline: dal calcolo delle proba-
bilita (cfr. [3]), all’economia (cfr. [4] e [14]), alla
demografia (cfr. [5]), alla bioinformatica (cfr. [15]),
nonché alla formulazione dell’algoritmo Page-
Rank™ adottato dal motore di ricerca Google™
per misurare la popolarita di una pagina web
(cfr. [8], [13], e [17, pp. 287-290]).

La cosa particolarmente intrigante e che, dato
per acquisito il Teorema di Perron-Frobenius, le
nozioni matematiche necessarie per arrivare alla
formulazione di una classifica finale ‘dinamica’ sono
relativamente elementari: la moltiplicazione di due
matrici secondo il prodotto ‘righe per colonne’ e,
fissata una matrice quadrata, la determinazione di
un autovettore relativo a un suo autovalore. La
ratio dell’algoritmo e dunque alla portata di chiun-
que abbia seguito un corso di Algebra Lineare di
primo livello.

Il metodo dinamico di punteggio illustrato nel
Paragrafo 3 da luogo a una classifica alternativa del
campionato di calcio 2015/2016 (cfr. la seconda co-
lonna della Tabella 2) che dai tifosi interpellati dagli
autori e stata percepita come ragionevolmente
equa. L’applicazione dello stesso sistema a tornei
sportivi a giront — nei quali una singola squadra non
& destinata a confrontarsi almeno una volta con
tutte le altre che vi partecipano — potrebbe non
risultare altrettanto felice e necessita di correttivi
non lineari (cfr. [10]). Tale argomento esula dagli
scopi di questo articolo, ma potrebbe costituire
materia di riflessione a margine del prossimo cam-
pionato mondiale di calcio, il 21-esimo, che si gio-
chera in Russia nel 2018.
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2. — Le classifiche avulse

Per dirimere i casi di parita di punteggio a campio-
nato concluso, l'art. 51 delle Norme Organizzative
Interne della FGCI ) stabilisce il ricorso alla cosid-
detta classifica avulsa frale sole squadre dell'insieme

SP) ={q,--..q}

che abbiano tutte totalizzato il medesimo punteggio p.
Tale classifica avulsa — si precisa — e valida ai fini tanto
della classifica finale quanto dell’attribuzione dei titoli
sportivi (scudetto, retrocessioni in Serie B, qualifica-
zione nella Champions League o nella Uefa Europa
League). Per la sua compilazione, si dovranno con-
frontare, nell’'ordine:

(1) i punti p; conseguiti dalla squadra g; negli

scontri diretti con le squadre dell'insieme

S\ {gi};

(2) la differenza d; tra le reti segnate e quelle
subite dalla squadra q; in quegli stessi in-
contri;

(3) la differenza d; fra reti segnate e subite nel-
I'intero campionato dalla squadra g;;

(4) il numero g; di reti segnate nell’intero cam-
pionato dalla squadra g;;

(5) il sorteggio.

Il eriterio (¢) viene preso in considerazione solo per
dirimere gli eventuali casi di parita rispetto ai criteri
da (1) a (¢ — 1). In altre parole, si introduce l'ordine
lessicografico decrescente sull'insieme di quadruple

Qp) ={(p;.d;,di,g) [1=1,....k}

e siricorre al sorteggio frale squadre gy, , . . .
le quali risulta

s, P

(Phys Dy i Gn) = 03y Dy Ay G-

Per esempio, come si evince dalla colonna ‘Totale A’
della Tabella 3, al termine della 38-esima giornata
della stagione 2015/2016 la classifica presentava tre
casi di parita:

S(46) = {Empoli, Genoa}, S(45) = { Atalanta, Torino} e
S(39) = {Palermo, Udinese}.

() Cfr. http://www.fige.it/it/93/3817/Norme.shtml.

Per fissare un ordinamento in S(46) sono stati
influenti i soli eriteri (1) e (2), dato che

PEMP = PgEn =3, Mma  dgyp = 1> dggy = —1.

Per ordinare gli altri due insiemi — e cosi finalmente
stilare la classifica complessiva definitiva — e stato
risolutivo il solo criterio (1), giacché il Torino e il
Palermo sono usciti vittoriosi da entrambi gli scontri

diretti rispettivamente con I’Atalanta e con 'Udine-
se (cfr. la Tabella 2).

3. — Il vettore di Perron

La Serie A della Lega Nazionale Professionisti
& a girone unico: ogni squadra che vi appartiene
affronta ciascuna delle rimanenti due volte nel
corso del campionato. La Tabella 1 — inserita
insieme alle altre in coda all’articolo, cfr. pp. 12-
16 — compendia 'esito di tutte le partite del cam-
pionato 2015/2016: dopo aver disposto le squadre
{q1,...,920} in ordine alfabetico lungo le righe e
lungo le colonne, nell’intersezione dellariga i con la
colonna j, siritrova il risultato della partita in cui la
squadra g; (in casa) ha sfidato la squadra g; (in
trasferta).

La classifica di fine campionato puo essere sti-
lata considerando una matrice delle preferenze A
con 20 righe e 20 colonne, nella quale I’elemento a;;
denoti il totale dei punti acquisiti dalla squadra g;
negli scontri contro la squadra g;. Il ricorso alle
classifiche avulse descritto nel Paragrafo 2 permet-
te poi di dirimere i casi di eventuale parita di
punteggio.

Per convenzione, la matrice A = (a;;) cosi defi-
nita ha tutti zeri sulla diagonale principale, e puo
essere agevolmente compilata tenendo conto della
Tabella 1:
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0 3 4 3 4 0 4 3 1
304111360
1100 3 03 61
346 0416 3 0
143104030
6 4 6 410 4 46
133061010
3003 3140 3
4 6 46 6 06 3 0
6 4 6 4 6 6 4 6 4
(1) 4= 3 443 3 3 446
1 32 4 43 4 3 3
6 3 4 6 4 4 6 4 3
1423116 31
1 26 4 6 6 6 61
1331213 31
236 231406
6 6 1 00 3 61 3
4 30413 310
4 31 401011

Il punteggio globale totalizzato dalla squadra ¢; e
dato da

20
2w
J=1

Cosi, ad esempio, i 91 punti conseguiti dalla Juventus
— la squadra vincitrice dello scudetto — si ottengono
sommando gli elementi che sono sulla decima riga.

Come verra spiegato in questo stesso paragrafo
in un contesto pitt generale, per stilare una classifica
finale alternativa che premi le squadre che hanno
avuto buone performance contro squadre ‘forti,
bastera calcolare un autovettore di A relativo all’au-
tovalore di valore assoluto massimo.

Si noti innanzitutto che, una volta fissato un
criterio di punteggio, & possibile associare una ma-
trice delle preferenze a un qualunque torneo sporti-
vo fra n contendenti destinati ad affrontarsi 2 a 2.

Come nell’esempio fatto sopra, si puo infatti con-
siderare una matrice reale quadrata

S = (sy)

di ordine #, il cui elemento generico s; > 0 rappre-
senti il ‘punteggio’ che la squadra ¢; ha totalizzato in
tutti gli incontriin cui si e opposta a g;. Tale punteggio
puo essere misurato, tra i molti possibili criteri, con il

WWOoOWoOwWowoooHroHOoOOHOHO

3404 4 4 2 01 1]
13312330 3 3
121203 04 6 4
3103142611
31140236 46
331404 43 3 4
11000310 3 6
1313036 4 4 4
03 3444036 4
6 6 3 6 3 6 3 6 3 3
01 04010 4 4 6
4 01616 3 441
6 4 0 61 4 3 6 3 6
10000310 6 6
6 4 46 0 3 4 4 6 2
4013301136
6 3 3 41404 2 4
110614103 2
113 003 2 3 0 4
040020121 0]

sistema attualmente previsto nei campionati di calcio
italiani (3 punti per ogni vittoria, 1 per ogni pareggio,
0 punti per ogni sconfitta); con il numero di gol fatti (o
di mete, o di canestri, a seconda dello sport conside-
rato); o con i minuti di possesso palla.

Oltre a

n
= E Sij
Jj=1

che in modo ‘diretto’ misura la forza di ¢; dimostrata
nel corso del torneo rispetto al eriterio considerato,
sarebbe auspicabile poter assegnare alla stessa
squadra un voto alternativo r; > 0 che, a differenza
di 7;, faccia tanto piu pesare il punteggio s; quanto
maggiore e il voto che spetta alla squadra g;.

Traducendo in equazioni quest’ambizione, la strin-
ga (che ci attendiamo non nulla)

F=(r,...,1)

dovrebbe soddisfare

n
o=y st
=1
per un qualche 1y > 0. Perché tale procedura dia
luogo a una classifica ben definita, la stringa 7 do-

vrebbe anche essere univocamente determinata a
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meno di una costante di proporzionalita. Nel linguag-
gio tipico dell’algebra lineare, 7 deve quindi risultare
un autovettore destro della matrice S rispetto a un
qualche autovalore Ay ‘privilegiato’ fra quelli sempli-
ct, cioe di molteplicita geometrica 1.

Nei termini precisati dal Teorema 2, le nostre
aspettative sono destinate a essere soddisfatte se la
matrice S e primitiva.

La definizione di matrice primitiva si trova nel
Paragrafo 8.5 di [9]. La Proposizione 1 qui sotto, che
¢il Teorema 8.5.2 di [9], ne da una caratterizzazione.

PrOPOSIZIONE 1. — Una matrice M con elementi
non negativi e primitiva se e solo se, per qualche
k > 0, M* ha tutti gli elementi strettamente positivi.

Tale Proposizione potrebbe sembrare di scarsa
efficienza operativa. In realta, gli eventuali £ del suo
enunciato vanno cercati in un insieme finito di interi
dipendente dall’ordine di M (cfr. il Teorema 8.5.7 e
il Corollario 8.5.8 in [9]). La matrice A sopra defini-
ta, per esempio, e primitiva: come si puo verificare
con Mathematica®, gli elementi delle matrici A¥, gia
a partire da k = 2, sono tutti positivi.

TEOREMA 2. — Sta M € M, (R) una matrice reale
quadrata di ordine n, con elementi di matrice non-
negativi e primitiva. Allora:

1. esiste un unico autovalore Ay di valore asso-
luto massimo (la radice di Perron);

2. Ao e strettamente positivo e ha molteplicita
algebrica 1;

3. esiste un autovettore ¥ associato a Ay con
componenti strettamente positive, unico se
imponiamo |7, := > 7,7 =1 (intal caso, ¢
detto vettore di Perron).

Il Teorema 2 compendia cio che per le matrici
primitive si deduce immediatamente dal Teorema
di Perron-Frobenius (cioé il Teorema 8.4.4 in [9]),
riguardante, pit in generale, 'insieme delle matri-
ci irriducibili. La teoria di Perron-Frobenius (sen-
za dimostrazioni) € esposta anche nel Paragra-
fo 15.2 di [13].

Le componenti di tuttiivettori di Perron caleolati
in questo articolo saranno tutte approssimate alla
settima cifra decimale. Quelle del vettore ‘Perron A’
relativo, appunto, alla matrice A sono riportate nella
colonna omonima della Tabella 3. Disponendole in

ordine decrescente, si ottiene una prima classifica
alternativa (Ia colonna ‘Perron A’ della Tabella 4).

Pur posponendo al Paragrafo 7 la discussione sui
parametri per stimare quanto questa classifica al-
ternativa sia ‘distante’ da quella ufficiale (la colonna
‘Totale A’ della Tabella 4), osserviamo sin d’ora le
inversioni piu significative.

Il Palermo sostituisce il Carpi in zona retroces-
sione. Come mai? Delle dieci partite vinte dal Pa-
lermo solo in due casi (Palermo-Chievo e Palermo-
Genoa) la squadra sconfitta poteva dirsi, alla luce del
suo piazzamento nella classifica finale ufficiale, te-
mibile. Il Carpi ha totalizzato una vittoria in meno
del Palermo, ma ben quattro sono avvenute contro
squadre ‘temibili’ nel senso appena precisato: Carpi-
Empoli, Carpi-Genoa, Carpi-Torino, e Genoa-Carpi.
Il vettore di Perron registra e premia queste sue
prestazioni.

La classifica calcolata tramite il vettore di Perron
manifesta un’altra clamorosa inversione: il Napoli
scende al terzo posto a vantaggio della Roma. Ogni
appassionato di calcio e in grado di indovinare il
perché: gli scontri diretti fra le due squadre si sono
conclusi, in un caso, con un pareggio e, nell’altro, con
una vittoria della Roma. Se il 25 aprile 2016, a un
minuto dal novantesimo, la Roma non avesse segna-
to il gol della vittoria, il Napoli avrebbe conservato il
secondo posto anche nella nostra classifica alterna-
tiva, alla luce del vettore di Perron relativo alla
matrice che si ottiene da A effettuando le seguenti
sostituzioni

4~ 2 nel posto (15,13); 1-»2 nel posto (13, 15).

Dal punto di vista concettuale, non vi e alcuna
ragione perché una matrice S di fine torneo debba
necessariamente risultare primitiva. In teoria, po-
trebbe infatti accadere che, nel corso di un intero
campionato, una squadra g;, perda sistematicamente
tutte partite, oppure che — all’opposto — una squadra
gz le vinca tutte. In questo assai improbabile caso A,

(*) In un campionato con 20 squadre, la probabilita
teorica che almeno uno dei due eventi accada & di

1 1
5 (255 )-
Tale probabilita e di ottanta volte inferiore a quella di ‘fare
14’ al Totocalcio giocando una sola colonna.
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la matrice A e tutte le sue potenze conterrebbero
una riga nulla (la s-esima) o una colonna nulla (Ia k-
esima).

Negli 84 campionati di Serie A a girone unico
finora disputati, eventi del genere non si sono mai
verificati. Di fatto, e del tutto ragionevole che gli zeri
contenuti in una matrice delle preferenze associata a
un campionato di calcio siano pochi e sparsi quanto
basta da assicurarne la primitivita.

Il lettore esperto sa che anche lalgoritmo
PageRank per calcolare la popolarita di una pagi-
na web consiste essenzialmente nel calcolo di un
vettore di Perron a partire da una matrice G
opportuna descritta, per esempio, in [8] e in [13].
Si noti, comunque, che la matrice di Google™ G: &
una matrice resa stocastica (la somma degli ele-
menti su ogni riga & uguale a 1), mentre la matrice
S descritta in questo paragrafo, ovviamente, non
lo e.

E naturale chiedersi se il metodo proposto in
questo paragrafo per stilare una classifica alterna-
tiva di fine campionato possa essere utilizzato anche
per redigere classifiche provvisorie a mano a mano
che il campionato avanza.

Certamente si puo considerare una matrice delle
preferenze A(t) nella quale 'elemento a;;(t) denoti il
totale dei punti acquisiti dalla squadra q; negli
scontri contro la squadra g; fino alla ¢-esima giornata
inclusa, ponendo per convenzione a;;(t) = 0 nel caso
in cui le squadre g; e g; non si siano ancora confron-
tate. La matrice di fine campionato, adottando que-
sta notazione, sarebbe A(38).

Naturalmente, minore ¢ il numero di giornate
disputate, maggiore ¢ la probabilita che la matrice
A(t) non sia primitiva, a causa dell’elevato numero
di zeri. Nel caso del PageRank esistono metodi,
come quello del random surfer, per rendere pri-
mitiva una matrice che non lo e. La loro applica-
zione al campionato di calcio non appare pero
giustificabile.

Si noti comunque che, avendo le matrici
At +1)—A() per 1 <t < 38 elementi tutti non
negativi, se per qualche ¢ la matrice A(f) &
primitiva, lo sono anche tutte le matrici A(f) con
t > t. Percio e lecito attendersi, nel senso spiegato
alcuni capoversi piu sopra, che si possano stilare
classifiche provvisorie con il metodo del vettore di
Perron da una certa giornata in poi.

4. — Quel punto in piu alle vittorie

In Italia, 'assegnazione alla vittoria di 3 punti
invece di 2 fu introdotta in via sperimentale nella
stagione 1993-1994 per le Serie C1 e C2. Dalla
stagione successiva 'innovazione fu estesa a tutte
le altre divisioni. L’auspicio era che il punto in piu
alla vittoria spingesse le squadre a osare, a correre
il rischio della vittoria anche a costo della sconfitta,
scoraggiando le chiusure ‘a catenaccio’ in difesa e
gli 0-0 che diminuivano la spettacolarita degli in-
contri. Ha senso chiedersi quale sarebbe stata la
classifica finale del campionato 2015/2016 se, a
parita di Tabellone, il meccanismo dei punteggi
fosse stato quello in vigore negli anni Ottanta. La
relativa matrice delle decisioni B puo essere redat-
ta facendo le seguenti sostituzioni nella matrice A
del Paragrafo 3:

0+0=0 0,
0+3=3w2

0+1=1w1,
1+3=4-3,

1+1=22,
34+3=6w4.

Il punteggio finale che la squadra g¢; avrebbe
totalizzato, fornito dalla somma degli elementi sulla
riga i-esima della matrice B, e riportato nella colon-
na ‘Totale B’ della Tabella 3.

Diminuendo 'ampiezza dell'intervallo dei pun-
teggi, non sorprende che aumentino i casi di parita
da dirimere con i criteri esposti nel Paragrafo 2. In
4 casi di parita su 5 e sufficiente considerare i
diversi punteggi ottenuti negli scontri diretti. Piu
delicato e stabilire un ordinamento fra Carpi, Pa-
lermo e Udinese, tutte e tre a 29 punti: in tale
classifica avulsa 'Udinese sarebbe certamente ter-
zo in base ai punti totalizzati negli scontri diretti.
Poiche le partite fra il Carpi e il Palermo si sono
concluse con due pareggi, 'assegnazione del primo
posto al Carpi dipende dalla migliore sua resa in
termini di differenza reti nel corso del campionato
(cfr. la colonna E della Tabella 3). La classifica
finale é riportata nella colonna ‘Totale B’ della
Tabella 4.

In numero delle inversioni fra la classifica ‘Totale
B’ rispetto a quella ufficiale e, com’era prevedibile,
molto piccolo. Due fra queste, tuttavia, sono molto
rilevanti perche avvengono agli estremi della classi-
fica: I'Udinese e non il Carpi sarebbe retrocesso in
Serie B; inoltre la Roma e non il Napoli sarebbe
finita al secondo posto, causando una perdita della
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Societa Sportiva Calcio Napoli stimata frai 12 ei50
milioni di euro a vantaggio, ovviamente dell’Asso-
ciazione Sportiva Roma SpA ().

Poiche la matrice B - B ha elementi tutti positivi,
per la Proposizione 1 e il Teorema 2 ha senso
calcolare il vettore di Perron relativo a B (colonna
Perron B della Tabella 3) e quindi stilare la classifica
corrispondente ‘Perron B’ della Tabella 4.

Il vettore Perron B premia, come si vede I'Udi-
nese, unica — fra le squadre di bassa classifica — a
poter vantare una vittoria contro una squadra forte
come il Napoli. Quanto il dato Udinese-Napoli 3-1 sia
sensibile puo essere verificato calcolando il vettore
di Perron rispetto a una matrice B’ ottenuta da B
effettuando le seguenti sostituzioni:

2-» 3 nel posto (13,19);

Si sta, in altri termini, considerando la matrice delle
preferenze B’ di una situazione virtuale nella quale
la partita Udinese-Napoli si e conclusa in parita. In
accordo alle aspettative, nella risultante classifica
dinamica, 'Udinese torna contigua al Carpi e al
Palermo.

5. — Implementazione delle classifiche
ausiliarie

Gli analisti sportivi valutano la potenza di una
squadra anche in base alla dimostrata prolificita,
cioe al numero di gol segnati in campionato. Un
ulteriore fattore che viene preso ordinariamente in
considerazione per la valutazione soprattutto di
singole performance e la differenza reti.

Come per il calcio (lo si e visto nel Paragrafo 2), i
criteri di prolificita e di differenza reti vengono
utilizzati per la compilazione di classifiche ausiliarie
utili a dirimere casi di parita rispetto al punteggio
principale anche in altri sport come la pallacanestro

() Le cifre sono ottenute considerando le differenti
quote di diritti televisivi e il premio UEFA che spetta alle
squadre che accedono alla Champions League 2016-2017.
L’ingresso della seconda classificata ai gironi della Cham-
pions & garantita, ma non quello della terza. Per le stime in
euro, cfr. per esempio http://www.ilgiornale.it/news/sport/
secondo-o-terzo-balla-tesoretto-50-milioni-1257007.html.

2-~»1 nel posto (19,13).

e il rugby (dove, ovviamente si parla di differenza
canestri e di differenza mete).

Seguendo la procedura esposta nel Paragrafo 3,
si prenderanno ora in considerazione le matrici delle
preferenze C (rispetto alla prolificita) ed E (rispetto
alla differenza reti). Ordinate ancora una volta le
squadre {q1, ..., g2} di Serie A in ordine alfabetico,
'elemento c;; della matrice

002 4 1 1 ...
302 0 2
110011
(2) C=11130 4
03320

esibisce il numero totale di gol segnati dalla squadra
q; nei due incontri disputati contro la squadra g;.
Tale matrice puo essere facilmente compilata a
partire dalla Tabella 1. L’elemento generico e; della
matrice E, invece, puo essere determinato sempli-
cemente osservando che, per definizione, si ha

€y = Cij — Cj;-

Il numero totale di gol segnati dalla squadra q; e
dato dalla somma degli elementi che in C' stanno
sulla ~-esima riga. La colonna ‘Totale C’ della Tabel-
la 4 elenca le squadre in ordine di prolificita. Per
dirimere i tre casi di parita si ricorre ancora una
volta al metodo delle classifiche avulse esposto nel
Paragrafo 2: la Lazio ha totalizzato piu punti del
Torino negli scontri diretti; quanto ai casi di parita
Frosinone-Udinese e Milan-Sassuolo, lasciamo al-
I'appassionato lettore la verifica di come occorra e
basti applicare il criterio della differenza reti negli
scontri diretti per vedere premiati nelle rispettive
classifiche avulse il Frosinone e il Sassuolo.

In base alla colonna £ della Tabella 3, non vi sono
squadre con ugual numero di differenza reti, percio e
bastato riordinare le squadre in base all’ordine
decrescente dei suoi valori per stilare la colonna
‘Totale E’ della Tabella 4.

La matrice £ possiede elementi negativi e, come
tutte le matrici antisimmetriche reali, non ha alcun
autovalore reale non nullo. Non ha quindi senso
cercare qualcosa di analogo al vettore di Perron.

La matrice C, invece, € non negativa e primitiva:
si puo infatti verificare che la matrice C-C ha
elementi tutti strettamente positivi. Per la matrice
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C si puo dunque invocare la Proposizione 1 e calco-
lare il vettore di Perron. Le sue componenti costitui-
scono la colonna ‘Perron C’ della Tabella 3.

Che la Roma e il Napoli abbiano sopravanzato la
Juventus in prolificita — o, come anche si dice, nella
classifica del maglior attacco — non e sfuggito alle
pubblicazioni e ai siti specializzati. Il vettore di Perron
conferma che alla Roma spetta la palma dell’efficacia
offensiva anche tenendo in considerazione la qualita
delle squadre di cui e riuscita a violare la porta.

Confrontando la classifica di prolificita ‘Totale C’
con quella dinamica ‘Perron C’, spicca I'inversione
del Frosinone con il Bologna, che e stata la squadra
meno prolifica in assoluto. I’algebra lineare premia
il Bologna peritre gol che e riuscita a segnare contro
il Napoli e per i due fuori casa contro il Sassuolo. Nel
corso del campionato, il Frosinone ha segnato — e
vero — due gol in pit del Bologna, ma mai contro
squadre altrettanto forti.

A priori non si puo concludere che, a fine cam-
pionato, la matrice C di prolificita risulti necessaria-
mente irriducibile. Infatti, nulla esclude che una
squadra concluda il campionato senza aver segnato
neanche un gol. In questo caso, la matrice C e tutte le
sue potenze avrebbero una riga nulla. Al contrario,
se una squadra terminasse il campionato senza che
la propria porta fosse stata mai violata, cio compor-
terebbe 'annullarsi di una colonna di C e delle sue
potenze. Anche in questo caso si tratta di eventi
molto improbabili e, in ogni caso, mai accaduti nella
storia del calcio italiano.

6. — Prolificita vs. invulnerabilita

La Juventus si piazza terza rispetto a entrambe le
classifiche stilate in base alla prolificita, ma prima
rispetto a quella della differenza reti. Cio, ovviamente,
e dovuto al suo alto grado di nvulnerabilita, un
parametro dato dal numero di gol subiti. La porta
della Juventus, nella stagione 2015/2016, e stata violata
solo 20 volte. La squadra ha cosi eguagliato un record
che aveva gia raggiunto nel campionato 2011/2012 (%).

(® I numero di soli 20 gol subiti costituisce un record di
invulnerabilita nella storia dei campionati di Serie A a 20
squadre. I tornei disputati nelle ultime 12 stagioni dalla
massima divisione professionistica sono stati tutti a 20
squadre.

Rispetto al criterio di invulnerabilita — detto
anche di miglior difesa —, la matrice delle preferen-
ze D si ottiene ponendo nel posto (7,7) il totale di gol
subiti dalla squadra ¢; nelle partite disputate contro
la squadra g;. Considerando le matrici C' ed £
definite nel Paragrafo 5, dalla definizione segue
immediatamente che

D=C".

La matrice D, cioe, e la trasposta della matrice C.
Inoltre,

E=C-C"=C-D.

Essendo I'una la trasposta dell’altra, se C e irridu-
cibile lo e anche D. Le matrici C e D hanno inoltre gli
stessi autovalori, ma non gli stessi autovettori destri.
Stavolta, bisognera disporre le componenti del vet-
tore di Perron di D = C” in ordine crescente per
ottenere una classifica delle squadre dalla piu invul-
nerabile alla pit vulnerabile.

Confrontando le colonne ‘Totale D’ e ‘Perron D’
non si notano inversioni di rilievo: ogni squadra si
sposta in classifica di al piu due posti. II buon
piazzamento del Bologna in entrambe, nonostante
la sua bassa prolificita, spiega la sua salvezza dalla
zona retrocessione.

Le colonne di tipo C e D della Tabella 4 mostrano
come I'Inter e la Roma abbiano dimostrato criticita
speculari (tradottesi alla lunga, in un allontanamen-
to dalla zona scudetto): la prima si e dimostrata
brillante in difesa, ma non altrettanto in attacco; la
seconda si e distinta in prolificita, ma la sua difesa si
é rivelata alquanto vulnerabile.

In questo lavoro si resistera alla tentazione di
proporre una classifica ‘ideale’ composta effettuando
una media pesata fra quelle finora considerate. Il
lettore potra farlo da solo, magari servendosi della
Tabella 5 e attribuendo a ciascuna classifica il peso
che riterra piu ragionevole. Un’operazione del ge-
nere e inerente a quella branca della Ricerca Ope-
rativa nota come ‘Analisi delle decisioni con criteri
multipli’, per la quale si rimanda a [11].

In ogni caso, un confronto globale anche solo
vistwo di tutte le classifiche considerate risulta par-
ticolarmente beffardo per il Carpi, presente in uno
degli ultimi tre posti solo in quella ufficiale — I'unica,
purtroppo per lei, che ha effetti concreti ai fini della
retrocessione in Serie B.
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7. — Due metriche sull’insieme delle
classifiche

Ricordiamo che una permutazione o di =
oggetti €& una corrispondenza biunivoca
g:{1,....,n} —{1,...,n}, ovvero una mn-upla
(6(1),...,0(n)) di interi fra 1 e n distinti, e che
le permutazioni formano un gruppo rispetto alla
composizione di applicazioni, che indicheremo con
©,,. Una volta definito un ordinamento standard —
per esempio quello alfabetico — sull'insieme delle n
squadre che partecipano a un torneo sportivo, vi e
una corrispondenza biunivoca naturale che associa
ad ogni classifica una permutazione di n oggetti:
I'intero o(2) in questo caso rappresentera la posi-
zione in classifica della i-esima squadra, in ordine
alfabetico. Nella Tabella 5, ad esempio, nella prima
colonna si puo leggere la permutazione

(13,14,18,9,10,5,19,11,4,1,8,7,2, 16,3, 15, 6, 12, 17, 20)

corrispondente alla classifica ufficiale. La Tabella 5
traduce le nove classifiche da noi considerate in
altrettante permutazioni.

Per ‘misurare’ di quanto differiscono due classifi-
che, si puo introdurre una metrica sull'insieme &,,.
La corrispondenza classifiche-permutazioni dipende
dalla scelta di un ordinamento standard. Poiché tale
scelta e solo una convenzione, cerchiamo una distan-
za che al contrario sia indipendente da essa: in
termini tecnici, vogliamo una distanza ‘invariante’
sul gruppo ©,,. Una ovvia distanza invariante dy e
quella Euclidea, data da

(3) dg(o,d') = (Z?:l lo(?) — 0"/(1')|2>%

per ogni g,0’ € ©,. Ogni singolo addendo della
somma che definisce dg é tanto piu grande quanto
maggiore e la differenza di posto che la squadra ¢
occupa nella ‘classifica’ ¢ rispetto alla ‘classifi-
ca’ d'.

Notiamo che (3) e anche uguale alla distanza fra i

. 1 . 1
vettori di componenti a(z) — % ed'(i) — % La

distanza e massima quando i due vettori sono paral-
leli con verso opposto, ovvero

. n+1 o 1
O'(l)—T:—<O'(Z)—T> .

In altre parole, ¢’ & a distanza massima da o se
ottenuta da essa invertendo 'ordine della classifica:

di)=n+1-0@) .

(La prima squadra diventa l'ultima, la seconda la
penultima, ece.) Usando la precedente relazione, si
puo calcolare facilmente il valore massimo della
distanza, ovvero il diametro dello spazio metrico

(S,,dg). Si ha

in cui abbiamo chiamato k = ¢’ ().

Un’altra distanza naturale sulle permutazioni e
quella che conta il numero di inversioni. Data una
coppia (g, ¢’) di permutazioni, una inversione € una
coppia (¢,7) tale che a(i1) < a(j) e (i) >d'(j). 1l
numero totale di inversioni, indicato con Ny (a,d’),
¢ una metrica invariante su &,,.

Anche in questo caso, si dimostra facilmente per
induzione che il numero massimo di inversioni si ha
quando le classifiche o e ¢’ sono invertite, e tale
massimo e pari a

card{1§i<j§n}:%(n2—n).

Data una metrica d su ©,, qualsiasi, si puo convertire
in una correlazione come segue:

d(o,d’)

(4) COI‘I‘(O—,O—) = 1 — m .

La correlazione variada —1a+1:vale +1secg =d’ e
—1 se la ‘differenza’ fra ¢ e ¢’ € massima. Nel caso
della distanza Ny, la correlazione associata prende il
nome di Kendall tau, e si puo scrivere con una
manipolazione algebrica nella forma:

Z sign(a(i) —

1<i<j<n
—o(j))sign(d’'(i) — () .

Se in (4) si usa invece di una metrica il quadrato
della distanza Euclidea, si ottiene il coefficiente di
correlazione per ranghi di Spearman [7], dato da:

6 & . .
ng_n;|a(2)—a(z)| :

pulo,a) =1—
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Quest’ultimo puo essere riscritto nella forma

pulo,a’) = iy (@) —m) (' (@) —m)
Vi (00 —m) /S5 (06 —m)

9

dove

70 =3 n+1)

=1 =1
e il valor medio delle permutazioni. In questa forma
si riconosce quella che & usualmente chiamata cor-
relazione in statistica: il rapporto fra covarianza e
deviazione standard di o e ¢'.

Criteri alternativi per stimare la somiglianza fra
due classifiche, come per esempio la distanza ‘foo-
trule’ di Spearman, si trovano nel capitoli 11 e 17 di
[6]. La correlazione y di Goodman e Kruskal viene
descritta invece in [16, p. 487].

Nelle matrici seguenti e riportata la correlazione
di Spearman e Kendall fra le varie classifiche consi-
derate. Trattandosi di funzioni simmetriche che val-
gono 1 sulla diagonale pricipale, si riporteranno solo
gli elementi sopra la diagonale principale. Le righe e
le colonne etichettate con TA, TB, TC, TD e TE si
riferiscono alle classifiche da ‘Totale A’ a ‘Totale E’
della Tabella 4. Le righe e le colonne PA, PB, PC e PD
corrispondono invece alle classifiche (sempre in Ta-
bella 4) elaborate in base ai vettori di Perron.

Correlazione di Spearman

TA PA TB PB TC PC TD PD TE
TA [ 096 098 097 087 0.8 092 091 098]
PA 097 099 080 0.80 095 093 0.97
TB 098 086 0.8 093 093 0.98
PB 081 081 095 093 097
TC 095 069 0.68 0.89
PC 0.71 0.70 0.88
TD 098 0.93
PD 0.92
TE | i
Correlazione di Kendall
TA PA TB PB TC PC TD PD TE
TA [ 087 094 083 0.71 0.66 0.76 0.77 0.927]
PA 089 095 064 0.66 084 0.79 0.89
TB 093 071 0.66 0.80 081 0.92
PB 063 065 085 0.80 0.88
TC 0.83 053 052 0.73
PC 053 052 0.73
TD 091 0.80
PD 0.79
TE | ]

Le classifiche che piu si assomigliano sono la PA e
la PB, anche se alcune inversioni — come gia rilevato
nel Paragrafo 4 — avvengono agli estremi della
classifica e avrebbero un rilievo non piceolo sui
bilanci finanziari delle squadre coinvolte. Questo e
il motivo per cui in qualche caso si preferisce adot-
tare correlazioni in cui le inversioni che avvengono al

centro della classifica hanno un peso minore di quelle
coinvolgono le sue estremita.

Entrambe le correlazioni mostrano livelli massi-
mi di discordanza tra le classifiche di tipo C (proli-
ficita) e quelle di tipo D (invulnerabilita). Evidente-
mente, il non avere un attacco e una difesa di pari
brillantezza e stata una caratteristica che I'Inter e la
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Roma hanno condiviso con altre squadre (per esem-
pio la Lazio e il Torino).

Terminiamo questo paragrafo, dedicato al con-
fronto delle classifiche, con una grafico che mostrail
range di piazzamenti di ogni singola squadra nelle
nove classifiche prese in esame.
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TABELLA 2. — Legenda

Per facilitare la lettura, ricordiamo il significato delle cinque matrici utilizzate, e dei dati nelle tabelle
seguenti. In ciascuna delle matrici in posizione (2, 7) e riportato il ‘punteggio’ totalizzato dalla squadra i-esima
contro la j-esima, ‘misurato’ secondo le seguenti regole:

Matrice “A”, definita in (1): punteggio assegnato secondo le usuali regole di campionato: 3
punti per una vittoria, 1 per un pareggio, 0 per una sconfitta.

Matrice “B”, discussa nel Paragrafo 4: punteggio assegnato secondo le regole ante 1994/95, in
cui alle vittorie venivano assegnati 2 punti invece di 3.

Matrice “C”, definita in (2): punteggio dato dal numero di gol segnati (prolificita).
Matrice “D”, punteggio dato dal numero di gol subiti (invulnerabilita).

Matrice “E”, punteggio dato dal numero di gol segnati meno quelli subiti (differenza reti).

Nella Tabella 3, nelle colonne é riportato il punteggio totale relativo a ciascuna delle matrici A4, ... FE,
ottenuto sommando gli elementi su ciascuna riga, e le componenti dei vettori di Perron delle prime quattro
matrici.

Nella Tabella 4 sono riportate le classifiche associate a ciascuna colonna della Tabella 3: per le matrici
A,B,C,E sipassa dalla colonna dei punteggi (o dei vettori di Perron) alla classifica ordinando i punteggi
(rispettivamente le componenti del vettore) in maniera decrescente. Per la matrice D riordiniamo la colonna
dei punteggi (rispettivamente le componenti del vettore di Perron) in maniera crescente.

Nella Tabella 5 le classifiche sono convertite in permutazioni: su ogni colonna viene riportata la posizione
di ogni singola squadra nella relativa classifica. Nell'intestazione, “Totale A” e abbreviato in “TA”, “Perron A”
¢ abbreviato in “PA”, ecc.
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TABELLA 5. — Le classifiche come permutazioni.

Squadra TA PA TB PB TC PC TD PD TE
Atalanta 13 1 10 10 13 12 10 10 12
Bologna 14 12 14 13 20 17 9 7 14
Carpi 18 17 16 17 16 16 15 15 16
Chievo 9 9 9 9 12 14 8 8 9
Empoli 10 13 11 11 14 13 12 11 13
Fiorentina 5 6 5 6 4 4 6 4 4
Frosinone 19 20 19 20 17 20 20 20 20
Genoa 11 10 12 12 11 11 11 13 10
Inter 4 4 4 4 7 10 3 3 5
Juventus 1 1 1 1 3 3 1 1 1
Lazio 8 8 8 8 5 7 13 12 8
Milan 7 7 7 7 9 9 7 9 7
Napoli 2 3 3 3 2 2 2 2 2
Palermo 16 18 17 19 15 18 19 18 18
Roma 3 2 2 2 1 1 5 6 3
Sampdoria 15 16 15 16 10 8 17 16 15
Sassuolo 6 5 6 5 8 6 4 5 6
Torino 12 15 13 14 6 5 14 14 11
Udinese 17 14 18 15 18 15 16 17 17
Verona 20 19 20 18 19 19 18 19 19

Maurizio Brunetti € professore aggregato di Geometria e Algebra presso la Scuola Politecnica
e delle Scienze di Base dell’Universita di Napoli «Federico Il».
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Francesco D’Andrea e professore associato di Geometria presso la Scuola Politecnica e delle
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Trieste. | sui interessi di ricerca riguardano principalmente applicazioni della geometria
(differenziale e noncommutativa) alla fisica teorica — in particolare alla meccanica quantistica e alla
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fisica delle particelle o quello macroscopico delle competizioni sportive.

224

MAURIZIO BRUNETTI - FRANCESCO D’ANDREA



