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Sommario: In questo lavoro si discute in forma divulgativa il completamento di un campo ordinato secondo le
teorie di Dedekind e di Cantor, confrontando ¢ risultati nel caso archimedeo e in quello non archimedeo.

Abstract: This paper presents, with a non-technical approach, the Cantor completion and the Dedekind
completion of an ordered field, focusing on the differences that arise when the base field does not satisfy the

archimedean property.

1. — Introduzione

11 cosiddetto Postulato di Archimede (o di Eudos-
so-Archimede) compare nel Libro V degli Elementi
di Euclide e afferma che, se ABC sono tre punti di
una retta tali che B si trovi fra A e C e se st riporta il
segmento AB a partire da B verso C una, due, ...
volte, st finisce con il superare il punto C.

Tale postulato nel mondo antico ebbe importanti
applicazioni, in particolare al principio di esaustione,
che permise a Eudosso di calcolare il volume di un
cono e ad Archimede I’area sotto un arco di parabola.

In una possibile formulazione algebrica riferita
agli interi positivi (ma il discorso si puo allargare ai

Accettato: il 77?

razionali positivi ed ai reali positivi), esso afferma
che, dati due numeri interi positivi a, b, un multiplo
abbastanza grande na di a supera b, ovvero che il
sottomultiplo un n-esimo di b scende al di sotto di a,
pur di scegliere il numero naturale n abbastanza
grande.

Nessuno mise in discussione tale proprieta fino
alla seconda meta dell’Ottocento, quando prima
Veronese, poi Levi-Civita, infine Hilbert provarono
in modo inconfutabile che esistono modelli di geo-
metrie e di campi numerici dove non vale il Postulato
di Archimede, sfidando con cio lira del grande
Cantor, inventore dei numeri transfiniti ma feroce
avversario degli infinitesimi, da lui considerati non
esistenti.

In realta oggi i campi ordinati non archimedei
sono accettati e studiati, anche se non molto noti.
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In questo articolo vogliamo mettere in evidenza le
affinita e le differenze fra le proprieta dei campi
ordinati in cui vale il Postulato di Archimede e quelle
dei campi ordinati in cui non vale. In particolare ci
occupiamo delle costruzioni di Dedekind e di Cantor
del campo reale, che consentono di capire a fondo le
differenze fra 'archimedeo e il non archimedeo, in
quanto, se si richiede che I'estensione sia ancora un
campo, le sezioni di Dedekind implicano obbligato-
riamente la validita del Postulato di Archimede,
mentre il completamento alla Cantor mediante le
successioni di Cauchy puo applicarsi anche in ambito
non archimedeo.

Questo articolo e divulgativo e in parte rilevante i
concetti e i risultati sono espressi in modo non
troppo formale, cosi come gli esempi.

Dopo alcune premesse informali sui campi ordi-
nati (il concetto di campo si considera noto a ogni
lettore), si discute la proprieta archimedea e, laddo-
ve essa hon sia verificata, siintroducono i concetti di
infinitesimo e di infinito (con qualche notizia storica).
Sipropone quindi 'esempio piu elementare possibile
di campo ordinato non archimedeo (da un’idea di
Hilbert, ma semplificata). Si passa poi alla trattazio-
ne generale del completamento di un campo ordina-
to mediante le sezioni di Dedekind (che qui vengono
presentate nella forma, a nostro parere pit semplice
di quella usuale, dei segmenti iniziali) e mediante le
successioni di Cauchy, cioe alla maniera di Cantor.
Viene quindi discussa la questione, piu delicata, che
riguarda la validita del Postulato di Eudosso-Archi-
mede in un campo ordinato completato in ciascuno
dei due modi: si mette in evidenza che il completa-
mento alla Dedekind produce un campo archimedeo
se e soltanto se si parte da un campo archimedeo (in
caso contrario le sezioni di Dedekind non producono
nemmeno un campo e quindi sono molto inappro-
priate per completare), mentre il completamento
alla maniera di Cantor (con le successioni di Cauchy)
produce sempre un campo, archimedeo o no a se-
conda del campo che si vuole completare. Si trattano
infine i campi ordinati massimali, chiamati anche
campi reali chiusi, che, come il campo reale nell’ar-
chimedeo, diventano algebricamente chiusi se si
aggiunge loro la radice quadrata di —1; inoltre si
mettono in evidenza alcuni aspetti topologici che
distinguono il non archimedeo dal reale. Nel n. 10
si discute di uniforme continuita e teorema del

valore intermedio in ambiente non archimedeo, nel
n. 11 si presentano vari esempi, fra cui il campo di
Levi-Civita e il campo degli iperreali, per poi con-
cludere il lavoro con considerazioni sull'insegnamen-
to dei numeri reali.

2. — Premesse informali

Si considera noto il concetto di campo, del quale
sono esempi per noi interessanti non solo Q e R, ma
anche i campi delle frazioni Q(t), R(¢), dove t e una
indeterminata (n. 4). Fisseremo la nostra attenzione
sui eampi ordinati, rimandando, per una trattazione
completa, a [3], [13], [26] e [16].

Campo ordinato € un campo in cui si sia in-
trodotta una relazione di ordine totale compatibile
con le operazioni di campo ([16]); senza entrare
troppo in dettaglio, ricordiamo che in un campo
ordinato valgono le regole ordinarie per trattare le
disuguaglianze; in particolare, se @ < b, allora si ha
a+c<b+c per ogni a,b,c nel campo e, se si
definiscono positivi gli elementi maggiori di 0 e
negativi gli elementi minori di 0, allora il prodotto
di due positivi o di due negativi & positivo, mentre il
prodotto di un positivo per un negativo & negativo
(regola dei segni); le somme di quadrati non sono
mai negative, sono anzi positive quando almeno un
addendo sia non nullo; quindi 1 & positivo.

Per ordinare un campo, e sufficiente definire gli
elementi positivi. Infatti la disuguaglianza a > b puo
essere tradottaina — b > 0.

E facilmente dimostrabile che ogni campo ordi-
nato ha caratteristica 0; in particolare, esso contiene
(Q ameno diisomorfismi, e tramite Q una copia di N,
i cui elementi restano positivi nel campo.

In un campo ordinato si puo introdurre una topo-
logia legata all’ordine, e quindi le nozioni di limite e di
convergenza. Per questo e sufficiente usare le stesse
definizioni date in R. Pia precisamente, per ogni
elemento a del campo si definisce suo intorno circo-
lare di raggio r (r elemento positivo del campo)
I'insieme di tutti gli elementi « tali che il valore
assoluto di x — a (il massimo fra x — a e a — ) sia
minore di 7. Nel seguito faremo I'ipotesi, non sempre
necessariamente soddisfatta, che nel campo ordinato
in questione la suddetta topologia ammetta una base
numerabile di intorni dello zero; questa condizione &
necessaria per parlare di convergenza di successioni.
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3. — La proprieta archimedea: definizione,
considerazioni euristiche e notizie
storiche

Come gia detto nell'introduzione, la proprieta
archimedea ¢é introdotta nel libro V di Euclide,
Prop. 4, in forma geometrica. Noi la enunceremo
in forma algebrica e la denoteremo con il simbolo
P.A. Essa e vera nel semigruppo ordinato NN dei
numeri naturali, e quindi, a partire di li, nei campi
razionale e reale.

Informalmente essa afferma che, presi un ele-
mento positivo a e un elemento b > a, la somma di a
con se stesso n volte supera b, purché » sia abba-
stanza grande. In formule:

at+a+a+.... +a=mna>Db.

Piu formalmente essa si enuncia cosi:

Dati due numert naturali a,b con a # 0, esiste
un numero naturale n tale che risulti na > b.

In un qualunque campo ordinato K, la proprieta
archimedea si enuncia cosi:

(P.A.) Dati due qualunque elementi positivi
a,b €K, con a #0, esiste un numero naturale n
tale che risulti na > b, o, equivalentemente, il sot-

.ob o . R
tomultiplo " di b ¢ minore di a. Essa puo anche

essere enunciata nella forma: la copia in K dell’in-
sieme dei numeri naturalt N non e limitata supe-
riormente, ossia: dato un qualsiast elemento del
campo, ¢ possibile trovare un numero naturale
piu grande di esso (e di conseguenza infiniti). Infatti,
se vale la proprieta di non limitatezza di IN, basta

. . . b
scegliere un numero naturale » maggiore di — per
a

assicurare che sia a+a+a+ ... +a=na > b.
Viceversa se, per ogni scelta di a e b positivi,
esiste sempre un naturale » tale che sia a + a+
a+ ..... +a =mna > b, basta scegliere a = 1 per ve-
dere che esiste sempre un naturale per cui risulta
n > b; quindi N non é limitato superiormente.

E facile dimostrare che il campo (O dei numeri
razionali soddisfa alla proprieta archimedea. Infatti

esso coincide con il campo delle frazioni — di numeri
s

interi. Allora una frazione positiva (quindi * e s
possono essere scelti positivi) & maggiorata dal
numero naturale » + 1.

Si puo provare (in modo non proprio immediato,
si veda piu avanti la Proposizione 7.1) che anche il
campo R dei numeri reali & archimedeo. Il lettore
puo accontentarsi per ora della seguente osserva-
zione: se un numero reale positivo e rappresentabile
come una parte intera seguita da un allineamento
infinito di cifre decimali non tutte uguali a 9, esso e
banalmente maggiorato dalla sua parte intera au-
mentata di 1.

A questo punto potrebbe anche sorgere il dubbio
che tutti i campi ordinati siano archimedei, ma
questo e facilmente confutato portando esempi di
campi non archimedei. Fra questi ci sono, come sara
verificato in seguito (n. 4 e n. 11), i campi Q(?) e R(?),
opportunamente ordinati. Un esempio piu sofistica-
to e il campo usato dall’Analisi non standard, di cui
discuteremo, con qualche dettaglio, nel n. 11, esem-
pio 3 (si vedano [11] e [20]).

In termini geometrici, sul campo reale, la pro-
prieta archimedea afferma che, dati due segmenti, la
somma del piu corto con se stesso, ripetuta un
numero sufficiente di volte, supera in lunghezza
quello pit lungo. In questa forma sembra una pro-
prieta ovviamente vera, tanto che non e mai stata
posta in discussione, fino a quando alla fine dell’Ot-
tocento Hilbert costrui una geometria non archime-
dea, provando cosi che la proprieta archimedea non
segue dagli altri assiomi della geometria.

Accettata per un momento 'esistenza di campi
non archimedei, questo articolo cerca di analizzare
quali analogie e quali differenze essi abbiano rispet-
to ai campi archimedei, cioe quali proprieta dipen-
dano dall'ipotesi archimedea e quali no.

La proprieta archimedea si esprime anche affer-

mando che, dati a e b positivi, il sottomultiplo . dibe

minore di a, per n abbastanza grande; quindi essa e
alla base della validita di metodi iterativi, in cui si
procede a passi successivi. Un esempio che dovrebbe
essere noto e il processo dicotomico, in cui si dimezza
ripetutamente un intervallo, fino a renderlo di lun-
ghezza inferiore a quella di un preassegnato inter-
vallo (notiamo che in un campo ordinato I'inverso di
un elemento positivo ‘grande’ € un elemento positivo
‘piceolo’, quindi la P.A. autorizza il procedimento
dicotomico). Pertanto non dovrebbe stupire il fatto
che certe proprieta dimostrate con il processo dico-
tomico non siano valide nel caso non archimedeo.
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In un campo non archimedeo cadono delle pro-
prieta che si é abituati a ritenere del tutto ovvie. Ad
esempio non e vero che il limite di », per n tendente a
infinito, sia infinito (nel senso a tutti noto). Infatti,
per definizione, la successione dei numeri naturali &
maggiorata da almeno un elemento.

Prima di procedere in dettaglio, introduciamo
una terminologia suggestiva. In un campo non ar-
chimedeo, gli elementi piu grandi di ogni numero
naturale, che esistono per ipotesi, si chiamano ‘infi-
niti positivi’. I loro opposti si chiamano ovviamente
‘infiniti negativi’. Similmente gli elementi positivi
piu piccoli del reciproco di ogni numero naturale si
dicono ‘infinitesimi positivi’, e analogamente per gli
‘infinitesimi negativi’. Gli elementi non infiniti e non
infinitesimi si dicono ‘valutabili’. Gli elementi non
infiniti si dicono ‘finiti’. Quindi, in un campo non
archimedeo, si puo tranquillamente parlare di infiniti
e di infinitesimi come elementi effettivi, e non solo
limiti, come ci ha abituati I’Analisi matematica tradi-
zionale. Dunque la proprieta archimedea di un campo
ordinato si puo enunciare anche nella forma: non
esistono elementi infiniti e non esistono elementi
mfinitesimi, tutti gli elementt sono valutabili.

E facile dimostrare proprieta abbastanza ovvie di
infiniti e infinitesimi, che riflettono quelle note dei
limiti: la somma di due infiniti positivi € un infinito
positivo, la somma di un finito e un infinito e un
infinito con il segno dell’addendo infinito, la somma
di un infinito positivo e uno negativo puo assumere
qualsiasi valore, il prodotto di infiniti (o infinitesimi)
e rispettivamente infinito (o infinitesimo), il prodotto
di un infinito con un infinitesimo puo assumere
qualsiasi valore.

Il percorso per arrivare ad ammettere che esi-
stono infiniti e infinitesimi e che questi si possono
trattare, in certo senso, come i numeri ordinari a
tutti noti, & stato tortuoso e non privo di conflitti fra i
matematici, coinvolgendone alcuni fra i maggiori
dell’Otto-Novecento (e di tutti i tempi).

A Dedekind (1833-1916) e a Cantor (1845-1918)
era chiaro che la proprieta archimedea si poteva
dedurre nel sistema delle sezioni di numeri razionali
proposta da Dedekind, mentre nel sistema delle
successioni di Cauchy di numeri razionali proposta
da Cantor mancava una dimostrazione rigorosa. Cio
farebbe pensare che Cantor si ponesse la questione
della sua validita in generale. In realta Cantor era

assolutamente certo che si potesse dedurre anche
nella sua teoria dei numeri reali, in quanto, in
sostanza, una conseguenza degli assiomi comune-
mente accettati della matematica. Questa certezza
gli fece attaccare i primi matematici che cercarono di
introdurre numeri infinitamente piecoli ma non nul-
li, come ad esempio Thomae (ed altri). Gli attacchi di
Cantor erano naturalmente ben fondati, grazie a
notevoli errori commessi nelle definizioni e nelle
dimostrazioni da Thomae (e dagli altri).

A un altro matematico di poco piu giovane di
Cantor e quindi di Dedekind, Giuseppe Veronese
(1854-1917), all'inizio degli anni Novanta di due se-
coli fa, viene in mente che possa essere messa in
discussione la ‘ovvia’ non esistenza degli infinitesimi.
Ma tale dubbio, che poi si risolve positivamente per
lesistenza in un lavoro del 1892 [25], lo mette in
conflitto con Cantor, convinto proprio del contrario e
pronto ad attaccarlo (nonostante che Veronese fosse
un estimatore di Cantor e dei suoi numeri transfi-
niti). Su questo tema ha scritto un bell’articolo il
logico Laugwitz ([17]).

Su suggerimento di Veronese, agli inizi degli anni
Novanta, Tullio Levi-Civita (1873-1941), allora stu-
dente a Padova e in seguito famoso per altre ricerche
(la teoria dei tensori, sviluppata in precedenza da
Gregorio Ricci Curbastro, poi usata in relativita da
Einstein proprio nella forma dovuta a Levi-Civita) si
dedica a uno studio sul postulato di Archimede,
riuscendo nel 1892-93 a costruire un insieme con
somma, prodotto, ordinamento come il eampo nu-
merico reale ma che, contrariamente a ogni intuizio-
ne elementare, non soddisfa affatto alla proprieta
archimedea; in sostanza ci sono elementi positivi a, b
tali che non basta prendere il doppio, il triplo, ... di a,
per riuscire a superare b. Occorre dire che questi
campi contengono davvero gli infinitesimi e gli infi-
niti; non si tratta infatti dei numeri transfiniti di
Cantor (che non formano un campo numerico come
quello razionale o reale), ma di elementi che appar-
tengono a un nuovo insieme, dove sono permesse
tutte le manipolazioni consentite sui numeri ordi-
nari. In tali campi, oltre a numeri infiniti, ¢i sono
numeri positivi che sono pil piccoli di ogni numero
razionale positivo, ma non sono affatto eguali a 0; in
sostanza, ci sono i tanto misteriosi infinitesimi, che
diventano nella teoria di Levi-Civita dei semplici e
banali numeri come tutti gli altri.
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Le proprieta dei campi ordinati (archimedei e
non) analizzate in questo articolo sono essenzial-
mente quelle legate al completamento di un campo.

Il completamento e 'operazione che, applicata ai
numeri razionali, porta a definire i numeri reali.
Informalmente possiamo dire che I'insieme dei ra-
zionali e insufficiente per eseguire operazioni anche
elementari. Ad esempio, si scopre che nessun nume-
ro razionale fornisce la lunghezza della diagonale di
un quadrato di lato unitario, e si rimedia a questa e
ad altre carenze ampliando Q con I’ introduzione dei
numeri reali. Pit precisamente, in un campo ordina-
to emergono due motivi di incompletezza:

e Esistono sottoinsiemi limitati superiormente,
ma privi di estremo superiore (cioe del piu
piccolo fra gli elementi che limitano supe-
riormente l'insieme);

e Esistono successioni i cui elementi si avvici-
nano quanto si vuole fra di loro (dette ‘con-
vergenti internamente’ o ‘di Cauchy’, concetto
comunque precisato in seguito), ma che sono
prive di limite.

L’operazione di completamento consiste nel ten-
tare di introdurre tali elementi mancanti, e puo
essere fatta con due filosofie diverse:

e Si cerca di aggiungere tutti gli estremi supe-
riori di tutti i sottoinsiemi limitati superior-
mente (completamento alla Dedekind);

e Si cerca di aggiungere tutti i limiti di tutte le
successioni convergenti internamente (com-
pletamento alla Cantor).

Probabilmente il lettore conosce il completamen-
to del campo dei numeri razionali, che produce il
campo dei numeri reali, e sa anche che in questo caso
i due metodi sono equivalenti. In questo articolo si fa
vedere che questa equivalenza dipende in modo
essenziale dal fatto che il campo di partenza e
archimedeo. I risultati fondamentali sono:

e Se un campo e archimedeo, i suoi comple-
tamenti alla Dedekind o alla Cantor producono
risultati equivalenti, e precisamente un campo
ampliato, ancora archimedeo, e completo nei
due sensi: ogni sottoinsieme limitato supe-
riormente ha estremo superiore e ogni suc-
cessione di Cauchy ha limite.

e Se un campo non e archimedeo, il suo com-
pletamento alla Cantor produce ancora un
campo non archimedeo, completo nel secondo
senso (ogni successione di Cauchy ha limite),
ma non nel primo (esistono sottoinsiemi limi-
tati ma privi di estremo).

e Se un campo non e archimedeo, il suo com-
pletamento alla Dedekind produce un insieme
che non ¢ un suo sopracampo ordinato e che
inoltre & completo nel primo senso (ogni sot-
toinsieme limitato ha gli estremi) ma non nel
secondo; infatti il completamento alla Dedekind
non € un suo sopraspazio topologico, e quindi
non ha senso parlare di successioni di Cauchy.

Pertanto l'unico completamento possibile di
un campo non archimedeo ¢ quello alla Cantor
e quindi nel seguito useremo indifferentemente i
termini Cantor-completo e completo.

Notiamo infine che una differenza fondamentale
tra il campo reale (di cui tutti i campi archimedei
sono sottocampi) ed i campi non archimedei consiste
nella diversa struttura topologica. Infatti i campi
non archimedei sono tutti totalmente sconnessi.
Questa ‘non buona’ proprieta significa che ogni loro
elemento possiede un intorno, piccolo a piacere, che
e contemporaneamente aperto e chiuso; in forma
equivalente, si puo dire che esiste una partizione del
campo, tutta costituita da insiemi contemporanea-
mente aperti e chiusi, ciascuno dei quali e rinchiu-
dibile in un segmento di ampiezza prescelta.

OSSERVAZIONE 3.1. — E opportuno ricordare che
Cantor, oltre che della teoria dei numeri reali, &
autore della teoria dei numeri transfiniti, che sono
anch’essi numeri infinitamente grandi. Tuttavia tali
numeri, che servono a misurare ‘quanti elementi’ ha
un insieme infinito, non formano in alcun modo un
campo numerico non archimedeo, anzi non formano
affatto un campo, per varie ragioni; infatti essi non
costituiscono un insieme e inoltre la somma e il
prodotto fra essi definiti mancano del tutto delle
ordinarie proprieta dei numeri, e presentano invece
proprieta completamente diverse. Basti ricordare
ad esempio che il numero transfinito ¥, coincide
con il suo quadrato e che non ha alcun senso con-
siderare il numero (che dovrebbe essere infinita-

1
mente piccolo) —.
Ry
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4. — Un primo esempio di campo non
archimedeo

Riportiamo, in forma semplificata, quanto pre-
sentato in [12].

Sia K = Q(t) il campo delle funzioni razionali a
coefficienti in Q. Definiamo un ordinamento in K

f@®

ponendo: ) > 0 se e solo se la funzione di ¢ asso-

ciata a questo rapporto di polinomi e positiva per ogni
valore sufficientemente grande di ¢ tra i razionali.
Poiché ogni funzione razionale ha un numero finito di
zeri e di poli e quindi, per il teorema del valore
intermedio, puo cambiare di segno solo un numero
finito di volte, questa definizione ha senso e da luogo
ad un ordine totale. E facile vedere che una funzione
razionale e positiva se e soltanto se il quoziente fra i
coefficienti direttori di f(¢) e di ¢(t) & positivo. E
anche facile controllare che la somma e il prodotto di
due elementi positivi danno come risultato un ele-
mento positivo e che questo garantisce la compatibi-
lita dell’ordinamento introdotto con le operazioni del
campo. Verifichiamo facilmente che il campo ordina-
to Q(t) cosi costruito non e archimedeo; infatti I'ele-
mento ¢ risulta maggiore di ogni numero naturale n,
essendo la funzione polinomiale ¢ — n positiva, per
ogni valore della variabile ¢ maggiore di .

5. — Sezioni di Dedekind su un campo
ordinato

La teoria delle sezioni di Dedekind, che permette
di costruire il campo reale a partire dal campo
razionale, risale, come dice il nome, al matematico
Dedekind, ed e presentata in molti trattati universi-
tari di Analisi matematica, in forme leggermente
diverse ma equivalenti fra loro ([8], [14], [15]).

Sia K un campo ordinato, eventualmente non
archimedeo. Il completamento Dx mediante le sue
sezioni di Dedekind e un suo soprainsieme ordinato,
nel quale ogni sottoinsieme limitato superiormente
ammette estremo superiore. Dy puo essere dotato di
due operazioni che estendono la somma e il prodotto
di K; tuttavia Dx risulta essere un campo ordinato
rispetto ad esse e alla relazione di ordine sopra
introdotta (e quindi un’estensione di K) se e solo se
K e archimedeo. Occupiamoci dunque della costru-
zione di Dx e delle sue proprieta.

Una sezione di Dedekind (o segmento iniziale) di
K & un sottoinsieme S C K tale che:

1. S#40eS#K;
2. SexeSeyeK,y<u,alloray € S;
3. S non ammette massimo.

Questa definizione, che noi useremo d’ora in poi
per la sua semplicita, non e quella originale, che
considera coppie (A, B) di sottoinsiemi di K tali che
AUB=K,ANB =1, ogni a € A & minore di ogni
b € B. Inostri segmenti iniziali (presentati ad esem-
pio nel trattato [14]) sono semplicemente i sottoin-
siemi A contenenti gli elementi piu piccoli.

Indichiamo con Dx l'insieme di tutte le sezioni di
Dedekind di K. Esso contiene un sottoinsieme K’ in
corrispondenza biunivoca con KK, che identifichiamo
con K, considerando cosi K come sottoinsieme di
Dx. Pia precisamente, identifichiamo a € K con la
sezione S, = {x € K/x < a}.

L’insieme Dy e ordinato come segue: S < T se e
solo se S C T. Abbiamo cosi introdotto in Dk un
ordine totale, che induce su K l'ordine preesistente.
Diremo che S e positivo se S > 0, dove 0 si identifica
con {x € K/x < 0}.

Si puo facilmente controllare che tra due ele-
menti distinti di Dx cade sempre almeno un altro
suo elemento (e, di conseguenza, ne cadono infiniti)
e che ogni elemento di Dx ammette un maggioran-
te (e quindi infiniti maggioranti).

E immediato vedere che, se X e un sottoinsieme
di Dx limitato superiormente, allora esiste il suo
estremo superiore sup(X), che e 'unione di tutti gli
elementi di X. Analogamente, se X e limitato infe-
riormente, esiste il suo estremo inferiore inf (X), che
& lintersezione di tutti i suoi elementi. Pertanto
I'insieme Dyx soddisfa al requisito richiesto per
essere un completamento di K. Purtroppo, pero,
vedremo che solo nel caso archimedeo e possibile
dotarlo di due operazioni e una relazione, che esten-
dano quelle di K e lo rendano un campo ordinato.

Tentando di estendere le due operazioni di K,
vediamo che, nel caso in cui i due elementi S e T
stanno in K, ossia S={reK/a<S} e T=
{y € K/y < T'},la definizione che fornisce la somma
gia definita in K e la seguente:

S+T={x+y/eecSyel}=
{e+y/e,ye Ko< S,y <T}.

50

LUIGI CORGNIER - CARLA MASSAZA - PAOLO VALABREGA



Analogamente, per il prodotto, se S e T sono en-
trambi positivi si ottiene:

ST = {xy/x >0,y >0,xecS,yecT}=
{ey/xe >0,y > 0,0 <S8,y <T}.

(Al caso in cui uno almeno sia negativo si passa in
modo ovvio).

E quindi naturale estendere queste due defini-
zioni alle coppie di elementi S e T di Dg, che non
stanno necessariamente nel sottoinsieme identifica-
to con K.

Per il momento fissiamo I'attenzione sulla som-
ma. E facile verificare, senza bisogno della P.A., che
essa e associativa e commutativa, che lo zero di K
funge da elemento neutro e che la somma é debol-
mente compatibile con la relazione di ordine, ossia
che R < Simplica R+ 7T < S+ T, per ogni T in Dx.
Tuttavia, senza la P.A., non ¢ vero che vale la
compatibilita forte, ossia che la precedente ipotesi
implica: R+ T < S+ T. Per convincerci di questo
consideriamo, in un campo non archimedeo, la se-
zione di Dedekind w cosi definita: x appartiene a w
se esiste un razionale q tale che sia x < g; si vede
facilmente che essa soddisfa la relazione w + 1 = w
e quindi la diseguaglianza forte 0 < 1 da luogo alla
precedente eguaglianza. Questa stessa uguaglianza
mostra anche che non puo esistere 'opposto di w,
perché altrimenti ne seguirebbe 1 = 0. Se ne con-
clude che: affinche la struttura algebrica di sup-
porto Dx sopra definita sia un campo, bisogna che
valga la P.A.

Analizzando piu profondamente la situazione, ci
sirende conto che la ragione per cui la somma sopra
definita non rende Dk neppure un gruppo (in quanto
non esiste 'opposto di alcuni dei nuovi elementi
introdotti) deriva dall’esistenza di sezioni del tipo
di w, cioe con la caratteristica seguente: esiste
qualche elemento (per w vanno bene tutti i naturali)
che, sommato ad un qualunque elemento di w, sta
ancora in w. Si puo dimostrare che la P.A. vieta
l'esistenza di tali sezioni.

Nel caso non archimedeo viene allora naturale
fissare 'attenzione sul sottoinsieme Cx delle sezioni
contigue, formato da tutte le sezioni per cui un simile
fatto non succede, cioé definito cosi: una sezione P
sta in Cx se e solo se, per ogni & positivo in K, esiste
un elemento a in P tale che sia a + ¢ ¢ P. Si dimo-
stra che, rispetto alle due operazioni sopra definite,

ristrette ad esso, Ck € un sopracampo ordinato di K
pero non e pill vero che ogni suo sottoinsieme
limitato ammette un estremo superiore.

Come abbiamo detto sopra, nel caso archimedeo,
risulta Dx = Cx, e quindi I'insieme delle sezioni di
Dedekind di un campo archimedeo e il completa-
mento cercato.

OSSERVAZIONE 5.1. — Nel caso che le sezioni di
Dedekind formino un campo, cioe che Dx = Cx sia
un campo archimedeo, dall’esistenza degli estremi
inferiore e superiore discendono il principio degli
intervalli incapsulati e quello dicotomico, sua con-
seguenza.

A. Principio degli intervalli incapsulati. Sia data
una successione di intervalli chiusi [a,,b,],7 € IN,
ognuno contenente il successivo. Allora la loro inter-
sezione non e vuota, ed & precisamente I'intervallo
chiuso [c,d], dove ¢ =sup(a,),d = inf(b,). In parti-
colare l'intersezione e ridotta a un solo punto se e
soltanto se, assegnato un elemento positivo arbitra-
rio ¢, esiste un indice % per cui risulta b,, — a,, < e.

B. Principio dicotomico. Se si divide un intervallo
chiuso in due parti mediante il suo punto medio, poi
si dimezza una delle due parti e quindi si ripete
I'operazione costruendo al passo # + 1 un intervallo
meta di uno dei due costruiti al passo », si ottiene,
come intersezione, uno e un solo punto.

6. — Successioni di Cauchy

La teoria del completamento di Cantor attraver-
so le successioni di Cauchy é trattata ad esempio in
[26], n. 67. Qui si riassumono i passi fondamentali.

L’obiettivo di questo paragrafo e specificamente
la costruzione di un sopracampo ordinato K di K
soddisfacente queste due proprieta:

i) ogni elemento di K & limite di una successione
di Cauchy di elementi di K;

ii) ogni successione di Cauchy di elementi di K
ammette limite in K.

Ricordiamo la definizione formale di successione
div Cauchy (o successione fondamentale), che ha
senso in qualunque campo ordinato K, archimedeo
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0 non, in cui si definisca il valore assoluto di un
elemento come I'elemento stesso se si tratta di un
positivo e come il suo opposto se si tratta di un
negativo (vedi n. 3).

La successione (ay,) = (a1,02,...,0,...) di ele-
menti di K si dice di Cauchy se, perognie e K, &> 0,
esiste un naturale ng tale che, per ogni coppia di
naturalt p, q maggiort di ng, sia |a, — aq| <é.

Si vede facilmente che ogni successione conver-
gente e di Cauchy, mentre, in generale, non e vero il
viceversa (ad esempio, non e vero su Q).

Nell'insieme di tutte le sucecessioni di Cauchy su
K, definiamo la relazione (di equivalenza) che iden-
tifica due successioni la cui differenza tende a zero.
L’insieme quoziente rispetto a tale relazione verra
nel seguito indicato con il simbolo K. Il sottoinsieme
di K costituito dagli elementi rappresentati da una
successione costante € in corrispondenza biunivoca
con gli elementi di K e verra identificato con K
stesso.

L’insieme K ora costruito ¢ il candidato a diven-
tare un sopracampo ordinato di K in cui ogni suc-
cessione di Cauchy converge, dopo I'introduzione in
esso di due operazioni e di una conveniente relazione
d’ordine.

Si comincia col definire in modo ovvio 'addizione
e la moltiplicazione tra successioni:

(a/n) + (bn) - (a/n + bn),

Si verifica poi facilmente che le definizioni sono
corrette, cioe applicate a successioni di Cauchy pro-
ducono ancora successioni di Cauchy, e che sono
entrambe compatibili con la relazione di equivalen-
za. Quest’ultima affermazione significa che si posso-
no definire 'addizione e la moltiplicazione tra classi,
cioé tra elementi di K, eseguendo le operazioni su
rappresentanti scelti a piacere nelle classi conside-
rate. Anche la verifica del fatto che K & un sopra-
campo di K non richiede particolari accorgimenti
tecnici.

Infine, definiamo in K un ordinamento totale,
che lo renda un sopracampo ordinato di K. A tale
scopo, si introduce anzitutto un ordinamento par-
ziale tra successioni di Cauchy nel modo seguente:
(ay,) < (by) se e solo se esistono un elemento positi-
vo ndi K ed un numero naturale ng per cui vale la

relazione b, — a,, > n, per tutti glt n > ny. Breve-
mente, si dice che la diseguaglianza vale definiti-
vamente tra gli elementi delle due successioni.

Si verifica facilmente che tale relazione & compa-
tibile con quella di equivalenza e, passando al quo-
ziente, determina un ordine totale, che si controlla
rendere K un campo ordinato estensione di K.

Ogni elemento di K & limite della successione di
successioni costanti individuate dai suoi elementi,
cioe: se a = [(a,)] & la classe di equivalenza della
successione (a,), allora a = lim,_..a,, quando si
identifichi a,, in K con I'elemento [(ay, ay,...)] del
completamento.

Infine, tramite una dimostrazione non banale, si
verifica che ogni successione di Cauchy (4;),7€ N,
ad elementi in K (dove (A4;) & rappresentata dalla
successione (a};), n € N, di elementi di K) ha limite
in KK, che & dunque chiuso rispetto all’operazione di
passaggio alle classi di equivalenza di successioni di
Cauchy: K = K.

Se ne conclude che K ¢ un completamento alla
Cantor del campo ordinato K; pertanto tale com-
pletamento esiste sempre, cioe anche nel caso che K
sia un campo non archimedeo.

OSSERVAZIONE 6.1. — Notiamo che, se il campo K
non ammette una base numerabile di intorni dello
zero, nessuna successione non definitivamente co-
stante soddisfa la condizione di Cauchy; in tal caso
pertanto ogni successione di Cauchy ha come limite
I'elemento del campo che compare in essa da un
certo punto in poi e quindi il completamento K
coincide con K stesso. Per escludere questa situa-
zione banale supporremo, d’ora innanzi, I'esistenza
di una base numerabile di 0-intorni.

Il completamento alla Cantor sopra definito e
essenzialmente unico, cioé un qualunque completa-
mento alla Cantor K’ di K & isomorfo a K. L’isomor-
fismo si definisce cosi: ogni elemento di K’ & limite di
una successione di Cauchy di elementi di K e per-
tanto gli si assegna come immagine la classe indivi-
duata da tale successione. E laborioso, ma non
difficile, verificare che tale corrispondenza é un iso-
morfismo tra campi ordinati.

E facile produrre esempi di campi ordinati non
completi. Nel caso archimedeo, I'esempio piti noto e
Q. Ad esempio, la successione che definisce il nume-
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ro e ¢ di Cauchy, ma non converge in Q. Nel caso
non archimedeo, possiamo controllare che il campo
Q(t), ordinato nel modo descritto nel n. 4, non e
completo nel senso di Cantor. Ad esempio, la suc-

) 1 )
cessione (an =>% (3) t‘z> e di Cauchy e quindi
converge ad un elemento a € Q). Si puo control-
lare che (a2) converge a 1+, e pertanto (a,)
converge a un elemento il cui quadrato & 1 + ¢~1; ma
questo elemento in (Q(f) non esiste.

Nel n. 11 daremo esempi di campi non archimedei
Cantor-completi.

OSSERVAZIONE 6.2. — Vale la pena di notare che
la costruzione di Cantor si puo presentare in modo
pit chiaramente algebrico. Si considerano I'anello A
delle successioni di Cauchy a elementi in K e il suo
ideale I formato dalle successioni nulle, cioé che
tendono a 0. Si dimostra quindi che I'anello quo-

. A | : Lo
ziente Q = T e un campo e che in Q si puo intro-

durre un ordinamento totale compatibile con le
operazioni. Ne seguono poi tutte le proprieta che
abbiamo in precedenza enunciato e pertanto Q ri-
sulta essere il completamento di K (si veda ad
esempio [26], n. 67).

7. — Sezioni di Dedekind e successioni di
Cauchy

Come abbiamo detto nei due precedenti paragra-
fi, Cx e K sono entrambi campi ordinati, sopracampi
di K. Si puo provare che essi sono isomorfi attra-
verso la funzione f : K— Dy, definita mandando
ogni elemento « di K nellinsieme degli elementi di
K minori di & (ovviamente rispetto al suo ordina-
mento, estensione di quello di K), che & una sezione
di K. In modo formale:

fl) ={re K/r <ux}.

Non e difficile verificare che f € un isomorfismo fra i
campi ordinati K e Ck.

Abbiamo osservato, nel n. 5, che nel caso archi-
medeo risulta Cx = Dx e quindi il completamento
secondo Dedekind e quello secondo Cantor coinci-
dono: si ottengono cosi due definizioni equivalenti
del campo reale.

Nel caso archimedeo & dunque indifferente da un
punto di vista teorico procedere alla Dedekind o alla
Cantor: si ottengono comunque l'esistenza dell’e-
stremo superiore e la convergenza delle successioni
di Cauchy. Ma con il procedimento alla Cantor si
ottiene l'esistenza dell’estremo superiore con molta
maggiore difficolta che con il procedimento alla
Dedekind, il quale da immediatamente il risultato,
soprattutto se si usano i segmenti iniziali. Nel caso
archimedeo sembra dunque piu appropriato il pro-
cedimento alla Dedekind. Occorre pero aggiungere
che non e piccola la difficolta di provare la conver-
genza delle successioni di Cauchy se si usano le
sezioni di Dedekind per completare.

Per dare almeno un esempio di dimostrazione
rigorosa, proveremo ora quanto e a tutti ben noto sui
numeri reali, cioé che il campo reale & archimedeo e
che ogni campo archimedeo € un sottocampo dei
reali. Mentre la dimostrazione relativa alla costru-
zione di Dedekind e relativamente semplice, molto
meno lo & quella relativa alla costruzione di Cantor,
che quindi qui non presentiamo.

PRrROPOSIZIONE 7.1. — Sia R il campo reale, defi-
nito alla Dedekind. Valgono le sequenti proprieta:

1) R e archimedeo;

i) un qualunque campo archimedeo e isomorfo a
un sottocampo di R.

DIMOSTRAZIONE. i) Siano a, b due sezioni di De-
dekind positive tali che si abbia a < b. Si scelgano
due numeri razionali positivi ¢, r taliche ¢ € a,r ¢ b.
Allora, in base all’ordinamento che abbiamo intro-
dotto fra le sezioni, si ha: ¢ < @ < b < 7. Poiche Q &
archimedeo, esiste un naturale » tale che ng > r. Ne
segue che na > nq > r > b.

ii) Sia K un campo archimedeo e sia R definito alla
Dedekind. Proviamo innanzitutto che in esso non
esistono elementi positivi minori di ogni razionale.
Infatti sia k£ € K un elemento positivo e sia ¢ un
razionale maggiore di esso. Per la proprieta archi-
medea, esiste un naturale » per cui vale la relazione:

nk > q, da cui segue: k > % Inoltre, sempre grazie

alla proprieta archimedea, dato un elemento k € K,
esiste un razionale maggiore di k.

Definiamo un omomorfismo iniettivo f di K in
R = D¢ come segue. Ad ogni elemento k € K asso-
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ciamo il sottoinsieme di Q cosi definito: f(k) =
{x € Q/x < k}. Si noti che f(k) & una sezione di
Dedekind. In effetti, per quanto detto sopra, valgono
le proprieta 1 e 2 che definiscono le sezioni di
Dedekind (n. 5); per quanto riguarda la 3, si sup-
ponga che f(k) ammetta massimo m e si consideri-

. . 1 . .
no gli elementim +—,n € N, n > 1. Per ognin > 1

. .1 .
s1deveaverem+%2k, 010eﬁ2k—m>0,1lche

contraddice la proprieta archimedea. Dunque vale
anche la 3.

Verifichiamo che f & iniettiva. Infatti da ky < ko
segue 0 < ko — k1 e quindi esiste h € Q, 0 < h <
ko — k1. Di conseguenza risulta f (k) < f(kz), perche
gli elementi del tipo « + h, x € f(ky), appartengono a
f(k2) mentre non stanno in f(k;). La verifica che f
conserva le operazioni & banale. O

8. — Enunciati equivalenti alla proprieta
archimedea in un campo ordinato

In matematica e spesso utile enunciare una pro-
prieta in piu forme equivalenti, ciascuna delle quali e
piu adatta delle altre in certe situazioni in cui occorre
usarla. Mettiamo dunque in evidenza alcune formu-
lazioni equivalenti della P.A. su un campo K, notan-
do che le prime quattro di esse sono gia state
considerate nel n. 5 per la loro relazione con la
P.A.; qui si precisa meglio il legame.

1. Il campo Ck, definito nel n. 5, coincide con il
suo soprainsieme Dx.

2. Dg e un campo.

3, In Dk ogni elemento ammette opposto.

4. L’addizione e strettamente compatibile con
lordinamento.

5. N ¢ illimitato in K.

6. (Teorema di Bolzano-Weierstrass) Ogni sotto-
insieme infinito Z C K, limitato inferiormente
e superiormente, ammette almeno un punto di
accumulazione.

(Osserviamo che e molto facile verificare che il
Teorema di Bolzano-Weierstrass non puo valere in
un campo non archimedeo. Ad esempio, se k € K e
un qualunque elemento positivo infinito, nell’inter-
vallo [0, k] il sottoinsieme infinito N non ammette
aleun punto di accumulazione.)

E essenziale la seguente proprieta :

Se una qualunque di queste condizioni e soddi-
sfatta (e quindi lo sono anche tutte le altre), allora K
e Dx = Cx sono isomorfi come campi ordinati e
definiscono il campo reale.

9. — Relazione tra campi ordinati massimali
(o reali chiusi) e campi completi;
problemi di densita e connessione

Si dice campo ordinato massimale o reale chiu-
s0 un campo che non ammette alcun sopracampo
(proprio) ordinato, algebrico su di esso. Il termine
ordinato massimale, piti vecchio, & usato in [3] (n. 1,
§5), mentre il termine reale chiuso e usato in
trattati piu recenti quali [16] (cap 11, § 2), [13]
(cap. 5.1), [19] (A.16).

Si dimostrano questi due fatti:

i) Ogni campo ordinato ammette una minima
estensione algebrica ordinata massimale, unica
ameno diisomorfismi, detta sua chiusura reale.

ii) Un campo ordinato K e ordinato massimale se
e solo se K(2) & algebricamente chiuso (dove z e
una radice dell’equazione X2 + 1 = 0.)

(Per le dimostrazioni, si veda [3], n. 5, Th. 2 e n. 6,
Th. 3, oppure [16], X1, § 2, Teor.1.)

La chiusura reale di un campo ordinato e signi-
ficativamente diversa dal completamento, alla De-
dekind o alla Cantor. Se il campo base & archime-
deo, il completamento e sempre R, mentre la
chiusura reale é intermedia tra Q ed R; ad esem-
pio, la chiusura reale di Q e formata dai soli numeri
reali algebrici, che non formano un campo comple-
to, né alla Dedekind né alla Cantor. Anche nel caso
non archimedeo la chiusura reale puo non essere
per nulla completa (alla Cantor, unico modo possi-
bile). Occorre inoltre osservare che il completa-
mento nel caso archimedeo e sempre R, quindi e
anche reale chiuso, mentre nel non archimedeo puo
essere reale chiuso oppure no; per una discussione
rimandiamo a [5], [6], [7], ma vogliamo ricordare
(senza dimostrazione) che, se K é ordinato massi-
male, allora K & anch’esso ordinato massimale ([3],
Ex. 38), e che, nel caso in cui K non sia archimedeo,
possono esistere elementi del suo sopracampo or-
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dinato massimale K che non stanno nel completa-
mento K, ossia che non sono limiti di elementi di K.
Quest’ultima proprieta si puo anche esprimere
dicendo che:

un campo K non archimedeo mon e denso nel
suo sopracampo orvdinato massimale K, mentre
ogni campo archimedeo, che € intermedio fra il
campo razionale e il campo reale, € denso in que-
st’ultimo.

Ricordiamo che uno spazio topologico si dice
sconnesso quando e unione di (almeno) due aperti
disgiunti. E ben noto che Q (con la topologia indotta
dal suo ordinamento) € sconnesso, anzi e totalmente
sconnesso, in quanto ogni suo punto a ammette un
intorno contemporaneamente aperto e chiuso; basta
infatti scegliere due numeri reali, ma non razionali,
r < aeds > ae considerare 'intorno aperto Jr, s[ di
a in Q. Inoltre, fissato un elemento reale positivo ¢
piccolo a piacere, € possibile scegliere una successio-
ne crescente di numeri irrazionali positivi (a,) per

.. e .
cui risulta: ag < 5 e inoltre a,, — a,_1 < &. Allora la

partizione di Q definita dagli insiemi
ey ] = Qs — A1l -y 1 — g, agl, ..oy 10, @y i1l

e tutta costituita da aperti, di diametro < e.

Una situazione analoga non si presenta pero nel
campo massimale e completo R, che risulta essere
un insieme connesso, mentre ogni campo ordinato
non archimedeo ha le stesse proprieta di sconnes-
stone di Q, anche nel caso in cui & ordinato massi-
male e completo secondo Cantor, purché esso sia
dotato di una successione numerabile di elementi
tendenti a zero.

10. — L’ Analisi su un campo completo non
archimedeo: qualche esempio di
analogia o differenza rispetto
all’Analisi sul campo reale

Per evidenziare meglio le differenze tra la situa-
zione archimedea e la non archimedea, facciamo
qualche esempio di proprieta, valide nell’Analisi sul
campo reale, che nel caso non archimedeo o non sono
valide o si dimostrano con tecniche diverse da quelle
usate su R.

Uniforme continuita

Sia K un campo ordinato completo non archime-
deo, a base di 0-intorni numerabile (ad esempio il
completamento di (Q(¢), ordinato nel modo descritto
in precedenza, con t infinito positivo, in cui si puo
scegliere come base di 0-intorni I'insieme delle cir-
conferenze di centro 'origine e raggio ", n € N).
Verifichiamo con un esempio che, a differenza di
quanto succede nel campo reale, su un suo qualun-
que intervallo chiuso é possibile costruire una fun-
zione continua, ma non uniformemente continud.

Sia (w1, ws, ..., w,,...) Una successione con ele-
menti positivi, crescente e tendente a co (ad esempio
w, =t").

Definiamo sull’intervallo chiuso [1, w] (con w infi-
nito qualsiasi) la seguente funzione crescente e
continua:

Wy, per x =n

fla) = 0 per x infinito
Wy + (@11 — @y)(@ —m) per x compreso

tranen—+1

e verifichiamo che essa non & uniformemente con-
tinua.
Se lo fosse, dato ¢ € K positivo qualsiasi, esistereb-
be o tale che, se |x — x| < J, allora | f(x) — f(®)| < e.
In particolare, scegliendo x =n, x =%+, si
otterrebbe

(p11 — wp)0 < g, dacuio < per ogni
intero positivo, e quindi

Wn11 — 0y < /0 = A, dove A € una costante po-
sitiva indipendente da 7. In questo caso la succes-

sione sarebbe maggiorata dalla successione
wr, w1 +A, o1 +2A, ..., + 1A, ...

(wnJrl - wn)

quindi sarebbe limitata superiormente da w; + BA ,
essendo B un elemento infinito qualsiasi, e non
potrebbe tendere a oc.

Proprieta conservate dall’'uniforme convergenza
di una successione

Si dimostra abbastanza facilmente che:

In un campo ordinato (archimedeo o non) una
successione S, (x) uniformemente convergente di
Sfunzioni uniformemente continue (in un dato do-
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minio) ha come limite una funzione S(x) uniforme-
mente continua (nello stesso dominio).

Poiché si puo dimostrare che, anche nell’ambito
non archimedeo, la convergenza di una serie di
potenze e uniforme ed una potenza & una funzione
uniformemente continua su ogni intervallo, ne segue:

Una serie di potenze e una funzione uniforme-
mente continua su ogni tntervallo del suo dominio
di definizione.

La proprieta considerata ora e un esempio di
proprieta che non dipende dalla P.A. Consideriamo-
ne ora una vera nel caso archimedeo e falsa nel non-
archimedeo. Si puo facilmente dimostrare il fatto
seguente:

Sta K un campo ordinato non archimedeo, Can-
tor-completo rispetto alla topologia dell'ordina-
mento. Sia (S,(x)) una successione di funzioni
uniformemente convergenti alla funzione S(x) sul-
linsteme D e supponiamo che su D ogni S, (x)
ammetta massimo (minimo). Allora S(x) ammette
su D estremo superiore (inferiore).

Tuttavia in questa situazione puo’ succedere che
S(x) non ammetta massimo (risp. minimo) su D.
Verifichiamolo su un esempio.

Esempio

Sia K = ﬁ[\t], dove 'ordinamento di R(¢) e defi-
nito come nell’esempio del n. 4, sostituendo Q con R.
Costruiamo una successione di funzioni f,,(x), conti-
nue su D = [0,t], che converge uniformemente ad
una funzione F(x) su D, con la condizione che risulti:

e ogni f,(x) ha un minimo su D;

e F'(x) ha un estremo inferiore su D, ma non ha
un minimo.

Sia I = {x/3r € R",0 < x < r}. Indichiamo poi
con 7 linsieme degli infinitesimi e scegliamo
eene>0.

Definiamo:

& sexch+nhecN,0<h<n,

fulw) = 1 sex¢ LnJthn.
=0

Qualunque sia x, ogni f,, risulta costante nell’intorno
di « cosi definito: U, = {x + ¥,y € n}.

Pertanto f,, € uniformemente continua e la suc-
cessione f,, converge uniformemente alla funzione ¥
cosi definita:

& sexeh+nhelN,

Flz) = 1 sexgéijh—i—n.
h=0

Pertanto inf(F(x)) =0, ma F(x) non ammette
minimo su D.
Lo stesso esempio funziona sostituendo D con 1.

Il teorema del valore intermedio

Ricordiamo 'enunciato di questo teorema, valido
nel campo reale:

(TVI) Una funzione f continua sullintervallo
[a,b] assume su tale intervallo tuttt © valori com-
presi tra f(a) ed f (D).

Se il campo K non e archimedeo, tale enunciato e
falso, anche se si aggiunge l'ipotesi che esso sia
ordinato massimale e completo. Questo fatto e una
conseguenza della sconnessione di K. Infatti, se
K = A U B é la partizione di K in due aperti disgiun-
ti, scelti due elementi « # £ in K, la funzione che
associa o ad ogni elemento di A e ff ad ogni elemento
di B e continua, ma non verifica ’enunciato del
teorema, se si scegliea € Aeb € B.

Tuttavia anche nel caso non archimedeo il teore-
ma vale per qualche interessante classe di funzioni.
Ad esempio, sotto la suddetta ipotesi che il campo,
oltre che completo, sia anche ordinato massimale, si
puo dimostrare che il teorema del valore intermedio
vale per i polinomi (per i quali, in realta, non e
necessaria la completezza, vedi [3], n. 5, Prop. 5) e,
piu in generale, per le serie di potenze (si vedano [5],
[6], [7], [21], [22]).

La dimostrazione di quest’ultimo fatto e assai
diversa da quella del caso reale, in quanto richiede
I'uso di un forte strumento algebrico, il Lemma di
Hensel per le serie ristrette (si vedano [10], Th. 3.7,
p. 19, e [24], Teor. 5).

Si puo infine dimostrare che anche nel caso non
archimedeo vale una parziale inversione del suddet-
to teorema, che nel caso archimedeo e stata dimo-
strata da F. Tricomi ([23]), e che afferma quanto

segue.
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Sia f una funzione su un campo ordinato mas-
stmale e completo. Se sull’intervallo [a, b] la funzio-
ne e miettiva e se inoltre su ogni sottointervallo
[a/,b'] C [a,b] vale il TVI, allora essa e continua e
strettamente monotona su [a, b].

11. - Esempi

1. Il minimo sopracampo ordinato di R si ottiene,
ameno diisomorfismi, come estensione trascendente
semplice R(¢), introducendo in esso un ordinamento,
con le stesse regole usate nel n. 4 per ordinare Q(t).

Si dimostra che il completamento di R(¢) & costi-
tuito dal campo delle serie formali di Laurent R((%)).
Infatti, dopo aver applicato I'isomorfismo che manda
tin X = t1, per ottenere una variabile X minore di
ogni reale positivo, si vede facilmente che la topolo-
gia indotta sull’anello R[X] dall’ordinamento coinci-
de con la topologia (X) — adica, rispetto alla quale il
completamento di R[X] e R[[X]]; poi si passa ai
quozienti. (Per la traccia di una dimostrazione di-
retta si veda [3], A VI 44, Ex. 40).

2. Il minimo sopracampo di R(f) contemporanea-
mente reale chiuso (cioé ordinato massimale) e
Cantor-completo risulta essere il campo R di Levi-
Civita [18], descritto, in modo piti moderno e acces-
sibile, nell’articolo [22]. Ricordiamo qui la sua defi-
nizione, senza dimostrarne le proprieta, per le quali
si puo consultare [2]. A tale scopo ci servira la
definizione seguente.

DEFINIZIONE 1. — Un insieme I di numeri razio-
nali si dice finito a sinistra quando, per ogni q € I,
esiste solo un numero finito di elementi di I che ri-
sultano < gq.

L’esempio piu semplice di insieme infinito che
risulta finito a sinistra e I'insieme N dei naturali. Si
puo inoltre facilmente dimostrare che:

Un insieme infinito 7 & finito a sinistra se e solo se
esiste una biiezione tra I ed 1\, che conserva I’ordi-
namento.

DEFINIZIONE 2. — Indichiamo con R linsieme
delle funzioni « di Q in R con la seguente proprieta:
linsteme det punti in cui x non si annulla e finito a
stnistra. In formule:

R={x:Q—R/{geQ/x(q)# 0} e finito a sinistra}.

Useremo le seguenti notazioni:

e x[qg]indica I'immagine di « nell’elemento g€ Q;
o (V) supp(x) = {q € Q/xlq] # 0}
o Alx) = man(supp(x)), per x # 0, e A(0) = + oc.

L’insieme R, dotato delle operazioni di addizione
e moltiplicazione con le regole formali usate per le
successioni, risulta essere un campo. Inoltre il campo
reale R puo essere identificato con un sottocampo di
R mediante I'isomorfismo /7 : R—R cosi definito:

x seq=0
0 altrimenti,

I (x)lq] = {

perognix € Req € Q.
In R viene introdotto il seguente ordinamento:

x> 0 < x[Ax)] >0,

che risulta essere compatibile con le due operazioni
introdotte e induce su R I'ordinamento naturale.

Si vede facilmente che I'ordinamento di R non e
archimedeo, in quanto, ad esempio, A(x) < 0 implica
nx < 1, per ogni naturale n.

Gli elementi di R si possono anche rappresentare
formalmente come serie con la seguente tecnica.

Si pone d = I1(1), cioé:

d[1]1=1, dlql =0 per q # 1.

Per ogni x € R si dispongono gli elementi del suo
supporto in ordine crescente, ottenendo:

supp(@) = {q1,q2, ..., qj, ... }.

Allora ogni elemento di R si puo scrivere nella forma

o0

x = Zx[qj]dqf, q; € supp(x).
J=1

Scegliendo come supporto tutti i sottoinsiemi di
N del tipo [ — %, 00],n € N, si ottiene il sottocampo
delle serie di Laurent, che abbiamo visto essere il
completamento di R(%).

Si dimostra che, rispetto alla topologia indotta
dall’ordinamento, R e contemporameamente com-
pleto e reale chiuso (cfr [2]).

3. Un interessante esempio di campo ordinato
non archimedeo & costituito dall'insieme *R dei nu-
meri iperreali, introdotto negli anni 60 da Abraham
Robinson (si vedano [11] e [20]).
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La teoria dei numeri iperreali (che e parte del-
I’ Analisi non standard) non puo certo essere illustra-
tain questo articolo, e per la sua complessita e per la
quantita di spazio che richiederebbe. Possiamo tut-
tavia dare un’idea di che cosa si tratti e di quali
applicazioni abbia in matematica. Il metodo piu
usato per costruire un insieme di iperreali & quello
di ultrapotenza. Vediamo in che cosa consiste.

Occorre in primo luogo partire dal concetto di
filtro nell'insieme N dei numeri naturali:

un filtro # su N & un sottoinsieme non vuoto
dell'insieme P(IN) delle parti di I\ tale che

1. se A,B sono in F', allora anche ANB € F,
2.seAcFeAcCB,alloraBekF.

Un filtro e proprio se inoltre non contiene l'insie-
me vuoto (per impedire che esso sia tutto P(IN)).
D’ora in poi supporremo che il filtro sia proprio. Un
filtro € detto principale se e formato da tutti i
sottoinsiemi che contengono un naturale fisso. D’ora
in poi escluderemo i filtri principali (che non condu-
cono a iperreali non reali).

Un filtro e un ultrafiltro se, per ogniA C N, 04 o
il suo complementare ‘A appartiene a F'. Equivalen-
temente un ultrafiltro & un filtro massimale.

I1 concetto di ultrafiltro (in realtd anche solo di
filtro) permette di introdurre nell'insieme delle suc-
cessioni di numeri reali una relazione di equivalenza:
due successioni » = (r,), s = (s,) sono equivalenti se
I'insieme degli indici » tali che 7, = s, appartiene
all'ultrafiltro. Diremo in tal caso che r e s coincidono
su un insieme grande, o quasi dappertutto. La classe
di equivalenza della successione r = (r,,) siindichera
con il simbolo [r] e l'insieme di tali classi, dette
numeri iperreali, si denotera con il simbolo *R.

Facendo quindi riferimento all’addizione e alla
moltiplicazione definite termine a termine tra le
successioni, si introducono analoghe operazioni tra
le classi di equivalenza, ponendo, per r,s,t succes-
sioni, r + s = t, oppure r x s = t, se e solo se I'insie-
me degli e N per cui 7,+s,=1t,, oppure
Ty X Sy = ty, appartiene all’ultrafiltro. Allo stesso
modo si definisce una relazione di ordine parziale
tra classi: < s se e solo se l'ultrafiltro contiene
I'insieme degli » per cui 7, < s,. Si determina cosi
per *R una struttura di campo ordinato.

Se si prende un ultrafiltro non principale si
ottiene che *R & un campo ordinato estensione

propria di R. Infatti in esso ci sono elementi (numeri
iperreali) che sono positivi ma minori di ogni frazio-

1 .. L
ne —, ad esempio il numero ¢ = classe di equivalenza
1

1
27377
meri che sono maggiori di ogni numero naturale,
come ad esempio la classe di equivalenza w della
successione (1,2,3,...). In *R ci sono quindi infinite-
simi e infiniti attuali. Si tratta dunque di un ecampo
ordinato non archimedeo. Il numero reale a puo
essere identificato con la classe di equivalenza della
successione (a, a, a, ...), ottenendo cosl un’immersio-
ne di R in *R come sottocampo ordinato.

Apparentemente si possono costruire infiniti in-
siemi diversi di iperreali, facendo riferimento a
ultrafiltri diversi. In realta 'unicita di questa esten-
sione e legata all'ipotesi del continuo (si veda [11],
3.16, per una discussione della questione).

Gli iperreali non sono interessanti soltanto per il
fatto che formano un campo non archimedeo. Il loro
principale interesse (che e la proprieta caratteriz-
zante) sta nel cosiddetto principio di trasferimento,
che qui non possiamo discutere in dettaglio, ma che
stabilisce una corrispondenza fra proprieta elemen-
tari in R e proprieta in *R. Per introdurre tale
principio, occorre ricordare che, se A & un insieme
di numeri reali, ad esso si puo associare in maniera
canonica un sottoinsieme *A C* R, detto estensione
non standard di A. In effetti, per ogni successione
(ry,) direali, diremo che la sua classe appartiene a *A
se I'insieme degli indici 7 tali che r,, € A appartiene
all'ultrafiltro . In questo modo si puo introdurre ad
esempio I'insieme *\N degli ipernaturali, che, a diffe-
renza di N, non e limitato in *R. Si puo quindi
estendere una funzione f reale di variabile reale a
una funzione *f :* R —* R come segue: *f applicata
alla classe della successione » = () da come risul-
tato la classe della successione (f (), f(71),...). Con
il principio di trasferimento si possono provare
numerose proprieta. Ad esempio, si puo dimostrare
direttamente che *R & un campo ordinato perche R
lo &. In particolare, gli elementi non nulli di *R hanno
inverso.

Per capire meglio che cosa il principio comporta,
vogliamo dare (senza dimostrazione, ovviamente),
fra tantissimi, un esempio riguardante I’Analisi ma-
tematica. Cominciamo con il ricordare che l'iperrea-
le b e infinitamente vicino all'iperreale c se b — ¢ € un

della successione (1 > Ci sono anche nu-
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iperreale infinitesimo (tuttii c di tale tipo formeran-
no l'alone di b).

Supponiamo ora che f sia una ordinaria funzione
reale di una variabile reale e che *f sia la sua esten-
sione agli iperreali. Allora si ha: f & continua (nel
senso a tutti ben noto) nel punto reale ¢ se e soltanto
se l'iperreale *f (x) e infinitamente vicino al reale f(c)
per ogni iperreale x nell’alone di c. Ad esempio, con
modesta fatica si puo dedurre come corollario la
continuita della funzione reale seno nel punto reale
¢, lavorando sugli iperreali dell’alone di c.

Naturalmente quando si afferma che varie dimo-
strazioni di proprieta dei reali si possono provare con
modesta fatica usando il prineipio di trasferimento,
occorre non dimenticare il macchinario preliminare
(ultrafiltri, infinitesimi, estensioni non standard di
insiemi, ...) di cui si deve avere padronanza.

Rimandiamo per una presentazione completa e
dettagliata al volume [11].

12. — Considerazioni conclusive

Nei paragrafi precedenti abbiamo introdotto e
confrontato la teoria di Dedekind e la teoria di
Cantor, rimandando per una trattazione completa
a corsi di Analisi matematica e di Algebra che
contengono dimostrazioni rigorose per entrambe le
costruzioni. Da quanto abbiamo scritto non emergo-
no alcuni fatti che solo la lettura e lo studio di tali
testi puo far capire. Vogliamo tuttavia dare qualche
indicazione sulla complessita di ciascuna delle due
costruzioni.

In primo luogo osserviamo che la costruzione di
Dedekind, valida solo a partire dai razionali perché e
richiesto il principio di Archimede, ¢ la preferita dai
trattati di Analisi matematica e anche dai docenti
delle Scuole superiori (ai tempi in cui se ne parlava),
e con qualche ragione. In effetti & alla portata di
qualsiasi studente degli ultimi anni di Liceo, e a
maggior ragione di un corso universitario scientifico
(matematica, fisica, ingegneria). Non e naturalmen-
te priva di punti critici, ad esempio quando si vo-
gliano definire in modo rigoroso le operazioni fra
sezioni o la compatibilita fra queste e I'ordinamento.
E tuttavia abbastanza semplice la dimostrazione
dell’esistenza dell’estremo superiore di un insieme
superiormente limitato, purché si abbia qualche

nozione di teoria degli insiemi; ne segue, senza
particolari difficolta concettuali, il principio degli
intervalli incapsulati e quindi quello dicotomico, da
cui si puo dedurre il teorema di Bolzano-Weier-
strass, che é alla base di molte proprieta dei numeri
reali.

Non e invece per nulla banale arrivare a capire
che, se si parte, anziché dal campo razionale, da un
campo ordinato non archimedeo qualsiasi, si ottiene
qualcosa di molto lontano da un eampo.

La teoria di Cantor e invece preferita nei trattati
di Algebra, a partire dal classico Van der Waerden
(si veda [26]), e anche qui se ne capisce facilmente la
ragione. In effetti la costruzione, che puo partire da
un campo ordinato qualsiasi, archimedeo o no, ri-
chiede qualche nozione sugli anelli, gli ideali, i quo-
zienti e le classi di equivalenza, i campi, e quindi puo
essere presentata solo nella parte finale di un corso
di Algebra (a meno di non aggirare 1'algebra, intro-
ducendo anelli quoziente e campi senza nominarli
esplicitamente). Ma non solo di nozioni algebriche
preliminari si tratta. Quando si introducono I'ordi-
namento, le operazioni e la compatibilita fra queste e
I'ordine, occorre dimostrare qualche non ovvia pro-
prieta di limitatezza, inferiore e superiore, delle suc-
cessioni di Cauchy. Non € nemmeno banale vedere
che ogni successione di Cauchy di elementi del nuovo
campo & convergente in questo. Se poi si aggiunge
l'ipotesi che valga il postulato di Archimede nel
campo ordinato di base, non e certo immediato
provare che ogni insieme superiormente limitato
ammette estremo superiore, la via migliore essendo
forse la dimostrazione (non semplice) che la teoria di
Cantor e quella di Dedekind portano in questo caso a
campi isomorfi. Nessun problema invece presentano
i corollari, come il teorema di Bolzano-Weierstrass,
il principio degli intervalli incapsulati, ecc., che sono
conseguenze dell’esistenza dell’estremo superiore e
non richiedono ragionamenti specifici sulla natura
degli elementi del completamento di Cantor.

Si noti infine che un confronto fra le due teorie
richiede di far vedere che davvero nella teoria di
Cantor, ove manchi I'ipotesi archimedea, vengono a
cadere I'esistenza dell’estremo superiore, il teorema
di Bolzano-Weierstrass e il principio degli intervalli
incapsulati.

E in particolare opportuno segnalare quella che &
nel contempo una affinita e una differenza fra I’am-
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biente archimedeo e quello non archimedeo:

— il campo reale e I'unico, a meno di isomorfismi,
campo ordinato archimedeo completo nel sen-
so di Cantor (ma in esso esiste anche I'estremo
superiore di ogni insieme superiormente limi-
tato), ed ha chiusura algebrica ottenibile ag-
giungendo una radice quadrata di —1;

— un campo ordinato non archimedeo ha, oltre
alla chiusura topologica alla Cantor, la chiusu-
ra ordinata massimale (o chiusura reale), an-
ch’essa con chiusura algebrica ottenibile ag-
giungendo una radice quadrata di —1, ma ci
sono numerosi campi ordinati non archimedei
completi (o massimali), non isomorfi fra loro;
inoltre i campi massimali non sono general-
mente completi (nel senso delle successioni di
Cauchy) e i campi completi non sono general-
mente massimali.

Una rilevante differenza fra i due ambienti e
infine data dalla validita nell’archimedeo completo,
cioe sui reali, del teorema del valore intermedio per
le funzioni continue (basato sul principio dicotomico,
cioe sull’esistenza dell’estremo superiore), validita
che viene a mancare in generale nell’ambiente non
archimedeo, per quanto si mettano condizioni di
massimalita e completezza. Tuttavia, con dimostra-
zioni completamente diverse da quelle note per il
campo reale, si puo, non senza difficolta, provare il
teorema del valore intermedio per certe classi di
funzioni continue.

La teoria dei numeri reali, sezioni di Dedekind o
successioni di Cauchy a seconda dei gusti del docen-
te, alcuni decenni fa veniva abitualmente insegnata
nei corsi universitari di Analisi matematica o di
Algebra. In questi ultimi talvolta si trattava la teoria
di Cantor senza introdurre lipotesi archimedea.
Perfino in qualche classe di liceo venivano introdotte
le sezioni di Dedekind, sia pure senza sviluppare in
ogni dettaglio tutte le dimostrazioni.

Oggi entrambe le teorie sono quasi scomparse
dalle Universita e dalle Scuole superiori. Si tratta di
una omissione non priva di conseguenze negative. In
effetti i numeri reali si usano continuamente in
matematica ad ogni livello, ma chi li usa non sempre
sa con esattezza che cosa sono. Questo non impedisce
naturalmente di usarli, per calcolare limiti, derivate,
integrali e per dimostrare proprieta delle funzioni.

La ripresa dello studio, nelle Scuole superiori e nelle
Universita, delle teorie di Dedekind e/o di Cantor
consentirebbe agli studenti di fare qualche utile e
interessante riflessione su rilevanti questioni fonda-
tive della matematica e sulla complessita di nozioni
che vengono considerate ovvie e scontate e quindi
non degne di approfondimento. Potrebbe anche por-
tare, soprattutto nelle Scuole superiori, a qualche
forma di interazione fra gli insegnanti di matematica
e gli insegnanti di filosofia su temi storico-epistemo-
logici, magari promuovendo la lettura di un vecchio
libro ancor oggi valido e stimolante quale ¢ il volume
di Ludovico Geymonat, Storia e filosofia dell’ Analisi
infinitesimale (siveda [9]), se non addirittura qualche
passo dalle opere [4] e [8] di Cantor e Dedekind.

Dal punto di vista della ricerca scientifica attuale,
le questioni non archimedee, che hanno suscitato
interesse parecchi decenni fa, oggi costituiscono un
settore non certo centrale in matematica. Tuttavia si
puo segnalare ancora qualche ricerca sul teorema
del valore intermedio, sul teorema della funzione
inversa, sui massimi e minimi, sul teorema di Rolle,
su questioni di ottimizzazione, soprattutto nel caso
dei cosiddetti campi non archimedei di Levi-Civita,
perfino con qualche applicazione all'informatica (si
vedano ad esempio [21] e [22]), oltre a qualche
ricerca di tipo storico (cfr [1]).
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