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Franco Montagna é scomparso il 18 febbraio 2015
a Siena. Nato a Broni (PV) il 27 settembre del 1948,
si era laureato nel 1972 all’'Universita di Pavia con
una tesi dal titolo Operatori su classi di algebre, di
cui furono relatore e correlatore rispettivamente
Cesare Tonti a Pavia e Roberto Magari a Ferrara.
Iniziarono allora 'amicizia e la collaborazione con
Roberto Magari, che ebbero un’influenza fondamen-
tale sulla vita scientifica di Franco. Per lavorare con
Magari nel 1973 si trasferl a Siena, dove Magari
teneva la cattedra di algebra. Borsista CNR dal 1973
al 1975, sempre a Siena ha proseguito la carriera
universitaria come professore incaricato (1976-
1982), professore associato (1983-1987), professore
ordinario; ha ivi diretto la Scuola di Specializzazione
in Logica Matematica (1987-1990), ed e stato coordi-
natore del Dottorato in Logica Matematica ed In-
formatica Teorica (1994-2002) e del Dottorato in
Logica Matematica, Informatica e Bioinformatica
(2007-2011). Dal 1987 ha coordinato quattro progetti
nazionali di logica matematica, di cui tre consecu-

(*) Questo ricordo di Franco Montagna si basa larga-
mente sull’articolo di L. Beklemishev e T. Flaminio, F'ranco
Montagna’s work on Provability Logic and Many-Valued
Logic, Studia Logica 104 (1):1-46 (2016). Si ringraziano Lev
Beklemishev, Tommaso Flaminio, Pavel Pudlak e Sara
Ugolini per i loro preziosi consigli e commenti.

Fig. 1. - Franco Montagna (1948-2015).

tive progetti PRIN dal 1998 al 2004. E stato super-
visore di nove dottorandi e direttore scientifico di
vari post-doc italiani e stranieri. La sua attivita ha
dunque superato ampiamente i confini di una ricer-
ca che, come vedremo, ¢ stata sempre fertile e
brillante e di una dedizione appassionata alla didat-
tica, e si e aperta ad un impegno costante nella vita
della comunita logica e di quella matematica italia-
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ne. Montagna era socio UMI da moltissimi anni, e
aveva ricoperto cariche di responsabilita all'interno
dell’Associazione Italiana di Logica e sue applica-
zioni ATLA.

Scientificamente parlando, Franco e stato uno dei
logici matematici italiani piti importanti e conosciuti
degli ultimi quaranta anni. Ha pubblicato piu di
centotrenta articoli, con sessantanove coautori di-
versi. L’'impressionante numero di collaborazioni
non stupisce tuttavia chi lo ha conosciuto ed ha
saputo apprezzare la sua disponibilita ed il suo modo
di fare matematica. Sempre pronto a dare suggeri-
menti ed a collaborare, aveva una straordinaria
capacita di porre domande e proporre problemi:
questo € uno dei motivi per cui era particolarmente
apprezzato ed amato dai giovani studiosi.

Franco Montagna possedeva una vasta cultura
matematica, tale da consentirgli contributi di note-
vole spessore in molti settori della logica matemati-
ca, dell’algebra universale e perfino dell'informatica.
I suoi interessi scientifici principali corrispondono a
due periodi ben precisi della sua vita di ricerca: la
logica della dimostrabilita (fino circa alla fine degli
anni 90), le logiche a piu valori e le loro connessioni
con la teoria della probabilita (dalla fine degli anni
90, fino agli ultimi giorni).

Montagna pubblico i suoi due primi articoli [1],
[2], basati entrambi sulla tesi di laurea, nel 1974.
Come appena ricordato, fino alla fine degli anni 90 la
sua produzione scientifica si concentra sulle algebre
diagonalizzabili e la logica della dimostrabilita. Agli
inizi degli anni 70, Roberto Magari aveva proposto le
algebre diagonalizzabili (oggi conosciute come alge-
bre di Magari) al fine di studiare con metodi alge-
brici i teoremi di incompletezza di Godel e la teoria
della dimostrazione ad essi collegata. Un’algebra di
Magari € un’algebra di Boole, con un’ulteriore ope-
razione unaria 7, che soddisfa le identita (1) =1,
@ Ay) = t(x) A t(y), t(z(x) — x) = 7(x): tali identi-
ta permettono un’adeguata traduzione algebrica
delle condizioni di derivabilita di Hilbert-Bernays e
Lob. 11 successo di questa proposta fu subito note-
vole, tanto da fare di Siena un centro di fama
internazionale per la logica matematica. Contempo-
raneamente, un approccio simile (di solito descritto
come la logica della dimostrabilita), basato su stru-
menti di logica modale invece che di algebra, veniva
portato avanti da altri studiosi stranieri, tra cui de

Jongh, Smorynski e Segerberg: la logica modale
corrispondente e la cosiddetta logica GL, dove t
corrisponde alla modalita (0. Se si considera ad
esempio I’Aritmetica di Peano (denotata nel seguito
PA), I'algebra di Lindenbaum Lpa di PA costituisce
un’algebra di Magari, con 7 corrispondente al predi-
cato di derivabilita Prpa (v) di PA. Un primo impor-
tante problema fu quello di vedere se le identita di
Magari contengono le identita valide in Lpa. In [3]
Franco dimostra che, per ogni naturale %, ci sono
identita valide nell’algebra di Magari libera su n
generatori ma non valide in tutte le algebre di
Magari. La soluzione completa al problema fu data
da Solovay (1976): le identita di Lpa sono valide nella
teoria equazionale delle algebre di Magari. In [5]
Montagna estese e diede la sua versione di questo
teorema di completezza aritmetico, dimostrando che
I'algebra di Magari libera su un’infinita numerabile
di generatori siimmerge in Lpya, e pill in generale in
L7, se T e un’estensione ricorsivamente enumera-
bile dell’ Aritmetica di Peano (o pit1 in generale della
cosiddetta Aritmetica Elementare) tale che, in £,
7"(0) # 1 per ogni n. Se, da quanto sopra, si ricava
che la teoria equazionale delle algebre di Magari e
I'insieme delle identita di Lps sono decidibili, subito
dopo ([7, 8]) Franco inizia a studiare la teoria al
primo ordine delle algebre di Magari, dimostrando-
ne I'indecidibilta in [8] e ponendo in [7]il problema se
la teoria al primo ordine di Lpa sia indecidibile
(problema risolto positivamente da Shavrukov nel
1994). In [16] Franco studia la logica predicativa
della dimostrabilita, mostrando che le piti importanti
proprieta di GL non valgono nella sua versione
predicativa QGL: in particolare QGL non ha la
proprieta del punto fisso, non & completa rispetto a
nessuna classe di cornici di Kripke, e non e aritme-
ticamente completa, cioe non contiene la logica
predicativa della dimostrabilita relativa all’Aritme-
tica di Peano, che risulta anche diversa dalla logica
predicativa della dimostrabilita della teoria degli
insiemi di Zermelo-Fraenkel. In [4] Franco fornisce
una versione algebrica di un predicato non-standard
di derivabilita, il cosiddetto predicato di Feferman,
molto conosciuto ed usato dagli studiosi dei teoremi
di incompletezza, che numera in modo “naturale” i
teoremi dell’ Aritmetica di Peano, ma per il quale non
valgono il teorema di Lob né il secondo teorema di
incompletezza di Godel. A tal fine introduce una
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classe di algebre di Boole (le p-algebre) dotate di una
nuova operazione unaria p, che soddisfa p(0) =0,
p(1) =1 plx Ay) = p(x) A p(y). L’articolo studia non
solo le p-algebre, ma anche le (p, 7)-algebre, cioe le
algebre di Boole dotate di p e dell’operazione t delle
algebre di Magari precedentemente descritta. La
classe equazionale delle (p, 7)-algebre presenta delle
differenze notevoli con le algebre di Magari gia per
quanto riguarda I'esistenza e l'unicita di punti fissi.
L’articolo ed i problemi aperti da esso sollevati
ebbero un profondo impatto. Il problema della com-
pletezza aritmetica per le logiche bimodali corri-
spondenti alle (p, 7)-algebre fu risolto da Shavrukov:
modulo I'aggiunta di due nuovi principi, la logica
bimodale risulta decidibile ed aritmeticamente com-
pleta. La ricerca di Franco (in particolare 'articolo
[19]) precorre per certi aspetti la logica dell’inter-
pretabilita, che studia modalita binarie del tipo
o>7 f (dove T e una teoria formale aritmetica suffi-
cientemente espressiva) a significare che c¢’e un’in-
terpretazione relativadi 7'+ fin 7' + o. In[32] e [36]
si dimostra che la logica della interpretabilita sul-
I’Aritmetica di Peano e completa rispetto all'inter-
pretazione di > come conservativita di /7%-sentenze
(cioé ogni IT)-sentenza dimostrabile in T + 8 & di-
mostrabile in T + ).

A partire dalla fine degli anni novanta, la ricerca
di Franco Montagna si rivolge principalmente alla
logica fuzzy ed allo studio del problema dell’incer-
tezza dal punto di vista logico ed algebrico: una
svolta naturale, resa facile dalla sua profonda cono-
scenza dell’algebra universale e dal suo interesse
per la teoria delle probabilita, entrambi trasmessigli
dal suo maestro Roberto Magari. Nello stesso pe-
riodo appare il libro Metamathematics of Fuzzy
Logic di Petr Hayek, amico e collaboratore di Fran-
co, grazie al quale la logica fuzzy diventa popolare in
cerchie sempre pi ampie di logici e algebristi
universali. Hayek introduce la cosiddetta Basic
Logic, che consiste delle formule validate da tutte
le t-norme continue. La semantica algebrica equiva-
lente della Basic Logic e data dalle BL-algebre
(reticoli residuati limitati, puntati, integrali, commu-
tativi, prelineari e divisibili), la cui varieta e generata
dalle sue catene. Montagna dette subito un contri-
buto fondamentale allo studio delle BL-algebre: in
[68] si mostra che ogni BL-algebra totalmente ordi-
nata e somma ordinale di una famiglia di hoops di

Wajsberg, il cui primo addendo e un’algebra di
Wajsberg. Un problema importante per le logiche
a piu valori & quello di trovare teoremi di comple-
tezza standard, che facciano riferimento cioé ad
algebre aventi come sostegno l'intervallo unitario
reale: sempre in [68] si fa vedere che la varieta delle
BL-algebre e generata da una singola algebra, pre-
cisamente la somma ordinale di @ copie della MV-
algebra standard [0, 1];,y. In [62] viene dimostrato
un teorema di completezza standard per la logica
MTL: con l'ausilio di un nuovo metodo (conosciuto
come metodo di Jenei-Montagna) si fa vedere che
ogni MTL-algebra linearmente ordinata si immerge
in una MTL-algebra standard, da cui risulta che
MTL é completa rispetto alle MTL-algebre stan-
dard. Altri importanti contributi alle logiche a piu
valori riguardano: I'introduzione delle logiche LT e
LI % ([55]); varie generalizzazioni delle BL-algebre
([61, 59, 87, 89, 104]); uno studio dettagliato su
interpolazione, interpolazione di Craig e proprieta
di Beth ([88]).

Oltre allo studio delle semantiche algebriche per
le logiche a piu valori, Montagna si dedico al pro-
blema di stabilire una fondazione della teoria sog-
gettiva della probabilita per eventi a piu valori alla
maniera di Bruno de Finetti. Ricordiamo al propo-
sito due principali contributi: l'introduzione e lo
studio della teoria degli stati interni e la nozione di
coerenza stabile per assegnamenti di probabilita
condizionata. La teoria degli stati di una MV-algebra
puo essere intesa, grazie ai risultati principalmente
dovuti a Daniele Mundici in questo campo, come una
generalizzazione della teoria classica delle probabi-
lita in cui gli eventi formano una MV-algebra anziché
un’algebra booleana. D’altro canto le MV-algebre,
essendo intimamente legate alla struttura dei nu-
meri reali, offrono un contesto algebrico in cui uno
stato, che normalmente viene definito come una
funzione normalizzata ed additiva su una MV-alge-
bra e a valori nell'intervallo unitario reale, puo
essere internalizzato diventando cosi una mappa
da una qualsiasi MV-algebra in se stessa. Le strut-
ture cosi definite prendono il nome di MV-algebre
con stati tnternt e formano, contrariamente alla
teoria ortodossa degli stati, una varieta e possono
quindi essere studiate con gli strumenti dell’algebra
universale. Franco Montagna, dopo aver introdotto
la teoria degli stati interni nel 2009, ha continuato a
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studiarne la natura algebrica e a produrre sia risul-
tati di caratterizzazione [117], sia ulteriori genera-
lizzazioni che hanno poi consentito di studiare, in via
algebrica, le probabilita imprecise [126, 130], le
probabilita condizionali [127] e la loro fondazione
logica.

Un altro contributo di Montagna da ricordare
riguarda piu direttamente gli aspetti fondazionali
della probabilita condizionata su eventi MV-alge-
brici, che prende il nome di coerenza stabile.
Probabilmente ispirandosi ai risultati classici di
Nelson e Krauss, Montagna giustifico questa no-
zione come segue: supponiamo che f sia un asse-
gnamento, a valori in [0,1], su una certa classe
finita di eventi condizionati a; | b1,...,ay | by, e sui
loro condizionanti b1,...,b, dove a;,b; sono ele-
menti di una MV-algebra; chiediamoci se esiste
uno stato s della MV-algebra di partenza tale che
per ogni 1=1,...,n, fla; | b;) =sla;-b;)/s(b;) e
p(b;) = s(b;) (dove, assumendo senza perdita di
generalita che a; e b; siano funzioni a valori reali,
a; - b; indica il prodotto punto a punto dei valori di
tali funzioni). La precedente domanda ha senso se,
per ogni evento condizionante b;, s(b;) > 0, cosa
quest’ultima che non puo essere assicurata in linea
di principio. Pertanto, un assegnamento f & detto
stabilmente coerente (o coerente con stabilita) se e
esso stesso coerente, nel senso di de Finetti, e se
esiste una sua variante a valori iperreali 8 che, pur
rimanendo coerente, soddisfa le seguenti proprie-
ta: per ogni evento condizionante b;, S'(b;) >0
(anche infinitesimo), e f & infinitamente vicino
a ff, ovvero, per ogni evento condizionale a; | b;,
le distanze euclidee |B(a;|b;) —f'(a; | b;)| e
| B(b;) — B'(b;)| sono date da infinitesimi. Il principa-
le risultato di Montagna in questo ambito dimostra
che un assegnamento f e stabilmente coerente se e
solo esiste uno stato a valori iperreali s e definito
sulla MV-algebra degli eventi tale che, per ogni
t=1,...,n,ledistanze |f(a; | b;) — s(a; - b;)/s(b;)| e
|B(b;) — s(b;)| sono infinitesime.

Quelli finora accennati non sono i soli filoni di
ricerca a cui Franco Montagna ha dato contributi
significativi. In teoria della ricorsivita, Franco ha
studiato questioni di completezza ed universalita
per il preordine corrispondente alla dimostrabile
implicazione in PA ([18]) e per la relazione di
dimostrabile equivalenza in PA ([11]), di cui viene

data in [11] un’interessante ed utile caratterizza-
zione ricorsiva. Verso la fine degli anni '90 si e
occupato di Learning Theory, con riferimento
particolare a paradigmi probabilistici, la probabi-
lita essendo stata uno dei suoi interessi piu forti da
sempre. La profonda conoscenza dei sistemi for-
mali e della teoria della dimostrazione gli hanno
permesso di lavorare sullo speed-up delle dimo-
strazioni (si vedano [26, 29, 37, 38, 39]), con parti-
colare riferimento allo speed-up della lunghezza
delle dimostrazioni che si ottiene con 'aggiunta di
regole modali, interpretando la modalita [ con il
predicato di derivabilita. Un esempio significativo
si trova in [37]: se consideriamo una estensione 7,
2'1-valida, del frammento 14, + £; dell’aritmetica
ed aggiungiamo come ulteriore regola di deduzio-
ne una regola modale A|B che soddisfi certe
condizioni dette di 7-consistenza allora vale una
delle due alternative: (a) la regola e dimostrabile
nella logica modale della dimostrabilita, le variabili
che occorrono in B occorrono anche in A e lo
speed-up e polinomiale; (b) lo speed-up & super-
esponenziale.
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