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Sommario: Questo articolo é una breve introduzione alla matematica non-archimedea. Nella prima parte
passiamo m rassegna alcunt aspetti storici relativi alla critica dell’assioma di Archimede. Nella seconda parte ci
proponiamo di mostrare la maggiore adeguatezza del punto di vista non archimedeo nell’ analizzare la nozione di

continuo euclideo.

Abstract: This paper is short introduction to the non-Archimedean mathematics. In the first part we examine
some historical aspects about the criticism of Archimedes axiom. In the second part we propose the importance of
the non-Archimedean point of view in order to analyze the Euclidean continuum.

1. — Introduzione

Questo articolo vuol presentare, facendo riferi-
mento a documentazioni storiche, la consistenza cul-
turale ed epistemologica dell’approccio non archime-
deo. Inoltre, a partire dalla presentazione di un para-
dosso elementare, ci proponiamo di mostrare la mag-
giore adeguatezza del punto di vista non archimedeo
nell’analizzare la nozione di continuo euclideo. L’uti-
lizzo da noi fatto della documentazione storica e
diacronico, nel senso che toccheremo esempi e propo-
ste teoriche collocate temporalmente in epoche diver-
se. Il riferimento primario alle matematiche elemen-
tari e consono con gli obiettivi della rivista, anche se,
come sisa, “elementare” tutto vuol dire fuorche banale

Accettato: il 4 luglio 2016.

o semplice. Il nostro intento peraltro & anche quello di
prospettare possibilita di indagini future. Proprio in
questo ordine diidee pensiamo, ad esempio, che valga
la pena sia una rilettura critica del decimo libro degli
Elementi di Euclide (che tratta dell'incommensurabi-
lita, degli irrazionali), sia una maggiore attenzione
sulle ricerche di Dedekind e di Cantor, nonché una
rivisitazione dei modelli teorici che si basano in modo
essenziale sull’'uso di grandezze infinitesime.

Dunque, nella prima parte dell’articolo metteremo
in evidenza punti che riteniamo storicamente salienti
per la matematica non archimedea, mentre nella
seconda parte presenteremo una nostra proposta di
continuo euclideo utilizzabile anche e.g. nei modelli
non-standard.
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2. — Esame di alcuni aspetti storici

In questa sezione passiamo in rassegna alcuni
aspetti storici relativi alla critica dell’assioma di
Archimede.

2.1 — Le nozioni comuni e 1 postulati in Euclide

L’importanza dell’utilizzo in matematica di assio-
mi o postulati per basare ogni forma di teoria & un
paradigma assodato che si fonda nell’epistemologia
classica. Dice Proclo ([25], pp. 79-80):

“Anzitutto, dunque, come ho detto, bisognava distin-
guere i principi e le conseguenze dei principi, ¢io che
appunto fa Euclide, per cosi dire, in ciascun libro, fa-
cendo precedere a tutta la trattazione i prineipi co-
muni a questa scienza.

Poi divide gli stessi principi comuni in ipotesi, po-
stulati e assiomi; perche tutte queste cose differiscono
tra loro, ne sono la stessa cosa 'assioma, il postulato e
le ipotesi come spiega in un luogo il geniale Aristotele”.

Come pure, nella matematica classica, le nozioni
primitive di punto e di segmento vengono chiara-
mente enunciate e “definite” . Cosi Euclide (vissuto
intorno al 300 a.C.) propone nelle Definizioni (o
Termini) del primo libro: punto e cio che non ha
parti, linea é lunghezza senza larghezza, estremi di
una linea sono punti, linea retta (segmento rettili-
neo) & quella che giace ugualmente rispetto ai suoi
punti, ecc. Altrettanto importante e la determina-
zione, anch’essa ben consolidata in ambito classico,
della struttura algebrica e relazionale tra “grandez-
ze”. Cosi Euclide stabilisce le ben note nozioni
comuni (*) nel I libro degli Elementi:

1. Gliuguali allo stesso, sono anche uguali tra loro

2. E qualora a uguali siano sommati uguali, i
totali sono uguali

3. E qualora da uguali siano sottratti uguali, i
resti sono uguali

4. Eisovrapponentesitralorosonougualitraloro

5. E il totale [¢] maggiore della parte.

(M Sinoti che in Aristotele, Metafisica B, 1 (Dralettica), le
nozioni comuni sono intese come oggetti della dialettica.
Esse sono identico e diverso, simile e dissimile, contrarieta,
anteriore e posteriore ece.

Nella seconda meta dell’Ottocento e nel primo
Novecento fiorirono studi molto significativi (tanto
per citare, Pasch, Peano, Veronese, Pieri, Hilbert,
Huntington, Tarski) che affinarono la trattazione
della geometria elementare (euclidea e non, e
proiettiva) nonche aspetti logico fondazionali ge-
nerali (ad esempio Dedekind, Frege, Cantor). In
questo contesto l'assiomatica si perfeziona note-
volmente, anche in relazione a questioni metateo-
riche (come la coerenza, 'indipendenza, la comple-
tezza, ecc.), e soprattutto, in continuita con la
tradizione classica, se ne ravvisa la necessita e
I'indispensabilita dello studio degli assiomi e po-
stulati in questioni fondazionali.

2.2 — Il postulato di Eudosso-Archimede e la que-
stione det punti di una retta

Il Postulato detto di Eudosso-Archimede (cioe,
quando grandezze possono, se moltiplicate, superar-
si reciprocamente) ha avuto storicamente un ruolo
molto significativo. Basti pensare al eruciale utilizzo
che ne viene fatto nel libro V degli Element: di
Euclide. La definizione V, 4 (degli Elementi euclidei)
stabilisce una delle condizioni affinché si possa sta-
bilire un rapporto tra grandezze (omogenee).

Essa dice:

“Si dice che hanno fra loro rapporto le grandezze le
quali possono, se moltiplicate, superarsi reciproca-
mente”.

Archimede (I11 secolo a.C.) introdurra il postula-
to in questione nell’opera Sulla sfera e sul cilindro,
che alcuni storici considerano come una sorta di
continuazione degli Elementi euclidei. Nel primo
libro dell’opera archimedea vengono introdotti cin-
que postulati, il quinto dice appunto:

“Che inoltre per linee disuguali, per superfici disu-
guali e per solidi disuguali [cioé in generale per
grandezze disuguali], il maggiore superi il minore di
una grandezza tale che addizionata a se stessa possa
superare qualunque grandezza data, tra quelle che si
possono paragonare tra loro”.

Quest’ultimo passo richiama alla mente il fatto
che si debbano considerare, come d’altronde in
Euclide, grandezze omogenee.
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Figura 1. — Angolo di contingenza.

Tuttavia gia in Euclide troviamo un importante
esempio di grandezze non-archimedee: i cosiddetti
angoli di contingenza. La III, 16 degli Element: dice:

“Se innalziamo (vedi Fig. 1) una retta perpendicolare
[al diametro] in un estremo del diametro di un cerchio,
essa cade fuori del cerchio, e tra la retta e la circon-
ferenza non si puo inserire nessuna altra retta. Inoltre
I'angolo del semicerchio € maggiore di qualunque an-
golo acuto rettilineo e I'altro &€ minore” 3.

Vediamo ora come il postulato archimedeo sia
legato al problema dei punti di una retta o meglio, a
quegli assiomi che riguardano i punti su una retta. Ci
sposteremo a considerare i contributi ottocenteschi.

Riportiamo, per comodita del lettore, i due clas-
sici postulati (quello di Dedekind e quello di Cantor)

() La dimostrazione procede disegnando dapprima un
cerchio di centro O e raggio OA. Supponiamo per assurdo che
la perpendicolare a OA in A non cada fuori del cerchio, ma
appunto all'interno come (nella Fig. 1) AC. Abbiamo quindi
un triangolo isoscele ACO che dovra avere angoli alla base
uguali, cioe £ OAC =4 0CA. Ma £ OAC dovrebbe essere
uguale a 7/2 e dunque il triangolo ACO avrebbe, in quanto
isoscele, due angoli retti e in tal senso andremo controla I, 17
degli Elementi di Euclide (che e indipendente dal quinto
postulato). In conclusione la perpendicolare in A al raggio
OA cade dunque fuori dal cerchio allo stesso modo di AB. Cio
vuol dire che questa perpendicolare non ha altro punto in
comune con la circonferenza, a parte A.

Dobbiamo ora far vedere che tra la retta AB e la circon-
ferenza non si puo inserire altra retta. Infatti se per assurdo
fosse possibile, supponiamo sia AF. Si tracci quindi su AF la
perpendicolare OM. Si determina cosi il triangolo rettangolo
OMA la cui ipotenusa € AO e OM ¢ uno dei cateti, pertanto
dovrebbe essere OM < AO e quindi OM < OG, essendo AO =
OG. Da cio lassurdo. Di conseguenza I'angolo curvilineo
C'AB (tra circonferenza e tangente) & minore di ogni angolo
acuto rettilineo, infatti se non lo fosse si potrebbe inserire una
retta AF di cui abbiamo constatato I'impossibilita.

presentati nel 1872 (%), che riguardano appunto il
continuo su una retta.

Postulato di Dedekind, secondo la formulazione
di Giuseppe Vitali (vedi [14], p. 195):

“Se un segmento di retta AB é diviso in due parti
in modo tale che:

e Ogni punto x del segmento AB appartenga ad
una delle due parti

e L’estremo A appartenga alla prima parte e B
alla seconda

e Un punto qualunque della prima parte preceda
un punto qualunque della seconda, nell’ordine
stabilito in AB

Allora esiste un punto D del segmento AB (che puo
appartenere all'una o all’altra parte), tale che ogni
punto di AB che precede D appartiene alla prima
parte, ed ogni punto di AB che consegue a D appar-
tiene alla seconda parte della divisione stabilita”.

Postulato di Cantor (sempre secondo la formu-
lazione di Vitali):
“Se due classi di segmenti di retta sono tali che:

e Nessun segmento della prima classe sia mag-
giore di qualche segmento della seconda,

e Prefissato un segmento ¢ piccolo a piacere,
esistano un segmento della prima ed uno della
seconda classe la cui differenza sia minore di o;

Allora esiste un segmento che non & minore di
alcun segmento della prima classe ne maggiore di
alcuno della seconda”.

Va rammentato che Kurt Goedel in un lavoro del
1964, “What is Cantor’s Continuum Problem?”, ini-
zia cosi:

“Il problema del continuo in Cantor & semplicemente
la questione: di quanti punti e formata una retta dello
spazio euclideo? Una questione equivalente é: quanti
sono gli insiemi di numeri interi?”

() Richard Dedekind (1831-1916) formulo il suo postula-
to o assioma nel 1872, in Stetigkeit und irrationale Zahlen
[Continuita e numeri irrazionalil) . Talora questo assioma e
detto di continuita oppure assioma di completezza e riguarda
I'insieme dei numeri reali R.

Georg Cantor (1845 — 1918) presenta il suo assioma in
Math. Ann. V, 1872.
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Figura 2. — Il segmento non archimedeo di Vitali.

Si puo dimostrare che:

— il postulato di Cantor e una conseguenza del
postulato di Dedekind,

— postulato di Cantor + postulato di Archimede
< postulato di Dedekind.

Facciamo ora vedere, tramite un semplice model-
lo geometrico presentato da Vitali nel 1923 (ibid), la
differenza tra il postulato di Cantor e quello di
Dedekind. Tracciamo due semirette parallele r4 e
rg che hanno origine rispettivamente dal punto A e
dal punto B. I punti della prima semiretta r4 siano
ordinati in modo crescente (da A all’infinito) e quelli
di g in modo decrescente (dall'infinito a B). Stabi-
liamo poi che ogni punto della prima semiretta
preceda ogni punto della seconda. In questo modo
tutti questi punti potranno costituire un segmento
AB con ordinamento che va da A a B. Si vede cosi che
in questo segmento vale il postulato di Cantor ma
non quello di Dedekind.

Gino Fano (1950)(*) osserva che partendo da
questo modello si puo a sua volta presentare un altro
modello in cui valgono i postulati dell’'ordine e della
congruenza, ma non il postulato di Eudosso-Archi-
mede. Dice Fano:

“Questo postulato si distingue dagli altri della geo-
metria elementare per il fatto di richiedere un numero
di operazioni non determinato a priori; la critica mo-
derna tende percio a considerarlo come un’afferma-
zione d’indole piu elevata e che esce dal campo stret-
tamente elementare”

e quindi:
“[...] si chiamano geometrie non archimedee quelle

nelle quali interviene un sistema di grandezze non
soddisfacenti il postulato di Eudosso-Archimede”.

(*) Vedi [16] pp. 499 e seg.

Ecco 'esempio di Fano, che a sua volta si ispira
alle idee di Giuseppe Veronese (vedi oltre).

Consideriamo una successione finita (di almeno
due rette) o infinita di rette parallele tra loro equidi-
stanti (vedi Fig. 3). Su queste rette parallele si
stabilisca un verso comune per tutte da sinistra
verso destra.

- - €
- d
e <
B
- b -
~ (=¥

A

Figura 3. — La retta non archimedea di Fano.

Ora si fissi un unico ordine cosi: a partire dalla
prima retta dal basso, i punti di ogni singola retta si
succedano da sinistra verso destra. Subito dopo
vengano i punti della seconda retta e poi subito
quelli della terza e cosi via. Relativamente a questo
insieme di punti ordinati cosi costruito, si puo dire
quando si hanno segmenti congruenti. Infatti per
traslare un segmento si traslano i suoi estremi
(anche non in un’unica retta); si ha cosi una sovrap-
posizione per traslazione. Ma questo insieme non e
archimedeo; infatti qualunque multiplo di un seg-
mento che ha i due estremi sopra una stessa retta
sara minore di un qualunque segmento che ha gli
estremi sopra due rette differenti.

2.3 — La nascita della moderna matematica non
archimedea: Paul Du Bois-Reymond

Come dicevamo nel precedente paragrafo, 1'e-
semplificazione di Fano si riferiva alle idee di Giu-
seppe Veronese, di cui parleremo opportunamente
fra poco. Ci sono altri sistemi che, talora riferendosi
anche alla impostazione di Veronese, presentano
situazioni non archimedee. In particolare i monose-
mii proposti da Tullio Levi Civita, di cui anche

108

VIERI BENCI - PAOLO FREGUGLIA



parleremo oltre. Vanno citati pero anche i numeri
transfiniti di Cantor e i numeri funzionali di Hilbert.
Non entreremo nel merito del calcolo leibniziano,
con i raffinamenti di Euler e dei Bernoulli, riman-
dando a [17]. Ci soffermeremo invece un po’ su Paul
Du Bois-Reymond, il quale sin dal 1880 si interesso,
a proposito della teoria dell'integrazione, a insiemi
densi che non possono essere adeguatamente rap-
presentati. Ovvero studio quegli insiemi sulla retta
che hanno la proprieta di essere ricoperti mediante
un numero finito di intervalli tali che la loro somma
sia piu piccola di una data quantita arbitraria. Nel
1882 Du Bois-Reymond pubblico Die allgemeine
Functionentheorie [Teoria generale delle funzioni].
Stéckel giudico quest’opera davvero molto rilevate,
anche se la sua vera importanza non fu del tutto
apprezzata al tempo in cui fu pubblicata. Fra l'altro
vengono affrontati i concetti di numero reale, di
continuo e di spazio.

I1 concetto di spazio, staticamente e immutabil-
mente concepito, non puo facilmente generare la
definizione di linea uniforme costituita da una serie
di punti comunque densi e punti privi di dimensio-
ne. E quindi non importa come una successione di
punti possa essere densa: essa non puo mai diven-
tare un intervallo che debba essere sempre riguar-
dato come somma di intervalli fra punti. Du Bois-
Reymond riteneva che una completa comprensione
del continuo andasse oltre le capacita dei matema-
tici. Cio nonostante egli sviluppo nel 1887 una teoria
degli infinitesimi in Uber die Paradoxen des Infi-
nitdr-Calciils (Sui paradossi del calcolo infinita-
110). Scrive fra l'altro che “I'infinitamente piccolo
una quantita matematica che ha le proprieta comu-
ni alle quantita finite” e nonostante dubbi e per-
plessita “le quantita infinitamente piceole hanno lo
stesso diritto di esistenza di quelle infinitamente
grandi”.

Molti ritengono che, anche se non fu considerato
un matematico di prima grandezza, tuttavia i suoi
contributi tra il 1870 e la prima parte del 1880 furono
altamente significativi.

2.4 — Le idee di Giuseppe Veronese

Giuseppe Veronese (1854-1917) pubblica nel 1891
un’opera molto impegnativa e innovativa, Fonda-

menti di Geometria (°). Veronese era succeduto nel
1881 a Bellavitis, morto nel 1880, sulla cattedra di
“Geometria analitica” dell’Universita di Padova.
Egli sosteneva la necessita dei metodi sintetici in
geometria. Cosi scriveva nel 1884 %):

“Il metodo [da me seguito] & principalmente sintetico e
intuitivo, come nelle altre mie memorie sulla geome-
tria a » dimensioni. Dico intuitivo perché per me il
punto, la retta, il piano e lo spazio a tre dimensioni in
quello a n dimensioni sono elementi di natura nota,
cioe hanno sempre lo stesso significato, quello che
posseggono nello spazio ordinario; e quindi i corpi a
pit di tre dimensioni generati con questi elementi sono
essi stessi parzialmente intuitivi, perocché vengono
rappresentati nella nostra mente non gia mediante
equazioni, ma mediante figure geometriche”.

Per Veronese non basta che una geometria abbia
il suo sistema di assiomi e debba essere coerente
ecc., ma ci deve essere una conformita con la nostra
“Intuizione spaziale”, cioé non deve essere in contra-
sto con le proprieta intuitive della nostra osserva-
zione protofisica della realta.

Da un punto di vista epistemologico e fondazio-
nale, ¢’@ un altro punto di vista essenziale per
Veronese, che fra I'altro lo porto a polemizzare con
i suoi contemporanei ed in particolare con Peano.
Cioeé Veronese considera la seguente metaipotesi:

(*) “Data una cosa A determinata, se non e stabilito
che A éil gruppo di tutte le cose possibili che vogliamo
considerare, possiamo pensarne un’altra non conte-
nuta in A (vale a dire fuori di A) e indipendente da A”.

L’istanza (*) vuol dire in particolare che se A ¢
una qualunque forma geometrica,

“[...] possiamo immaginare fuori di A un altro ele-
mento, cioé un elemento che non appartenga ad A
senza che cio contraddica alle proprieta della forma A
stessa, né conduca a contraddizioni”.

Cosicché, data una forma geometrica, ad esem-
pio la retta, che & autonomamente considerata uno
spazio ad una dimensione, costituita di punti, pos-

(®) Vedi [31].
(%) Vedi [30].
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siamo anche immaginare che esista un punto P
fuori di essa. Ovvero, come ulteriormente Veronese
spiega,

“[...] immaginiamo prima uno spazio S [ad esempio la
retta] e poi un punto P e consideriamo come con-
trassegno di confronto tra il punto P e quelli di S,
I'ordine temporale con cui li abbiamo pensati”.

Questa e ovviamente una giustificazione di na-
tura psicologica, che tuttavia puo aiutare a capire.
Allora il piano, inteso come spazio bidimensionale
S?, sard generato da una retta (spazio ad una
dimensione S') ed un punto P fuori di essa, nel
modo seguente (°):

“(Def.) La figura [...] che si ottiene dal fascio di raggi,
considerando come elemento [centro] il punto P, [che
congiunge P con i punti della retta assegnata S'], si
chiama sistema a due dimensioni o superficie piana o
piu semplicemente piano”.

Vedremo in quel che segue come questo atteg-
giamento epistemologico sovrassiede anche alla im-
postazione non archimedea proposta da Veronese.
Seguendo sempre i Fondamenti di geometria, c'e
appunto un capitoletto: “Principi fondamentali delle
forme matematiche astratte” dove troviamo:

e Ipotesi I: “Vi e una forma che serve a determi-
nare tutte le altre. Chiameremo questa forma,
forma fondamentale.[...] In altre parole la for-
ma fondamentale non puo essere determinata
da altre forme”.

Quello che Veronese chiama “forma fondamenta-
le” vuol essere la retta non archimedea. Le sue
caratteristiche sono determinate da opportuni as-
siomi che qui non riportiamo.

e Ipotesi I1: “La forma fondamentale e un siste-
ma ad una dimensione identico nella posizione
delle sue parti”.

Forse vuole solo dire che la forma fondamentale e
un insieme linearmente ordinato invariante per
traslazioni. Le ipotesi I e II in realta tengono ben

(") Vedi G. Veronese, Fondamenti di geometria [...] op.
cit., pp. 281 e seg.

presente, ovvero possono in modo nuovo rappresen-
tare sia retta euclidea che non-euclidea.

I segmenti, denotati con (XY), sono considerati
come segmenti orientati. Veronese passa poi alle
nozioni di multiplo e sottomultiplo. Nella forma
fondamentale la somma consecutiva per » volte di
uno stesso segmento (AB) conduce ad un segmen-
to (AD) che si chiama “segmento multiplo del
segmento dato (AB) secondo il numero n” e “dire-
mo che (AD) contiene » volte il segmento (AB)”. A
sua volta il segmento (AB) si chiama sottomultiplo
di (AD) secondo il numero n. Rispettivamente
scriveremo:

(AD) = n(AB)(caso del multiplo)
(AB) = 1/n(AD) (caso del sottomultiplo)

Definizione 1: “A cominciare da un elemento A
nella forma fondamentale in un dato verso, si consi-
deri una successione illimitata [...] di segmenti con-
secutivi eguali ad un segmento dato (AB). [...] Questa
successione si chiama scala, della quale (AB) si
chiama unita di misura o unita, e 'elemento A
origine."

“[...] L’origine rappresenta il numero zero”.

Definizione 2: “Per campo della scala intendia-
mo il segmento illimitato della forma fondamentale
determinata da tutti i segmenti consecutivi della
scala nel verso di essa”.

Il campo di una scala e assimilabile all'insieme dei
segmenti che sono confrontabili tra di loro; due
segmenti (AB) e (CD) sono confrontabili tra loro se
esiste un n tale che

(CD) <n(AB) o (AB) <n(CD).

Utilizzando il linguaggio moderno possiamo
esprimere queste nozioni dicendo che i segmenti
orientati sulla retta e aventi un estremo in O
formano uno spazio vettoriale V su Q, arricchito
dalla nozione di scala, nel senso che elementi aventi
scala diversa sono tra di loro linearmente indipen-
denti.

Veronese vuol arrivare a descrivere completa-
mente, passo dopo passo, cioe ipotesi dopo ipotesi, la
ricchezza dal punto di vista strutturale della nozione
di forma fondamentale a partire da V.
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Nel Cap.VI Veronese affronta 'importante clas-
sificazione dei segmenti in segmenti finiti, infiniti e
mfinitesimi (attuali), introducendo la seguente ipo-
tesi (essendo sempre (AB) l'unita della scala):

Ipotesi I11: “In un verso della forma fondamen-
tale esiste almeno un elemento fuori del campo
della scala rispetto ad ogni segmento limitato come
unita”.

Inoltre: se Vn : n(AB) < (AX), ovvero (AB) <
(AX), potremmo dire che (AB) & un segmento di
ordine minore di (AX) (ovvero (AX) e infinito rispet-
to ad (AB)). Diremo altresi che (AB) ed (AX) condi-
vidono lo stesso ordine se (AB) non é di ordine
maggiore né minore di (AX). E facile dimostrare
che la condivisione dello stesso ordine & una relazione
di equivalenza.

In altre parole indipendentemente dalla scelta
della scala e quindi della sua unita, esiste almeno
un elemento fuori da essa. Cio vuol dire che la
forma fondamentale si dovrebbe estendere al di la
di ogni campo di scala esistente in essa. L’ele-
mento dato fuori, verra denotato con co 0 A. Si
ottiene subito che un segmento con un estremo
nel campo di scala (AA4;), e l'altro estremo al di
fuori di esso, cioe coincidente con A, sara mag-
giore di ogni altro segmento con ambedue gli
estremi nel campo di scala (AA;). Pertanto non
ci puo essere un n tale che n(44;) > (AA) con A
e A; nel campo di scala (AA4;).

Questa ipotesi III fornisce alla forma fonda-
mentale 'attributo di non-archimedea. Non solo,
ma ogni segmento che genera il campo di scala
(AA;) sara minore di qualunque segmento (AA..).
A questo punto si possono definire segmenti
finiti quelli con ambedue gli estremi nel campo
di scala (AA;), mentre diremo segmenti infiniti
attuali o infiniti rispetto ad (AA;), quelli di tipo
(AA..). Il modello di Fano, presentato preceden-
temente [16], puo aiutare a comprendere queste
nozioni.

Nei confronti di (AA.), l'unita (AB) o un seg-
mento qualunque “finito” viene detto infinitesimo
attuale o infinitesimo. Cosl, se un multiplo qualsiasi
di una grandezza a non supera la grandezza b, si dira
che b e un wnfinito attuale rispetto ad a e a un
mfinitesimo attuale rispetto a b. Questa geometria

comprende dunque la trattazione di infiniti e infini-
tesimi attuali.

2.5 — I monosemii di Tullio Levi Civita

Tra le strutture non archimedee forse quella che
oggi sembra avere la maggiore rilevanza e quella di
campo. Il primo che ha introdotto in modo sistema-
tico un campo non archimedeo e stato Tullio Levi
Civita.

Prima di procedere, ricordiamo alcune nozioni
basilari. Ovviamente un campo non archimedeo & un
campo linearmente ordinato i cui “numeri” positivi
(ovvero gli elemento di I maggiori di 0) non soddi-
sfano il principio di Archimede. Non é difficile
dimostrare il seguente fatto:

PropPoSIZIONE 1. — Sta B un campo ordinato;
allora Q C F; inoltre se R C I, IF ¢ non-archimedeo.

Diremo che un numero ¢ & infinitesimo se per
ogni numero razionale positivo g accade che:

—q<e<q.

Se R C F, sivede subito che 'unico numero reale
infinitesimo & lo zero. Intorno ad un numero reale »
¢’@ una porzione di [ costituita da numeri infinita-
mente vicini a 7. Diremo che il numero a e nfinita-
mente vicino al numero b se la differenza a — b e
infinitesima.

In sintesi, diremo:

— infinitesimi, i numeri infinitamente vicini allo

zero,

— finiti, 1 numeri infinitamente vicini ad ogni

numero reale,

— infiniti, i reciproci degli infinitesimi.

Tullio Levi-Civita ebbe ad interessarsi agli infiniti
e infinitesimi attuali, riferendosi direttamente al
lavoro del 1891 di Veronese. Lo fa in una memoria
alquanto estesa (di cirea cinquanta pagine) comparsa
negli Attt dell’Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed
Arti del 1893. Levi-Civita si riferisce al fatto che su
infiniti e infinitesimi attuali si erano sviluppati risul-
tati ("in germe” dal punto di vista teorico) da un lato
con Cavalieri (e Torricelli e Roberval sulla nozione di
“indivisibili”) e per gli infiniti con i paradossi di
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Galilei, e dall’altro con Leibniz (infinitesimi). Espli-
citamente poi si rifa appunto a Veronese, dicendo:

“Il chiar.mo Prof. Veronese, nella sua opera magi-
strale[...] (1891) come seppe abbattere gli ostacoli, che
pregiudizi inveterati opponevano allo svolgimento
dell'ipergeometria, quale scienza pura [...] cosi ap-
porto a tale riguardo vedute nuove e feconde. Tra
queste, per lo scopo nostro, ci limiteremo ad accennare
la possibilita astratta di segmenti infiniti ed infinite-
simi limitati e la conseguente ammissibilita di nuovi
segmenti, pur essi infiniti od infinitesimi, che, di fronte
ai primi, si comportino come quelli di fronte ai finiti
(infiniti ed infinitesimi di vari ordini)”.

Ma mentre Veronese propone un’analisi ed un
punto di vista, come abbiamo visto, puramente geo-
metrico sintetico, Levi-Civita vuol proporre “lo stes-
so soggetto da un punto di vista assolutamente
analitico”, introducendo la nozione basilare di mono-
semio. Nell'incipit del primo paragrafo (Monosemii e
numert generali di 2 specie, ellittici ed iperbolict)
troviamo un approccio epistemologico di chiara ispi-
razione veronesiana (%), cosi scrive Levi-Civita:

“Fissato, nel campo dei numeri reali, un numero
qualunque a, noi possiamo pensare insieme con a, o se
si vuole successivamente ad a, un altro numero reale v
e riguardare il risultato di questa operazione intel-
lettuale diverso da quello, che si sarebbe ottenuto,
pensando prima I'a e poi, fatta astrazione da esso, il v.”

Ecco allora che un monosemio é dato dalla scrit-

tura:
a,

dove a si chiama caratteristica e v tndice.

“Tali nuovi enti saranno chiamati numeri monosemii
del continuo numerico di seconda specie. Tra essi [...]
sono compresi gli ordinari numeri reali, cui spetta
I'indice 0”.

(®) Bastivederele metaipotesi che giustificano il fatto che
si puo pensare dapprima una cosa, ad esempio una retta, e
poi si puo pensare ad un’altra cosa che non e inclusa nella
precedente e da essa indipendente, come un punto fuori dalla
retta pensata. In questo caso la posizione di Levi-Civia &
conforme a quella di Veronese, ma con qualche differenza.
Vedi [22].

Dunque avremo:
a, € Rsev=0

come pure:
0,=0,=0conv#u.

Usando un punto di vista ed un linguaggio mo-
derni, possiamo assumere l’esistenza di un numero
infinito w. Allora, il monosemio a, puo essere rap-
presentato da aw'.

Dunque avremo che:

(1)  sev = uallora a, 2b, laddove a < b
se v s p allora se a,b >0 = a,sb,

sea<0<b=a,<b,.

Quindi in ogni caso si potra stabilire se un mono-
semio € maggiore, uguale o minore di un altro. In
nota a p. 3 del suo lavoro Levi-Civita dice:

Possiamo riconoscere fin d’ora nei monosemii i con-
trassegni degli infiniti e degli infinitesimi. Infatti per
le definizioni adottate, i monosemi d’indice v > 0 sono,
in valore assoluto, maggiori di tutti i numeri finiti or-
dinari (monosemii d’indice 0 [cioé numeri reali]), e i
monosemii d’indice minore di 0, pur non essendo nulli,
sono minori d’ogni numero finito”.

Levi-Civita passa a definire i “numeri” rappre-
sentabili come somme finite di momosemii:

n
1 2
(2) doal) =dll) +a + ... +all)
r=1

Le regole di somma e prodotto con questi numeri
possono essere facilmente dedotte rappresentandoli
come somme di potenze ad esponente reale

" )

,
E a"a’"
r=1

ed utilizzando la regola
aw’ - ba' = abw" ™.

Il passaggio successivo consiste nel definire som-
ma e prodotto per somme con infiniti termini (oggi si
direbbe per serie formali).

A questo scopo considera l'insiemi di numeri reali
r={H02 0 5m 1 soddisfacenti la seguente
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proprieta: dato un qualunque numero reale A allora
I'insieme:

(3) I'y= {v(” AL >A}

e finito.

L’insieme I" puo contenere un numero finito o
infinito di elementi. In ogni caso, in virtu della (3) &
possibile definire somma e prodotto di “serie forma-
1i” del tipo

oo
>_ap
r=1
ove gli afﬁ sono gli elementi di /" numerati in ordine
decrescente; con notazione moderna, la serie prece-

dente sarebbe scritta come serie di potenze formale
nel seguente modo:

- (r)
E a" e’

r=1

I “numeri” cosi ottenuti vengono chiamati da
Levi-Civita numeri generali di tipo ellittico. La
parola generali si riferisce al fatto che essi formano
un continuo non archimedeo, mentre l'aggettivo
ellittico si riferisce al fatto che I" soddisfa la (3). In
realta, & possibile definire somma e prodotto anche
per serie formali relative ad insiemi di indici G tali
che, VA € R, linsieme G4 = {y" : " < A} & finito.
I numeri definiti in questo modo vengono chiamati
numeri generali di tipo iperbolico (°).

(?) Cerchiamo di chiarire questo punto con un esempio e,
usando una notazione pili moderna, consideriamo i numeri
definiti dalle seguenti serie:

a:= Zakwk e b:= thwh
keG heH

ove G ed H sono insiemi di indici contenuti in 7. Il prodotto
ab formalmente & dato da

ab = E cp"

neL
ove
(4) Cn = Z (lkbh
k+h=n
keG,heH
ed

L={ne”Z|c,+#0}

Una condizione sufficiente affinche ¢,, sia ben definito e
che la somma (4) sia finita, e questo capita se gli insiemi G ed

Vengono quindi esaminate le proprieta degli
numert ellittici e poi quelle degli numeri iperbolici
e si riesce a dimostrare che essi formano un campo
reale chiuso. In particolare i numeri ellittici, sce-
gliendo opportunamente 'insieme degli indici, for-
mano anche un campo completo secondo la defini-
zione di Cantor (vedi paragrafo 2.2). Oggi per campo
di Levi-Civita si intende il campo dei numeri gene-
rali di tipo ellittico con indici v reali o razionali.

2.6 — Robinson e Uanalisi non-standard

L’analisi non standard e una rifondazione dell’a-
nalisi matematica che si basa su un classe di campi
non-archimedei detti camp? iperreali. I1 suo scopo e
quello di recuperare l'impostazione originale del
calcolo di Leibniz basata sul concetto di infinitesimo,
inglobandolo calcolativamente. Fu introdotta nei
primi anni ’60 da Abraham Robinson [26], che in
seguito pubblico il fondamentale Nomn-standard
Analysis (1966) [27]. 11 lavoro di Robinson si basa
sull’esistenza di modelli non-standard dell’aritmeti-
ca proposti gia nel 1934 da Thoralf Skolem.

Un modello non standard M* di una struttura M e
un modello che soddisfa tutte le proprieta di M
esprimibili con un linguaggio £ del primo ordine
(Transfer principle o Principio di Leibniz). Un
campo che soddisfa il principio di transfer per i
numeri reali si chiama campo iperreale ed & deno-
tato da R™; esso estende propriamente R e dunque
non e archimedeo.

Una notevole semplificazione dell’approccio ori-
ginale di Robinson é stata fatta da Elias Zakon il
quale ha sviluppato la teoria usando un approccio
basato puramente sulla teoria degli insiemi. Zakon
ha rimpiazzato la nozione di modello con la nozione di
sovrastruttura V(S) su un insieme S. In particolare,
il principio di transfer, usando la mappa

x: V(R) — V(R"),

H sono ambedue limitati superiormente (numeri ellittici) o
sono ambedue limitati inferiormente (numeri iperbolici). Se
gli insiemi G ed H sono ambedue limitati superiormente
(risp. inferiormente) allora anche L é limitato superiormen-
te (risp. inferiormente) e dunque il prodotto di due numeri
ellittici (risp. iperbolici) & ben definito ed € un numero
ellittico (risp. iperbolico).
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viene formulato come segue

P(ay,...,a,) <= P(aj,...,a,)

ove P e una proposizione formulata in un opportuno
linguaggio del primo ordine £ e ay,...,a, € V(R)
sono costanti.

Cio significa che i numeri iperreali (e gli altri
elementi “interni" (*°) di V(R*)) godono di tutte le
proprieta dei reali esprimibili mediante £. Dunque, i
numeri iperreali costituiscono una classe di campi
non archimedei che soddisfano il principio di tran-
sfer in base al quale si puo operare con gli infinite-
simi come con i numeri reali.

Il lettore interessato puo trovare i dettagli di
questa costruzione nell'ottimo libro di Keisler
(1978 e 1982)[19].

Per concludere ricordiamo le seguenti parole di
Robinson (*):

“Vediamo ora come in questo contesto sia possibile
sviluppare un calcolo nel quale intervengono gran-
dezze infinitesime (infinitamente piccole) e infinite
(infinitamente grandi). Questo ci permettera di ri-
formulare molti risultati familiari della teoria clas-
sica delle funzioni in un linguaggio di infinitesimi
come gia venne vagamente prospettato da Leibniz.
I1 nostro metodo ci fornisce un’estensione propria
dell’Analisi classica, sicché le proprieta standard di
funzioni specifiche nel campo dei numeri reali (ad
esempio la funzione esponenziale, le funzioni di
Bessel ece.) restano valide nell’analisi non-standard.
Ma oltre a questo siamo ora in grado di arriechire il
nostro vocabolario con I'impiego di nuovi concetti
[...] che non trovano controparte nell’Analisi clas-
sica”.

2.7 — Conway e © numert surrealt

I numeri surreali costituiscono un campo non
archimedeo che contiene in modo naturale i numeri
ordinali. La definizione e la costruzione dei surreali
sono dovute a John Horton Conway ([ 7], 1972),il quale
li chiamo semplicemene numeri e li denoto col simbolo

(1% Un elemento di a@ € V(R") si dice interno se esiste
A € V(R) tale che a € A*.
(") Vedi [28] p. 291.

No (che & una classe propria (*?)). Il nome numero
surreale fu introdotto da Donald Knuth nel 1974 [21].
Anche a Conway piacque questo nome ed in seguito lo
adotto. Conway ha descritto i numeri surreali e li ha
usati per analizzare i giochi nel suo celebre libro [8].
Qui daremo una rapida idea della loro costruzione
mediante laloro “espansione in segni” (peridettagli di
questa costruzione rimandiamo a [18]). Secondo que-
sta costruzione/definizione, un numero surreale con-
siste e si intende come una fila di “+” e di “—”". Per
esempo, (+), (+ +), (+++ —+), (——), (—+) sono
esempi di numeri surreali. In primo luogo esaminiamo
laloro struttura d’ordine. Per confrontare due numeri
surreali, li trasformiamo in due file della stessa lun-
ghezza aggiungendo al piu corto tanti zeri 0 quanti
SONo necessari, e successivamente li ordiniamo secon-
do T'ordine lessicografico, ordinando i singoli simboli
nel seguente modo: — < 0 < +. Per esempio,inumeri
definiti sopra vanno ordinati nel seguente modo:

(—)<(=H)<H) <HH) <(+++—+)

Naturalmente tra le file di numeri esistono anche
la fila nulla, J, e soprattutto le file infinite. Per
esempio una fila infinita puo essere rappresentata
nel seguente modo:

(++++++ ..
+—=+)

Figura 4. — Albero dei numeri surreali nati nei primi 4 giorni.

Questo numero consiste di una fila di w “+” seguita
da“+ — +)” ovvero di w + 3 simboli. Dato un numero
surreale x, la lunghezza della fila che lo rappresenta

(*?) Nella teoria di Von Neumann-Bernays-Gadel, le classi
sono gli oggetti fondamentali e gli insiemi vengono definiti
come quelle classi che sono elementi di qualche altra classe.
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€ un numero ordinale che viene chiamato “data di
nascita di x” (in inglese birthday) ed e denotato dal
simbolo f(x)

Dunque, da un punto di vista tecnico, un nu-
mero surreale x € una funzione definita su un
insieme ben ordinato di “lunghezza” f(x) ed a
valori in {+, —}.

Questi sono i numeri surreali. Ma come si rap-
portano alle altre classi note di numeri?

“@” puo certamente essere identificato con 0,
“(+)” eon 1; “(++)” con 2 ed una fila di n volte “+
puo essere identificata col numero » stesso. Dunque
i numeri naturali possono essere identificati con un
sottoinsieme di No. D’altro canto una fila di » volte

” rappresentera il numero —» e dunque tutti i
numeri interi sono un sottoinsieme di No.

Dato un numero ordinale infinito «, cosa rappre-
sentera una fila di o volte “+"? Ovviamente il numero
o. Quindi possiamo dire che i numeri surreali con-
tengono tutti gli ordinali e anche gli ordinali nega-
tivi (per esempio una fila omogenea di “—”).

Fino a questo momento abbiamo analizzato le file
omogenee di “+” 0 “—”. Cerchiamo adesso di capire
quali numeri rappresentano le file non omogenee.
Per esempio, il numero “+ —” deve essere un nume-
ro maggiore di 0, ma minore di 1. L’intuizione ci
suggerisce che questo numero debba essere “1” ed
infatti e la risposta giusta; pit in generale, una
successione di segni del tipo

(+++—-+)

Figura 5. — Albero dei numeri surreali.

e identificata col numero

1 1 11

Il lettore puo facilmente intuire la regola gene-
rale e dimostrare che una successione finita di segni
definisce un numero che ha una espansione binaria
finita. Gli altri numeri reali sono definiti da una
espansione in segni lunga w. Ma non tutte le succes-
sioni lunghe @ definiscono un numero reale. Per
esempio, il numero

in quanto, esso & maggiore di 0, ma essendo minore
di qualunque numero reale € un infinitesimo e una
piu approfondita analisi mostra che ¢ = 1/w.

Per rendere rigorose queste affermazioni & ne-
cessario molto lavoro tecnico che esula dallo spirito
di questo breve articolo. Ma & importante dire che
tutto si basa su una proprieta fondamentale dei
numeri surreali:

TEOREMA 2 (Conway’s Simplicity Theorem). —
Siano A e B due sottoinsiemi di No tali che

VaocA e YboeB, a<b,
allora la classe
I'A,B) .={x |VaecA, Vbe B, a<ux<b}
non e vuota e contiene un numero c tale che

Ve € I'(A,B)\{c}, plc) < p(x)

La “data di nascita” di un numero surreale puo
essere vista come una misura della sua semplicita.
Dunque il teorema precedente puo essere riformu-
lato cosi “La classe I'(A, B) contiene un numero di
massima semplicita” da cui deriva il nome del
teorema.

Questo teorema permette di definire induttiva-
mente le operazioni di campo e costruirvi sopra una
teoria assai elegante.
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3. — | numeri euclidei: una introduzione

In questa sezione, partendo dal paradosso della
bisezione, introdurremo un campo non archimedeo
che, a nostro avviso, rappresenta il continuo euclideo
in modo piu adeguato di quello che scaturisce dal-
I'assioma di Dedekind. Questo campo é stato definito
in [3], ove sono esposte e dimostrate le principali
proprieta.

3.1 — Paradosso della bisezione del segmento

La Proposizione I, 1 degli Element: di Euclide
dice che dato un segmento AB, si puo sempre
costruire su di esso un triangolo equilatero (si ap-
plica il I e il III postulato).

Basandosi sulla precedente proposizione, si puo
risolvere il problema enunciato nella Proposizione I,
10 euclidea che dice “Dividere a meta un segmento
dato" (*3). Sia allora D il punto di mezzo (graficamente,
geometricamente costruito) del segmento AB. Asse-
rendo, in base al postulato di Dedekind, che il punto D
appartenga solo a una delle due parti, una di esse
contiene insiemisticamente un punto in piu dell’altra.
Si potrebbe alternativamente asserire che il punto D
non appartiene né alla prima né alla seconda parte
ovvero che non appartiene a nessuna delle due classi
di punti che esso separa (vedi in analogia circonferen-
za e poligoni regolari inseritti e circoscritti).

In questo modo la contraddizione verrebbe risol-
ta, modificando pero in qualche modo il postulato di
Dedekind. Ma che punti sono quelli come D? Sem-
brano essere punti “particolari”. Vediamo come ri-
solvere questo paradosso. Cominciamo con introdur-
re la seguente:

DEFINIZIONE 3. — Chiameremo atomo di un
segmento AB un punto P € AB. Chiameremo spa-

(*®) Sia AB, vedi Fig. 7, il segmento assegnato, in base
alla precedente Prop. I,1 si costruisca sopra di esso un
triangolo equilatero ABE. L’angolo £ AEB sara diviso a
meta dalla retta ED (grazie alla Prop. I, 9, relativa alla
costruzione della bisettrice di un angolo assegnato). Diciamo
allora che il punto D divide a meta il segmento AB. Infatti
poiché AE = BE per costruzione e (per la Prop. I, 9) abbiamo
che £ EAD = £ EBD. Segue che i due triangoli CAD e CBD
sono congruenti, per cui AD e congruente a DB.

D

Figura 6. — Costruzione euclidea di un triangolo isoscele.

zio vuoto di AB un punto D tale che AD C AB, ma
D¢ AB.

Dunque un segmento puo essere descritto come un
insieme di atomi, ma i suoi estremi sono spazi vuo-
ti **). In base all’assioma di divisibilita, il punto D di
bisezione (come i punti di trisezione ecc.) non appar-
tiene ad AB. Pertanto, in questa impostazione, stabi-
lita una opportuna assiomatica, un segmento e forma-
to da infiniti atomi separati da infiniti spazi vuoti.

&
I

A B
Figura 7. — Bisezione del segmento.
Prima di studiare dove ci puo portare questa

nuovo punto di vista, dovremmo ripercorrere le
tappe che hanno portato ai numeri reali come stru-

(**) Come sar chiaro nel seguito, i punti corrispondenti a
numeri reali sono tutti spazi vuoti.
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mento per la misura delle grandezze. Tra le conse-
guenze di questa impostazione si ha la necessita di
introdurre la nozione fondamentale di distanza.
Possiamo derivare questa nozione da quella di tra-
slazione (sulla retta) che formalizza I'idea di movi-
mento rigido della retta in se stessa. Ogni traslazio-
ne e caratterizzata da due punti X ed Y. Denoteremo
con gxy la traslazione che trasporta il punto X nel
punto Y. Cio detto, possiamo dare la seguente
definizione:

DEFINIZIONE 4. — : Due coppie di punti P,Q) e A,B
sono tra loro equidistantt se gpg = gap.

In particolare seipunti A e B sono estremi di un
segmento allora la distanza tra A e B coincide con
la lunghezza del segmento. Ma esistono distanze
che non si possono identificare con la lunghezza di
alcun segmento come per esempio la distanza di un
atomo dall’estremo del segmento che lo contiene.
Pertanto, mentre le lunghezze formano un conti-
nuo alla Dedekind, non possiamo dire altrettanto
delle distanze. Ogni lunghezza determina una di-
stanza, ma non viceversa. Pertanto, se dotiamo
anche le distanze ordinate, come gia la lunghezze
(orientate), di un’opportuna struttura naturale di
campo ordinato, allora questo campo non puo esse-
re archimedeo.

3.2 — Alla ricerca del continuo euclideo

A questo punto si pone la questione seguente:
poiche esistono infiniti campi ordinati contenenti
R, quali caratteristiche deve avere un tale campo
per soddisfare le proprieta del continuo euclideo
richieste sia dall’intuizione che dalle esigenze
dello sviluppo della matematica? Se X € un insie-
me linearmente ordinato, quando possiamo dire
che gli elementi di X formano un continuo? E
possibile dare una definizione di continuo che da
una parte eviti il “paradosso della bisezione” e
dall’altra risulti piu soddisfacente del continuo di
Dedekind?

Cerchiamo di rispondere a queste domande. Nel-
la nostra intuizione ingenua, si pensa ad un continuo
come ad un insieme linearmente ordinato senza
interruzioni, ovvero senza fori tra una parte e 'altra.
Rendiamo questa definizione rigorosa. Contraria-

mente alla nostra intuizione, un insieme X che
soddisfa la seguente proprieta

(5) Va,be X, (a<b),Ice X, a<c<b

non puo essere considerato un continuo: questa
nozione, soddisfatta ad esempio dall'insieme dei
numeri razionali, non € un buon candidato per un
continuo in quanto I'insieme dei razionali & pieno di
fori rappresentati dai numeri irrazionali.

Comunque, da questo punto di vista anche il
continuo di Dedekind non e (completamente) sod-
disfacente; infatti, seguendo la teoria sviluppata
fino ad ora, abbiamo visto che le lunghezze formano
un continuo alla Dedekind, ma ci sono distanze che
non sono lunghezze. Cosi in un certo senso anche il
continuo di Dedekind contiene fori rappresentati
da tali distanze (ovvero dai punti in un segmento
AB che contengono atomi). Inoltre, anche al di 1a
dell’esempio delle distanze, esistono molte gran-
dezze che non sono archimedee (gli angoli di con-
gruenza, i germi di funzioni, la probabilita nei
modelli in [14, 24, 5, 6], ecc.). Una buona teoria del
continuo dovrebbe essere in grado di includere
anche questi casi.

Pertanto siamo tentati di dare la seguente defi-
nizione che generalizza (5):

e un insieme linearmente ordinato X € un conti-
nuo se, dati due sottoinsiemi A e B tali che

Ya € A,Yb € B, a < Db,

esiste ¢ € X tale che
(6) a<c<b.

Chiaramente questa definizione e incoerente in
una teoria degli insiemi pura. Infatti, nessun insieme
puo soddisfarla: per esempio, si consideri una sezio-
ne di Dedekind (A,B) di X; un punto ¢ € X che
soddisfa (6) non puo esistere in quanto la disugua-
glianza e stretta.

Una soluzione potrebbe essere quella di ricor-
rere alla teoria delle classi e imporre che il con-
tinuo euclideo, al pari dell’insieme dei numeri
surreali, sia una classe. Ma questa soluzione ri-
sulta insoddisfacente perche vorremmo che la
retta euclidea fosse un insieme (di punti). Inoltre
da un punto di vista tecnico risulta molto scomodo
lavorare con le classi.
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Possiamo risolvere questo problema arricchendo
la teoria degli insiemi ZFC (*®) con lassioma di
inaccessibilita che descriveremo nel seguito.

DEFINIZIONE 5. — Un insieme E st dice ordina-
rio se soddisfa una delle seguenti richieste:

o E ¢ numerabile;

E = P(F) ove F ¢ un insieme ordinario;

E=F;ovegli F;, 1€1, eI sono insiemi
el

ordinary

E C F ove F ¢ un insieme ordinario.

Come il lettore puo facilmente intuire, gli insie-
mi usualmente utilizzati in matematica sono ordi-
nari. Se un insieme non e ordinario si dice inacces-
sibile. Il nome deriva dal fatto che un tale insieme
non puo essere “raggiunto” mediante le usuali
operazioni insiemistiche in ZFC partendo da insie-
mi numerabili.

L’esistenza di insiemi inaccessibili non puo es-
sere provata ne confutata all'interno di ZFC. Dun-
que e un assioma indipendente che si rivela indi-
spensabile nella nostra costruzione del continuo
Euclideo:

e Assioma di inaccessibilita - Esistono insiemi
inaccessibili.

L’assioma di inaccessibilita e il pit semplice
esempio di “assioma forte dell’infinito” e, nelle
moderne assiomatiche della teoria degli insiemi,
viene comunemente aggiunto a ZFC.

Un numero cardinale inaccessibile ¢ la cardi-
nalita di un insieme inaccessibile. Denoteremo con 2
piu piccolo numero cardinale inaccessibile.

Adesso possiamo dare la definizione di continuo
euclideo (*%).

DEFINIZIONE 6. — Un insieme linearmente or-
dinato X st dice Q-saturato se soddisfa le se-

(*%) Si indica con la sigla ZFC la teoria assiomatica degli
insiemi di Zermelo-Fraenkel con laggiunta dell’assioma
della scelta.

(*%) Nella letteratura della teoria degli insiemi il tipo
d’ordine del continuo euclideo & denotato con 7,,.

guenti richieste:

e per ogni coppia (A, B) di sottoinsiemi ordina-
7t di X tali che

Ya €A, Vb B, a<b,

esiste ¢ € X tale che
VaecA, Vbe B, a<c<b.

o la cardinalita di X e Q.

Chiameremo “continuo euclideo” un insieme
ordinato Q2-saturato. Infatti la nozione di insieme
Q-saturato si adatta assai bene alla nostra intuizione
diretta euclidea: tra due insiemi (ordinari) di punti si
trova sempre qualche altro punto. Per arrivare alla
fine (ovvero non trovare piu nulla) bisogna scavare
moltissimo: ovvero un numero inaccessibile di volte.
Dunque la retta stessa & un insieme che contiene un
numero grandissimo (inaccessibile) di punti. Questa
intuizione viene rafforzata e legittimata dal seguen-
te risultato.

TEOREMA 7. — Esiste un unico campo reale
chiuso che ha il tipo d’ordine del continuo euclideo.

Tale campo sara chiamato campo dei numeri
euclidei e sara denotato con FE.

Prova. L’esistenzadiun tale campo puo essere
provata facilmente usando il lemma di Zorn.
L’unicita e molto piu delicata; per una dimostrazione
rimandiamo a [9] pag. 348. O

Ricordiamo che un campo ordinato [ si dice reale
chiuso se lasua complessificazione I + il (i = v/—1)
€ un campo algebricamente chiuso. La richiesta che
& sia reale chiuso e naturale non solo dal punto di
vista algebrico, ma anche dal punto di vista geome-
trico. Tale richiesta infatti implica che le operazioni
con riga e compasso siano legittime non solo con le
lunghezze (i numeri reali che formano un campo
reale chiuso), ma anche con le distanze. In realta
affinche un campo sia reale chiuso si richiede molto
di piu, ovvero si richiede che un polinomio a coeffi-
cienti in I di grado dispari abbia almeno uno zero:
richiesta piu che legittima da un punto di vista geo-
metrico.
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3.3 — Il campo dei numeri euclider

Nel paragrafo precedente, abbiamo introdotto il
campo Y, sostenendo che e un buon candidato per
rappresentare la retta euclidea. In questa paragrafo
esporremo alcune delle sue proprieta che rafforzano
ulteriormente questo punto di vista.

E abbastanza naturale che una distanza mfinita
si possa ottenere addizionando infinite volte un
segmento di una lunghezza fissa; parimenti si puo
pensare di ottenere una distanza infinitesima dimez-
zando infinite volte un dato segmento.

In realta, i numeri euclidei possono essere defi-
niti come somme transfinite di numeri reali che
vengono indicizzati con un numero ordinale (vedi
[3]), ovvero un numero euclideo ¢ puo essere rap-
presentato nel seguente modo:

= Zak
=0

ove gli a;, k < o, sono numeri reali; gli indici & sono
tuttiinumeri ordinali strettamente minoridized e
un numero ordinale di cardinalita strettamente mi-
nore del primo inaccessibile £.

Se o € un ordinale infinito, allora addizionando «
volte 1 si ottiene una lunghezza infinita che possiamo
identificare con lo stesso numero ordinale o proprio
come nella semiretta reale positiva si possono iden-
tificare 1 multipli di un segmento unitario con i
numeri naturali. Dunque ricordando il modello di
Fano, possiamo rappresentare alcuni numeri eucli-
dei mediante la figura 8.

Come si vede sulla retta di Fano si possono
rappresentare tutti gli ordinali, ma anche numeri
interi che non sono ordinali quali ad esempio
w—1,3w—>5, —w, ecc. Pero la retta di Fano de-

-2Ww =L+

Figura 8. — Una rappresentazione dei numeri euclidei.

scrive assai impropriamente i numeri euclidei in
quanto non vengono rappresentate le rette che
contengono punti quali w/2, \/w, ecc. che ovviamen-
te sono comprese (insieme ad infinite altre) tra la
retta contenente lo 0 e quella contenente w.

Vediamo adesso come puo essere rappresentato
un numero infinitesimo: il numero

e infinitesimo. Le somme transfinite di numeri
euclidei sono governate da regole che permettono
di eseguire alcuni calcoli come con i numeri reali. Per
esempio il numero ¢ puo essere scritto nel seguente
modo

In realta questo tipo di calcoli puo essere fatto
perché i numeri euclidei formano un campo iper-
reale, anzi essi sono isomorfi all'unico campo iper-
reale saturato (") di cardinalita Q (vedi Keisler [19],
pag. 195).

Comunque, anche se i numeri euclidei, in quanto
campo iperreale, possono essere identificati col cam-
po di Keisler, essi si distinguono da quest’ultimo
perche hanno una struttura in pit che permette di
addizionare un qualunque numero transfinito di
numeri euclidei. Questa struttura, che e alla base
della loro definizione, arricchisce notevolmente que-
sto campo: per esempio, come abbiamo visto, per-
mette di identificare i numeri ordinali accessibili con
un loro sottoinsieme.

4. — Conclusioni

L’approccio al continuo non-archimedeo sem-
bra fornire un vero arricchimento teorico anche,
ovviamente, in questioni di matematica elementa-
re. Non e un caso che lo stesso Enriques ne parli

(') La definizione di saturazione va al di 13 dello scopo di
questo articolo divulgativo. Il lettore interessato puo tro-
vare una chiara esposizione di questi concetti nel libro di
Keisler [19].
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nella parte conclusiva dei Principes de la Géomé-
trie (1907) e nel III volume di Questioni riguar-
danti le Matematiche Elementart, [14], ed. 1923,
da p. 364 a p. 389, dedicando la parte quarta del suo
ampio articolo sui numeri al tema “I numeri non
archimedei e la generalizzazione del continuo nu-
merico”. Se vogliamo, potremmo dire che tutto
nasce dall'incommensurabilita lato diagonale del
quadrato di pitagorica memoria. Non si puo altresi
non rammentare linterpretazione enriquesiana
del “punto” dei Pitagorici come un “bastardo infi-
nitesimo attuale”. Anche dal punto di vista della
ricerca pura ed applicata sembra che la matema-
tica non archimedea presenti notevoli potenzialita
(vediades.[1, 2,5, 6,10, 4] ecc.). Nonostante cio, la
matematica non archimedea é ignorata dai piu e
guardata con diffidenza. E spesso viene identifica-
ta con 'analisi non standard che, come si e visto in
questo articolo, e solo una parte, seppur importan-
te, dell’'universo non archimedeo. Storicamente,
tra fine Ottocento e primo Novecento, a partire
dai lavori di Paul Du Bois-Reymond e di Giuseppe
Veronese, si attivo un vivace dibattito che vide
come oppositori ad esempio Peano e Russell e
come fautori ad esempio Enriques. Si giunse in
effetti alla “sconfitta” — se vogliamo dire — delle
posizioni non-archimedee. Le motivazioni sono
culturalmente complesse e ci sembra che Ehrlich
abbia cominciato a metterle in luce (vedi [12]).
Dopo gli anni sessanta ha suscitato un certo inte-
resse I'analisi non standard di Robinson, che, come
filosofia, assomiglia piu al calcolo leibniziano che
alle idee di Du Bois-Reymond, Veronese e Levi-
Civita. Ma anche in questo caso viene coinvolta una
nicchia molto ristretta di matematici. Tuttavia noi
pensiamo che 'approccio non archimedeo in futuro
possa avere piu utilizzazioni di quanto comune-
mente si pensi, sia in sede fondazionale che appli-
cativa.
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