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FORMULE DE GUTZMER POUR LA COMPLEXIFICATION
D’UN ESPACE RIEMANNIEN SYMETRIQUE

Asstract. — A Guezmer formula for the complexification of a Riemann symmetric space. We consider a
complex manifold € and a real Lie group G of holomorphic automorphisms of Q. The question we study

is, for a holomorphic function f on €, to evaluate the integral of | f° |2 over a G-orbit by using the harmonic
analysis of G. When € is an annulus in the complex plane and G the rotation group, it is solved by a
classical formula which is sometimes called Gutzmer’s formula. We establish a generalization of it when ©
is a G-invariant domain in the complexification of a Riemannian symmetric space G/ K.

Key worps: Symmetric space; Spherical function; Gutzmer formula.

Une fonction holomorphe f* dans une couronne
Q={zeC|r <z <n}
est développable en série de Laurent,

[e5S}

f&=Y" fws",

n—=—o00

et

27 o)
%/0 Foe a0 = S [Fo P < <),
Cette formule est parfois appelée formule de Gutzmer (cf. par exemple [8, p. 389]).
Nous allons présenter des généralisations de cette formule dans le cadre des espaces
riemanniens symétriques. Le probleme général est le suivant. Considérons une variété
complexe €2 sur laquelle un groupe de Lie réel G agit par automorphismes holomorphes.
Si /" est une fonction holomorphe définie sur €2, comment peut-on évaluer l'intégrale

If, z>:/6\f(g-z>|zdg,

a l'aide de l'analyse harmonique de G? (dg est une mesure de Haar sur G que nous
supposons unimodulaire). Dans I'exemple ci-dessus G est le groupe U(1) agissant par
rotations.

Considérons un autre exemple simple : € est une bande horizontale de C,

Q={z=x+ipecCla<y<p}.
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Ici G est le groupe R agissant par translations. Soit f* une fonction holomorphe sur
telle que

sup /OO |f(x—|— z'y)|2a’x< 00.

a<y<pB J —co

Alors f* admet une représentation de Fourier-Laplace,

f@y:%izwf@y4“¢x (ze®),

et

oo ’ 1 0o .
/700‘f(x+ zy)‘zdx: E[w ’f(/\)‘zezwd)\

(cf. [7, Chapter I, Section 3]). Cette dernitre égalité est un analogue non compact de
la formule de Gutzmer.

1. FormMULE DE GUTZMER POUR LA COMPLEXIFICATION
D’UN ESPACE SYMETRIQUE COMPACT

La premiere généralisation que nous présentons est due a Lassalle [6, Théoréme 1].
Soit X = U/K un espace symétrique compact : U est un groupe de Lie compact
connexe, K est un sous-groupe fermé de U, et il existe un automorphisme involutif ¢

de U telle que
U cKcU’,

ot U est I'ensemble des points fixes de 0 et %9 est la composante neutre de U’ % la
décomposition de Cartan de u = Lie(U) s'écrit

u=E¢t+p

et a C p désignera un sous-espace de Cartan. Soit € un domaine invariant par U dans
la complexification X = U./K.. Tout z € X s'écrit

z=gexpiH o (ge U, Hea, o0=1¢K),

et
Q=Uexpiw-o,

ol w est un ouvert de a. Lassalle a démontré qu’une fonction holomorphe dans €2 est
développable en série de Laurent [5]. Notons U, I'ensemble des classes d’équivalence
des représentations sphériques de U. Rappelons qu’une représentation (7, V) est dite
sphérique si elle est irréductible et §’il existe dans V un vecteur non nul invariant
par K. Pour A € Uy notons (m, ,V,) un représentant de la classe A. On note aussi

d,

A
se prolonge en une représentation 7, holomorphe de U, et, pour X € u, 'opérateur

= dimV,, et #, € V, un vecteur unitaire invariant par K. La représentation 7,

7, (exp iX) est autoadjoint. Le développement de Laurent d’une fonction f € O(Q)
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s’écrit
f@ =3 4 (70 )W)

xe Uy

(z=7v-0€8Q, vy Uy 0= eK;). Le vecteur f()x) €V, est le coefficient de Laurent
généralisé de f. La formule de Gutzmer se généralise comme suit :

/U|f<g~z>|2dg= 37 4 |IFN] o exp 2:H)
e Uyg

(z =expiH -0, H € a), ol dg est l]a mesure de Haar normalisée de U et ¢, est la
fonction sphérique associée a la classe A,

@, () = (m, (v Dy ln) .

Cette formule de Gutzmer est une conséquence simple des relations d’orthogonalité de
Schur. Nous pouvons en effet écrire

= d(n NENCOINE
AEUK

olt v+ ¥ est la conjugaison de U par rapport a la forme réelle U, et

| 1 DR ) = PN
D’autre part

(NG )”AHZ = (%A('Yil;y )”)\|u>\) =p, (¥ ).

2. FormuLE DE GUTZMER POUR LA COMPLEXIFICATION D’UN ESPACE RIEMANNIEN

SYMéTRIQUE DE TYPE NON COMPACT

Soit X = G/K un espace riemannien symétrique de type non compact : G est un
groupe de Lie connexe semi-simple de centre fini et K est un sous-groupe compact
maximal de G. Soit

g=t+p
la décomposition de Cartan de g = Lie(G), et soit a C p un sous-espace de Cartan.

On note A=expa, et M le centralisateur de 4 dans K. Soient A" un systtme positif
dans le systtme des racines restreintes de la paire (g, a), et

1
n:Zga, N =expn, p:EZmaa.
acAt acAt

La décomposition d’Twasawa associée a AT peut s’écrire G = NAK. Si bl g€ Nexp HK
(H € a) on note

H=Alx,b) (x=gK, b=4kMeB=K/M).
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La transformée de Fourier d’une fonction intégrable sur X est la fonction f* définie
sur a” x B par

f()\, b):/f(x)e(—ik+p,A(x,b)>dx'

(dx est une mesure sur X invariante par G). La formule d’inversion fait intervenir la
fonction ¢ d’Harish-Chandra. Si

A 2 12 a\
/u* </B|m’ d db) cp =%

(db est la mesure sur B invariante par X et normalisée), alors

d\
)\ b (iIx+b,Alx, /ﬂ))db>
ro= [ (700 cOVF

(pour une normalisation convenable de la mesure dx). La formule de Plancherel s’écrit,
si /" est de plus de carré intégrable,

/XWX)M:/ (/|f(A o d) (VP

(pour ces résultats sur la transformée de Fourier on peut consulter [3, Chapter III]).
Soit £ un domaine invariant par G dans la complexification X = G/K, conte-
nant X. Nous supposons que €) peut s'écrire

Q=Gexpiw-o,

ol w est un ouvert de a invariant par le groupe de Weyl de la paire (g, a), et 0 € w
(voir & ce sujet [1], et aussi [2]). Nous supposons de plus que € est simplement
connexe, et que

QC NpA: 0.
Il en résulte que les applications
x— Alx, b), X —>a,
admettent un prolongement holomorphe
z— Az, b), Q—ag.

Ces domaines sont étudiés dans [4].
La fonction sphérique ¢, admet la représentation intégrale suivante

v, (g) = / AW g (x=g-0).
B
D’apres ce qui précede il est clair que la fonction
H— ¢, (exp H) (Hea),

admet un prolongement holomorphe au tube a + 7w. Nous verrons qu’elle admet
méme un prolongement holomorphe au tube a + 27w (Proposition 3).
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Trtorime 1. Soir | une fonction continue intégrable sur X rtelle que sa tmnsformee de

Fourier f soit & support compact. Alors f admer un prolongement holomorphe f a ), etsi
z=ecxpiH -0€Q,

~ ) Zd _ ( A)\, 2 ) - . d .
17 de= [ ([ 1700 d) g i,

Clest cette formule que nous considérons comme une généralisation de la formule

7 (iMp.Alz,0)) X
1 / (/” De ‘”’) o

Cette intégrale est bien définie pour z € Q, et f est une fonction holomorphe. D’apres
g p p p

de Gutzmer.
Posons

la formule d’inversion, f* prolonge /. La condition que f soit A support compact n’est
bien sr pas nécessaire. Nous montrons dans un article en préparation que si F est une
fonction holomorphe dans €2 telle que

sup ’F(g-z)’zdg<oo,
zeQJ G

alors F admet une représentation intégrale de la forme

_ (ix+p ., Alz, b)) dA
F(z) = /a* (/B/o()\, b)e db) |f(>\)|2

et que la formule de Gutzmer s’applique & F :

A\
Flg-2)de = < b\, b) db) xp 2iH) ———
/G\ (g 2)['dg / /| )|"db | o, (exp 2iH) O0F

Avant de démontrer le Théoréme 1 nous faisons quelques observations préliminaires.

a) Soit G un groupe localement compact et unimodulaire. Soient A un sous-
ensemble borélien de G, et i la restriction 3 A de la mesure de Plancherel. Pour
A € A on choisit une représentation (7, , V,) de la classe A. Soit {A(A\)},_, un champ
mesurable d’opérateurs nucléaires, A(\) € £,(V,), vérifiant

/A Tr (JAN)|) dp(\) < oo

/ Tr (A AN) du() < oo
A
Posons
f@ = [ Tr (A0, (g ) di.
A

Alors f € I*(G), et

/ @) dg = / Tr (AN AN) (N
G A
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et l'application qui & un champ A4 = {A(\)} associe la fonction f se prolonge en une
isométrie de Pespace de Hilbert des champs mesurables A = {A(\)} d’opérateurs de
Hilbert-Schmidt, A(A\) € £,(V,), muni de la norme définie par

) = /A Tr (AN AN) dp()) ,

dans I*(G).
Considérons le cas particulier ot 4 = {A(N\)} est un champ d’opérateurs de rang
un :

AN v = (2|n(N)EN) (vev,),
ot {n(AN)} et {{£(N)} sont des champs de vecteurs mesurables (n()\), £(A) € V,). Dans

Cce cas

Tr (|AND = [nWIIEN]
Tt (AN™AW) = [nWIPIEN]*
Tr (AN, (g ) = (7, (g HEWINWN) .

Ainsi nous pouvons énoncer

Prorosrrion 2. Soient {E(N)} er {n(N)} deux champs de vecteurs mesurables tels que

/ IENIPImVIIPdpN) < oo
G

Posons

£ = [ (ml” €000 du.
A
Alors f € I*(G) et
/ |f(g)|zdg =/ [E POV
G A

Notons que l'intégrale définissant la fonction f est & comprendre au sens de la
formule de Plancherel.

b) Nous allons appliquer ces résultats dans le cas ot A est la série principale
sphérique. Pour X\ € a”, V, est I'espace des fonctions v définies sur G telles que

v(xman) = 0 H)

v(x) (meM, a=expHecA, neN).
Une telle fonction est déterminée par sa restriction 3 K car

v(kan) = & y(k)y (ke K,a=expHe A, ne N).

Cette restriction est invariante a droite par M et v s'identifie 2 une fonction définie sur
B = K/M. On considere sur V, la norme définie par

ol = [ | .
B
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Ainsi V, ~ L*(B). La représentation m, est définie par

(ﬂ'k(g)v) (x) = Z/(gflx).

La représentation 7, est unitaire et irréductible. Elle est sphérique. En effet la fonction
u, €V, définie par

ix—p, H

u, (kan) = elr—p i)

est invariante par K. Notons que |#,| = 1.

Sife L'(G), on pose

= [ fom@ds.
G
Si f est invariante 4 droite par K, alors 7, (f) est un opérateur de rang un,

™ (Ao = (0|u)fO)

ou, par définition,

A

F) =7, (u, .

Cette derniere relation s’écrit aussi

j?()\; b) :/ e(—ik+p,A(x,b)>f(x)dx_
x
En effet
(7, (@, ) (k) = AT A (v = oK, b= kM).
De cette formule il résulte que I'application
¢ m@u. G B,

admet un prolongement holomorphe au domaine de G défini par

{yeGly-oecq}.
Nous noterons 7%, (v) ce prolongement : si z2 =10,

() () = ¢~ A

Prorosition 3. La fonction
H — ¢, (exp H) (Hea,

admet un prolongement holomorphe au tube a + 2iw. De plus, pour H € w,
QDA(CXPZZ'H) — / |€<iA+p,A(exp iH-0,b)) lzdb _ HﬁA(CXP z'H)H2 ]
B

Ce résultat est du a B. Krotz et RJ. Stanton [4, Theorem 4.2]. Puisque, 4 ma
connaisance, cet article n’est pas encore publié nous nous permettons d’en donner ici
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la démonstration. La fonction ¢, (exp2H) (H € a) peut s’écrire
o, (exp2H) = / (iIXtp, Alexp H0,0)) (=ixtp, Alexp —H-0.0)) 1p
B

Clest en effet une conséquence du Theorem 1.1, Chapter III de [3]. Il en résulte que la
fonction H — ¢, (exp H) admet un prolongement holomorphe au tube a + iw. Pour
Hcw,

@, (exp iH) = / ’g<">‘+p’A(CXPiH'0’b>|2db ,
B

et cette intégrale est précisemment le carré de la norme L de 7, (exp iH).

¢) Démontrons maintenant le Théoréme 1. Puisque

/B FOL 004620 g — (1 () F N[ty (7))

ol g =y - 0, nous pouvons écrire
dA

Flg-2) = / (@ )
Considérons les champs de vecteurs {£(\)} et {n(\)} définis par
W =f0, 10 =%G).
Daprés la Proposition 3, si v = exp iH,
[P = o, (exp 2iH) .

Puisque le support de ]} est compact

2 2 d\
[ PP £ <

Nous pouvons appliquer la Proposition 2 et nous obtenons

[Pl ds= [ 1Fo0]f o ep2in 2
G

22
WP
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