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Geometria differenziale. — Una classe di varietd quaternionali che ammettono una
struttura complessa compatibile. Nota (*) di Liviu OrNEA e Paoro Piccinnig, presentata
dal Socio E. Martinelli.

AsstrRaCT. — A class of quaternionic manifolds admitting a compatible complex structure. The existence of a
global compatible complex structure is proved on compact regular quaternion Hermitian-Weyl manifolds.
Some restrictions on the Betti numbers are deduced.

Key worps: Quaternionic manifold; Weyl structure; Compatible complex structure.

Riassunto. — Si dimostra I’esistenza di una struttura complessa compatibile globale sulle varieta qua-
ternionali di Hermite-Weyl compatte regolari. Se ne deducono alcune restrizioni sui numeri di Betti.

Una delle pit naturali questioni nello studio delle strutture quaternionali su varieta
¢ la ricerca di condizioni che assicurino o che escludano I’esistenza e 'eventuale com-
patibilita di una struttura complessa. Il problema ha sia aspetti locali che globali, en-
trambi in relazione con I'integrabilita delle strutture complesse e quaternionali conside-
rate, cfr. [1,2]. In particolare la non esistenza di strutture complesse globali, ben nota
per gli spazi proiettivi H P” — primi esempi di varieta che hanno ispirato I'attuale defini-
zione di varietd quaternionale [7, 8] — & stata recentemente provata per strutture com-
plesse compatibili su varietad quaternionali kdhleriane compatte a curvatura scalare di-
versa da zero [16,2].

La presente Nota contiene un risultato di segno opposto. Si ottiene infatti ’esisten-
za di una struttura complessa compatibile globale su varieta M* compatte e dotate di
metrica b localmente e non globalmente quaternionale kihleriana, con una condizione
di regolarita relativa a due foliazioni canonicamente associate alla struttura. Tali varieta
M*" sono anche chiamate di Hermite-Weyl quaternionali, la struttura di Weyl essendo
data dalla classe conforme della metrica b, e dalle connessioni di Levi Civita delle me-
triche locali quaternionali kihleriane, che danno luogo ad una connessione globale D. I
risultati esposti si inquadrano nella pitt ampia ricerca [13], contenente anche i dettagli
di dimostrazioni qui omesse.

1. Sia M = M* una varieta differenziabile, di dimensione 4». Un sottofibrato H c
c End TM ¢ detto struttura quasi quaternionale sa M se H & localmente generato da terne
(I, I, I;) verificanti IZ = —id, I, oI = I, per ogni (a, B, ) permutazione ciclica di
(1, 2, 3); sulle intersezioni degli aperti di banalizzazione ogni coppia di terne
(I, I, I;), (I{ , I, , I) & legata da funzioni a valori in SO(3). Ogni | = a,I; + a,1, +
+ a31; cona? + af + af = 1si dice struttura quasi complessa compatibile locale, e le terne
(I, I, I;) strutture quasi ipercomplesse compatibili locali. Una metrica riemanniana 5 su

!
(*) Pervenuta all’Accademia il 2 luglio 1997.
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M che sia hermitiana rispetto a ogni | compatibile locale si dice quaternionale bermitia-
na. La terna (M, H, b) & detta varieta quaternionale hermitiana se H & 1-integrabile, ov-
vero se esiste una connessione D a torsione nulla verificante DH ¢ H. Questo & certa-
mente il caso per le varietd quaternionali kibleriane, per le quali come connessione D
pud assumersi la connessione di Levi Civita V di A.

Una classe naturale di varietd quaternionali hermitiane & data dalle varseta quater-
nionali di Hermite-Weyl, che denotiamo con (M*, H,[h], D). In esse ¢ assegnata, ol-
tre alla struttura quaternionale H, una classe conforme [5] di metriche hermitiane qua-
ternionali, e una connessione D a torsione nulla che preservi sia H che la classe [5]. Per
ogni rappresentante / della classe conforme, la relazione Db = w @ b definisce la 1-for-
ma (chiusa) di Lee w, che consente di riconoscere che, per #» > 1, le varieta quaternio-
nali di Hermite-Weyl coincidono con le varieta dotate di metrica localmente conforme
quaternionale kibleriana [14]. In particolare, le varietd quaternionali di Hermite-Weyl
costituiscono una classe di esempi di varietd di Einstein-Weyl [14, 11,12]. Nel caso
compatto e nell’ipotesi che tutte le metriche della classe conforme siano non quaternio-
nali kdhleriane, la struttura di Einstein-Weyl consente, a norma di un risultato di [5], di
scegliere la metrica 5 nella sua classe conforme con la proprieta che la sua forma di Lee
o sia parallela rispetto alla connessione V di Levi Civita di 5.

2. Sia (M*,H,[h], D) una varietad compatta quaternionale di Hermite-Weyl e
non quaternionale kahleriana, sia » un rappresentante della classe conforme tale che
Vo =0, |@| = 1. Il campo unitario B = w* & di Killing e genera la foliazione rieman-
niana geodetica B. Denotiamo con g la metrica proiettata sullo spazio delle foglie P, che
risulta una varieta nel caso la foliazione & sia regolare. Denotiamo con X la foliazione
localmente generata su P dai campi X,, proiettati di I, B, @ = 1, 2, 3. Diremo che la va-
rieta di Hermite-Weyl M* & regolare se B & regolare e se X ha tutte le foglie
compatte.

Di fatto M ¢ spazio totale di un §'-fibrato principale piatto su P (la forma di Lee,
chiusa, ¢ una forma di connessione). Un calcolo diretto mostra che il sottofibrato K ¢
c TP, generato dai campi di Killing X,,, ha funzioni di transizione localmente costanti. Il
fibrato vettoriale K — P ammette dunque una connessione piatta. D’altra parte il paral-
lelismo di w su M assicura che gli endomorfismi locali VX, , @ = 1, 2, 3, soddisfano I'i-
dentita che definisce le strutture sasakiane. Lo spazio delle foglie P = M/ di una va-
rieta di Hermite-Weyl quaternionale compatta regolare & dunque dotata della struttura
appresso descritta.

Sia (P, g) una varieta riemanniana di dimensione (47 — 1) e sia K un sottofibrato
vettoriale di rango 3 di TP. Allora (P, g, K) & una varieta localmente 3-sasakiana se sono
verificate le seguenti due condizioni:

7) K & localmente generato da terne ortonormali X;, X,, X5 di campi di Killing
tali che [X,, Xz] = 2X,,, per ogni permutazione ciclica (a, 8, y) di (1, 2, 3). Terne di-
stinte (X,, Xp, X,), (X, X4, X,) sono legate, nelle intersezioni dei rispettivi aperti di
definizione, da matrici di funzioni con valori in SO(3).
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i) 1 campi di tensori F, = VX,, soddisfano la relazione (Vy, F,) Z = X¥(Z)Y -
—g(Y,Z2)X,, essendo XF la 1-forma duale di X,.

Se il fibrato K & globalmente banalizzato da una terna X;, X,, X; con le proprieta
sopra indicate, la varietd P & (globalmente) 3-sasakiana, cfr. [4].

Denotiamo ora con X la foliazione determinata sulla varietd localmente 3-sasakiana
P dalla distribuzione integrabile K. Il calcolo della curvatura di P e delle foglie di X

fornisce:

LemmMa 1. Una varieta localmente 3-sasakiana é una varieta di Einstein a curvatura sca-
lare positiva. Le foglie di X sono varietd a curvatura costante positiva S° | G, generalmente
non omogenee.

Dalla precedente discussione sulla proiezione M — P = M/ si ha anche:

LemmMA 2. La classe delle varieta quaternionali di Hermite-Weyl compatte M che non so-
no quaternionali kibleriane e che hanno la foliazione B regolare coincide con la classe dei
fibrati principali piatti in S* con base varieta P localmente 3-sasakiane.

La struttura quaternionale H di M ¢ ottenuta da quella localmente 3-sasakiana di P
mediante la 1-forma di connessione piatta #, definendo le sue strutture quasi ipercom-
plesse compatibili:

(1) I,LY=-F,Y-X(Mu*, Lu*=X,,

essendo a@ = 1, 2, 3, e Y un campo orizzontale. La metricah = n*g + 4 Q@ u di M ri-
sulta hermitiana rispetto ad H, e la connessione di Weyl D puo essere definita mediante

la formula 2D =2V -4 ®id —idQu+hQu?.

3. La classificazione delle varieta S? /G di dimensione 3 a curvatura costante posi-
tiva si ottiene determinando i sottogruppi G finiti di SO(4) = Sp(1)-Sp(1) che agiscono
liberamente sulla sfera S*. Una classe importante di tali gruppi G & costituita dai sotto-
gruppi finiti di $? stessa (gruppi ciclici, diedrale, tetraedrale, ottaedrale e icosaedrale): i
rispettivi quozienti S° /G sono in questi casi omogenei e ricevono da S una struttura
globalmente 3-sasakiana indotta. Nel caso di sottogruppi G c SO(4), G ¢ S?, che co-
munque agiscano liberamente su S° si pud dimostrare che ogni tale G & coniugato in
SO(4) con un sottogruppo di I'; = U(1)-Sp(1) oppure di 1", = Sp(1)-U(1), cfr. [17].
Sinoti che I'y e I', sono isomotfi a U(2) mediante gli isomorfismi rispettivamente de-
stro e sinistro tra H e C2. Dunque ogni sottogruppo finito I" di Iy, I, conserva due
strutture su §° ¢ C?: quella 3-sasakiana locale indotta dalla struttura ipercomplessa di
C? e quella sasakiana globale compatibile con la prima, indotta dalla struttura comples-
sa di C2. Se si sostituisce I" con un sottogruppo G ad esso coniugato in SO(4), tali strut-
ture sono ugualmente conservate, con la struttura sasakiana globale indotta da un’altra
struttura complessa, ottenuta da quella standard di R* mediante la relazione di coniugio
tra i sottogruppi G e I' di SO(4).
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Si & cosi ottenuto che le foglie compatte della foliazione X sono varieta a curvatura
costante positiva S° /G, dotate di una struttura sasakiana globale compatibile con la lo-
ro struttura localmente 3-sasakiana. Applicando cid a tutte le foglie di X, si ha:

Lemma 3. Una varietd localmente 3-sasakiana P, tale che tutte le foglie di X sono com-
patte, ammeltte una struttura sasakiana compatibile globale.

4. Torniamo alla varieta quaternionale di Hermite-Weyl M*, che supponiamo
compatta e regolare. Dal Lemma 2 abbiamo che M ¢ spazio totale di un fibrato princi-
pale piatto 7: M — P in §! su una varieta localmente 3-sasakiana P tale che le foglie di
X sono compatte. Possiamo allora costruire su M una struttura quasi complessa globale
compatibile | partendo dalla struttura di Sasaki globale compatibile su P. Cid puo esse-
re fatto usando formule simili alla (1). Una verifica diretta mostra che J & parallela ri-
spetto alla connessione di Weyl D, e dunque integrabile. Ricordiamo che per varieta di
Hopf generalizzata si intende una varietd complessa con metrica localmente kihleriana
tale che la forma di Lee sia parallela rispetto alla connessione di Levi Civita [18]. La
compatibilita di ] con la struttura di Weyl e con la struttura quaternionale H fornisce al-
lora il seguente risultato:

TeorREMA. Stz (M*" | H, [h], D) una varieta compatta dotata di struttura quaternionale
di Hermite-Weyl regolare. Allora M** ammette una struttura complessa globale | compatibi-
le ed é una varieta di Hopf generalizzata rispetto a | e a una metrica opportuna nella classe

[A].

Le varietd quaternionali di Hermite-Weyl e non quaternionali kihleriane sono
esempi di varieta di Weyl Ricci-piatte, la connessione di Weyl D avendo tensore di Ricci
nullo, cfr. [5,11]. Cid comporta che le metriche locali quaternionali kéhleriane, local-
mente conformi alle metriche della classe [g] assegnata, sono di fatto localmente iper-
kahleriane, ovvero a olonomia ridotta contenuta in Sp(#). Tale proprieta non sembra
tuttavia sufficiente ad assicurare I'esistenza di una struttura complessa compatibile. Si
noti, in analogia con ciod e in una situazione relativamente piti semplice, che non tutte le
varieta localmente iperkdhleriane ammettono una struttura complessa compatibile con
la loro struttura quaternionale. Un esempio che illustra tale fatto & la 4-varieta di Hit-
chin K3/(Z; X Z3 ), quoziente di una superficie iperkéhleriana K3, le cui strutture
complesse non sono invarianti per il gruppo che definisce il quoziente: cfr. [9, p. 895].
Esempi di dimensione maggiore possono costruirsi mediante simili quozienti di alcune
varieta iperkihleriane di Beauville, cfr. [10, p. 4868] e lintroduzione di[15].

Lesistenza della struttura complessa J consente di individuare sulla varieta M un’al-
tra foliazione canonica ¥, generata dal campo di Lee B e dal campo JB. Diremo che M
& fortemente regolare se sono regolari le foliazioni B, ¥ su M e la foliazione X su P. Le
varieta quaternionali compatte di Hermite-Weyl fortemente regolari danno luogo a
fibrazioni:

1 1 2
MipLz5N,
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essendo N = P/X una varieta quaternionale kihleriana a curvatura scalare positiva e
Z = M/ il suo spazio dei twistors. Si noti che le foglie di ¥ sono tori complessi, otteni-
bili come controimmagini di punti di Z nella composizione delle prime due fibrazioni.
Si noti anche che la varieta M & dotata di un’ulteriore foliazione canonica @ — di dimen-
sione 4 — localmente generata dai campi B, I; B, I, B, I; B, definiti utilizzando un’arbi-
traria struttura quasi ipercomplessa compatibile. Risulta dunque N =P/X =
=M/®.

Le fibrazioni indicate consentono di ottenere indicazioni topologiche sulle varieta
M come conseguenza di alcune ben note restrizioni sui numeri di Betti di varieta N
quaternionali kihleriane a curvatura scalare positiva [3, 6]. Il confronto tra le successio-
ni di Gysin dei fibrati in sfere sopra descritti forniscono infatti:

Cororrario. Sia (M*, H,[bh], D) una variets quaternionale compatta di Hermite-
Weyl fortemente regolare. I numeri di Betti di M e della sua base quaternionale kibleriana
N = M/ ® soddisfano le relazioni:

pr(M)=b2p+l(M):pr(N)_bZP—IJ(N)) (0$2P$2”“2),

e le rispettive relazioni duali di Poincaré. Risulta inoltre b,,(M) = 0, nonché:

n—1

kZ kn—k+1)n—2k+1)by(M)=0.
=1
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