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Complementi di sottospazi e singolarità coniche 

Memoria (*) di CLAUDIO PROCESI 

ABSTRACT. — Complements of subspaces and conical singularities. I shall discuss a geometric construction, 
done with De Concini, of a blowup of a configuration of subspaces making it into a divisor with normal 
crossings. For hyperplanes this is related to a generalization of the Khiznik-Zamolodehikov equation and to 
knot theory. For root systems this produces a particularly interesting model. 

KEY WORDS: Subspace configurations; Holonomy; Monodromy; Root systems. 

RIASSUNTO. — Discuterò una costruzione geometrica, fatta insieme a De Concini, di una modificazio
ne di una configurazione di sottospazi che trasforma i sottospazi in un divisore a incroci normali. Inoltre nel 
caso di iperpiani questa costruzione è legata alla generalizzazione della equazione di Kniznik-Zamolodchi-
kov ed alla teoria dei nodi, per i sistemi di radici produce dei modelli particolarmente interessati. 

0. INTRODUZIONE 

Discuterò due lavori scritti con C. De Concini, Wonderful models of subspace arran
gements [12] e Hyperplane arrangements and holonomy equations [13] motivati dallo stu
dio della teoria di Drinfeld dei quantum groups. 

La soluzione di Drinfeld (cf. [16,17]) della equazione di Kniznik-Zamolodchikov 
(cf. [24]) è legata ai quantum groups, allo studio delle trecce, all'invariante universale di 
Vassiliev costruito da Kontsevitch, alle categorie intrecciate ecc. 

Data una famiglia di iperpiani di equazioni at• = 0 vi è una connessicene formale 
Q = (2m')~~1^tìd log (a,) con la equazione di trasporto parallelo che generalizza la 

i 

equazione di Kniznik-Zamolodchikov: 
(0.1) dG = QG, o (d-Q)G = 0. 

La forma è definita nell'aperto Ci di Cn complementare all'unione degli iperpiani 
dati. 

Gli elementi t{ sono presi nell'algebra libera ma, per avere la piattezza della connes
sione si devono imporre le relazioni equivalenti a Q A Q = 0 [22]. 

(0.2) 2 tj,tb 
j\ajeW 

= 0, Vh\aheW. 

Per ogni sottospazio 2-dimensionale W generato da alcune fra le a, . 
Indicheremo con R Falgebra data dai generatori /,- modulo le relazioni (0.2). R è 

l'algebra inviluppante di una algebra di Lie L. Con R indichiamo il completamento di R 
e con CI il rivestimento universale di d. 

Le soluzioni G della equazione (0.1), sono funzioni su CI a valori in R. 

(*) Gli argomenti contenuti in questa Memoria furono presentati nella conferenza del Simposio Mate
matico, tenutosi presso l'Accademia Lincei l'8 febbraio 1996. 
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Analiticamente G è descritta da infinite funzioni di variabile complessa (i coefficien
ti della serie) e la equazione (0.1) è in effetti un sistema di equazioni differenziali lineari 
alle derivate parziali per queste funzioni. 

L'equazione K-Z si ha nel caso degli iperpiani Zj = Zj in Cn ed è della forma 

(0.3) fl:=(2j»)"12 tfd \og{Zi-Zj). 

i<j 

Le relazioni di commutazione divengono 

(0.4) [tjj, thk\ = 0 , se / , / , hy k sono distinti, {tijy tih + tjh\ = 0 . 
In Drinfeld [17] si prescrive un comportamento asintotico per le soluzioni control

lato dalla geometria di una modificazione di Cn in cui l'unione degli iperpiani polari è 
sostituita con un divisore ad incroci normali (cf. [21]). 

Prendiamo un intorno V di 0 in Cn e una mappa olomorfa da V a Cn che invia il 
complementare degli iperpiani coordinati «,- = 0 nel complementare di a, = 0 in 
coordinate 

aj = Hup>kpj(uu ...,un) 

con mjtk ^ 0 e py(«i, ..., un) olomorfa in V e pj{0) & 0. 
Riscriviamo 

Q = (2m)-1 I tjd log(n up'*pj(u)) = 

= (2m) 1 E tjmjìkd\og{uk) + Q0= X Akdhg(uk) + Q0 
j,k k = ì 

i20 è olomorfa in 0 e A^ è detto residuo in «^ = 0. 
Dalla piattezza gli elementi A^ commutano ed esiste una soluzione di (0.2) della 

forma 
n 

f(ul9 ...,«„) n ut 
conf(ui, ...yu„) olomorfa in 0 e / ( 0 ) = 1 (cf. Cherednik [10,11]). 

Si possono studiare queste equazioni anche nel caso non formale, ovvero prenden
do una rappresentazione esplicita dell'algebra R. 

Nel caso dell'algebra della ty questo studio è legato alla equazione di Yang Baxter 
classica [22,23]. 

Data un'algebra di Lie semisemplice g sia 

h 

l'operatore di Casimir polarizzato dove ^ , b^ sono basi duali per la forma di 
Killing. 

Presa una rappresentazione V di Q sullo spazio V®n facciamo operare gli ty- come C 
operante sulle posizioni tensoriali /', j . Le regole di commutazione canoniche sono 
verificate. 

Un secondo esempio notevole si ha quando le a;- sono gli elementi di un sistema di 
radici (il caso K-Z corrisponde al diagramma di Dynkin^ _ i), in questo caso una rap-
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presentazione esplicita degli elementi formali ta coefficienti di Q si ottiene prendendo 
gli elementi di Casimir per le sottoalgebre sl{2, C) associate alle varie radici a rispetto 
alla forma di Killing ristretta. 

La scelta delle soluzioni asintotiche si fa costruendo un modello di d del tipo consi
derato da Hironaka. 

Costruiamo una varietà Z propria su Cn, contenente CI come aperto con comple
mento una unione di divisori lisci ad incroci normali. La scelta di un punto di intersezio
ne di n divisori con equazioni u{ costituiscono i dati che prescrivono l'andamento 
asintotico. 

L'insieme delle soluzioni non nulle su CI è uno spazio omogeneo principale sul grup
po R* degli elementi invertibili di R. Per i sistemi di radici [18] è il gruppo generalizza
to delle trecce B [6,7,14], gruppo di omotopia di Ci/ W e di trasformazioni del rivesti
mento universale CI su Ci/ W, (B agisce su R * tramite il gruppo di Weyl W che è quo
ziente di B con la formula w(ta) = tw(a)). 

H gruppo B agisce sulle soluzioni di (0.2) come 

(bG)(P):=b(G(b-1P)). 

Se ne deduce, per ogni soluzione G, una rappresentazione di monodromia (j) G di B nel 
prodotto semidiretto R* IX W data dalle formule 

(0.5) b(G(b-1P)) = G(P)QG(b), cpG(b):=b-*QG(b)b. 

Abbiamo indicato con b l'immagine di b in W. 
Due soluzioni danno rappresentazioni coniugate tramite la costante che le lega e ci 

si restringe a soluzioni a valori nel pro-Lie gruppo degli elementi di tipo gruppo di R 

G(R):={ueR\A(u)=u®u} 

(usando la struttura di algebra di Hopf di R per cui i tj sono primitivi). 
Nel caso An le formule di monodromia sono connesse al calcolo dell'invariante uni

versale di Vassiliev [2-4,28] tramite l'integrale di Kontsevich [9,8,26,27]. 
Una idea chiave per il calcolo è l'associatore &(A,B) di Drinfeld (cf. [17]). 
Per i sistemi di radici le formule dipendono solo da <P(A, B ) nei casi A„, Dn, E6 per 

gli altri casi (tranne G2) vi è un ulteriore associatore che proviene da B2. 

1. CONFIGURAZIONI IPERPIANE 

1.1. - Sia y uno spazio vettoriale complesso (di dimensione finita) e sia X e V* — 
— {0} un insieme finito di equazioni lineari. Per x e X sia Hx := {u e V | {x|z/} = 0 } . 

Abbiamo dunque una configurazione di iperpiani. Sia d : = V - U Hx il comple-
x e.X 

mentare degli Hx. Indichiamo con G la famiglia dei sottospazi (A) generati da sottoin
siemi A e X. 

In [12] abbiamo introdotto la famiglia & degli irriducibili G e gli insiemi nested 
m & 
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DEFINIZIONE. 1) A cX è completo se A — (A) 0 X. 

2) y c V * — {0}è riducibile se esistono sottoinsiemi non vuoti Yx, Y2 in Y con 
Y = Y1 U Y2 e (Y) = (Yj 0 (y2). Altrimenti è irriducibile. 

3) Un insieme S'= {Fly ...,F^} di irriducibili in C è nested (relativamente ad 
X). Se comunque scelti fra essi un sottoinsieme formato da elementi non-comparabili, 
essi sono gli elementi della decomposizione della loro unione. 

Denotiamo <^la famiglia dei sottoinsiemi di G completi ed irriducibili. 
Ogni insieme completo A si decompone canonicamente tramite gli insiemi irriduci

bili massimali in esso contenuti. 

TEOREMA. 1) Dato ZcV— {0}, esiste una unica decomposizione 
n 

Z = U Zi 
i = 1 

in irriducibili disgiunti con 

< Z > = © <Zj>. 
i = 1 

(La decomposizione irriducibile di Z). 

2) Se A e Z è irriducibile, allora A è contenuto in esattamente uno dei Z,. 

3) Se A è irriducibile ogni elemento xeAè dipendente da A — {x}. 

1.2. - Torniamo alla famiglia G i cui elementi sono gli spazi generati dai vettori 
inX. 

Una bandiera massimale in G è necessariamente la bandiera Q '= (x1?x2, . . . , #A) 
associata ad una base (ordinata) xÌ9x2> ...,#» estratta da X. 

Si vede facilmente che un insieme nested massimale S è generato da una tale ban
diera prendendo la decomposizione degli spazi Q . Per ogni h dalla decomposizione di 
Cjj + i troviamo esattamente un elemento A^ +1 dell'insieme nested che non è nella lista 
delle decomposizioni degli spazi Q , i ^ h. 

Si ottiene dunque un ordinamento totale A{ dell'insieme nested, che raffina l'inclu
sione, con la proprietà dim( 2 A\ = h. 

La condizione dim/ Z, At\=h è equivalente a 

2 dim (Aj ) = h . 
Aj massimale fra A\, ...,At, 

Definiamo un ordinamento Aìy ...,Ajj compatibile se soddisfa alle precedenti con
dizioni. 

PROPOSIZIONE. 

(1) La decomposizione induce una corrispondenza biiettiva fra bandiere massimali in 
G e insiemi nested massimali con un ordinamento compatibile. 

Se Q '- = (#!,x2 , ...,x/,) è associata ad una base (ordinata) xìyx2y ...,x„ estratta 
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da X e genera un nested set S, diremo che Xi, x2, ..., x„ è una base adattata 
a S. 

Introduciamo il grafico delle bandiere che ha come vertici le bandiere massimali, 
uniamo due vertici con un segmento se differiscono solo in un punto. Similmente for
miamo un grafo con gli insiemi nested massimali unendo due vertici con un segmento 
se differiscono solo per un elemento. 

TEOREMA, i" grafi delle bandiere e degli insiemi nested massimali sono connessi. 

Nella costruzione del modello Yx si costruiscono degli aperti canonici l l s associati 
agli insiemi nested massimali con coordinate canoniche «/ della forma Xj/xj, uB = 
— %B /XC(B) associate alla base adattata, dove se B = A; con c(B ) indichiamo il minimo ele
mento dell'insieme nested che contiene B (oppure XC^B) = 1)> questa infatti è la chiave 
delle costruzioni effettuate in quel lavoro. 

1.3. - In [12] abbiamo costruito una varietà canonica. 
Detto V$'.= U A x = U Hx denotiamo con PA = P(V/A L) lo spazio proiettivo 

delle rette in V/A 1. 
Abbiamo un morfismo regolare & —» l i PA > il s u o grafo è un sottoinsieme chiuso 

A<=& 

di CVX II PA si immerge come aperto di V X n PA- Finalmente abbiamo 
Ae& Aetf 

Timmersione 

Q-.a^Vx FI PA 

come insieme localmente chiuso. 

DEFINIZIONE. Poniamo Yx la chiusura della immagine di Ci attraverso Q. 

H teorema principale di [12] è (nel caso di una configurazione irriducibile di 
iperpiani): 

TEOREMA. 

(1) Yxè una varietà liscia coperta dagli aperti VLS al variare di S negli insiemi nested 
massimali X. 

(2) Yx è lo spazio totale di un fibrato lineare su una varietà liscia proiettiva Yx. Vi è 
una mappa canonica di Yx a P{V) per cui Yx è il pullback del fibrato tautologico. 

(3) La mappa YX-^V è propria ed un isomorfismo su Ci. Il complemento di CI in Yx 

è un divisore ad incroci normali con componenti irriducibili DB liscie indicizzate dagli irre
ducibili B G #\ La sezione zero corrisponde a X. 

(4) Una famiglia {DB }B e -e di divisori al bordo ha intersezione non nulla se e solo se 
fê è nested. In questo caso la intersezione è trasversa [liscia) e irriducibile. 

(5) Yx si ottiene da V con una sequenza di scoppiamenti su centri lisci trasformate 
proprie di sottospazi intersezione di Hx. 



118 C. PROCESI 

La coomologia di Yx si ottiene (cf. [12, section 5]). 

PROPOSIZIONE. Se *E è nested in X sia D«g la sottovarietà intersezione dei divisori DQ, 
C e 75. Si ha H* (D«g, Z) è l'algebra generata dalle classi e A {indotte dai duali dei divisori 
DA) per A e & con relazioni 

f i e A , se 9KW& non è nested, 
AeSffl 

2 cA per tutti gli x e X. 

2. LA TEORIA DI DRINFELD 

2.1. - Torniamo alla equazione (0.1) le cui soluzioni speciali sono indicizzate da 
insiemi nested massimali S per cui l'intersezione fi DA è ridotta ad un punto Ps, la so-

AeS 

luzione ha un andamento asintotico prescritto in Ps. Usiamo le notazioni della introdu
zione R, L ecc. 

Per t eRun elemento di grado 1 e x e X, si considera la serie x' : = e*log(x) ben defi
nita in una regione in cui si è scelta una determinazione di log(x). 

Nel caso 2-dimensionale X = {x, y}, X è riducibile, l'algebra L è commutativa e vi è 
una soluzione canonica G = xtxyty. Altrimenti X è irriducibile, T := 2) ^ è nel centro 

di L, un insieme nested con base adattata è associato ad una base x#, Xx e X. Poniamo 
u'.= uB= x$/XX, v = xx, per ogni x e X, x 5* x^, si ha x = axt>( 1 + cxu) e 

(2.1.1) û-IÉL + ^ + f s -¥-\du, 

una soluzione di dG = £?G si scrive nella forma FvT dove (vT è centrale) F è solu
zione di 

(2.1.2) 

vi è una unica soluzione in un intorno 0 della forma f(u)u'x^ con / olomorfa e 
/ (0) = 1. 

Vi è una interessante combinatoria da trovare che collega le varie soluzioni (che dif
feriscono da costanti) associate a queste soluzioni asintotiche. 

H caso di 3 vettori normalizzati eLX,y9x+y corrisponde al sistema di radici A2 lo 
scriviamo come 

t12d logUi - z2 ) + t13d log (zi -z3) +t23d log (z2 ~ z3 ) . 

(x = Z\— z2 = aìy y = z2— z3 = a2 le radici semplici). A meno della simmetria del 
gruppo di Weyl S3, ci si riduce a 2 insiemi nested massimali associati a x j con basi 
adattate x, x + y; y, x + y coordinate u = x/x + y; 1 — u = j / x + ̂ . La forma è 

W log (x + y) + /12</ log (&) + t23 d log( 1 - z/). 
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Le due soluzioni asintotiche 

G0 = / ( « ) * ' * , G^gWd-uY», f(0)=g(l) = l 

di 

dF/du = {2JZì)-1{A/U+B/{1 -u))F 

intorno a 0 ed 1 (con A = litityi e B = 2mt2}). 
Si definisce la costante &(A,B), tramite 

G0<P(A,B) = G1, 

<P(A,B) è una serie formale nelle indeterminate non commutative A, B è un soggetto 
fondamentale della teoria di Drinfeld che soddisfa delle notevoli identità, i suoi coeffi
cienti sono numeri trascendenti complicati esprimibili in varie forme integrali 
(cf. [1,17,15]). 

Nel caso generale per un insieme nested massimale S e B E S, sia RB '. = 2 tx> 
abbiamo tB = 2 tx = 2 Re dà cui 

xeB CeS,CcB 

Z RBd log xB = E tBd log uB , 

p(x)=B 

(2.1.3) 
BeS BeS 

n «j4 = n ut^c = n i n ^ = n *c
Rc-^ - i± uA--~ - i l [ 11 uA 

AeS AeS CZS\ADC ) CeS 

TEOREMA. 

(1) SeAetf, il residuo di Q sul divisore DA nel modello Y$ètA. Se {A,B} è nested 
[tA,tB] = 0. 

(2) Dato un insieme nested massimale S e una base adattata xB, G è soluzione di 
dG = QG se e solo se F : = G TI XA

RA è soluzione della equazione 
AeS 

(2.1.4) dF = 

dove 

(2.1.5) 

è olomorfa in l l s . 

2 RAdlogxA,F 
AeS 

+ Q«F E tAd log uA, F 
AeS 

+ QSF> 

Qs = Q - E RAd log xA = E txd log Px 
AeS x 

(3) Se $> e Vis è semplicemente connesso e contiene Ps esiste una unica funzione olo
morfa Fs su $ , con F(PS) = 1 per cui la funzione Gs = Fs Yl %AA = FsYl u^ è soluzione 
della (0.1). AsS AsS 

DIMOSTRAZIONE. La soluzione della equazione dG = QG si costruisce induttiva
mente sul grado. In grado n + 1 abbiamo l'equazione dGn + x = QG„ compatibile per la 
condizione Q A Q = G. œ 

Posto Qs - E PAduA e Fs= E Fé (Fz di grado /') con F0(PS) = 1, F;(PS) = 0, 
AeS i = Q 
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/ > 0, l'equazione è equivalente al sistema 

(2.1.7) dFi+l E tAd log uA,Fé 
AeS 

+ &sFi = 2 {[tAd log uA, F J + PAFiduA ) 
AeS 

con le date condizioni iniziali. 
dF0 = 0 implica F0 = 1 e E RAd logx^,F0 

AeS 
= 0. Assumendo induttivamente che 

+ QsFj è olomorfa la compatibilià di (2.1.4) è equivalente alla E tAd log uA,Ft-
AeS 

piattezza Q. Proviamo che, scegliendo Fi+ 1 soluzione di (2.1.7) con la condizione ini

ziale Fi+1(Ps) = 0, E tAd log uA,Fi+1 
AeS 

è olomorfa. 

Basta mostrare che [tA,Fi+ì].è divisibile per uA o che [tAtFi+Ì] svanisce suuA = 0. 
Poiché [tA, Fi+1] svanisce in Ps di coordinate uB = 0, basta mostrare che [tA, Fi+1\ è 
costante su uA = 0 o che \tA, dFé + j ] ^ = 0 = 0. 

Da [tA>dFi+1] = + [tA,QsìFi + Qs\tA, Fi] ponendo 2 ^B^ log uBy[tAy F;] 
BeS 

uA = 0 per induzione tutti i termini svaniscono tranne eventualmente \_tA, 12 s] Fz. Per la 
piattezza -Q A i2 = 0, abbiamo [tA juA + PA ,tB /uB + PB] = 0, VJ5 ŷ  yl moltiplicando 
per uA si ha [/^, tB /uB + PB]Wyl = 0 = 0 e quindi \tA, QS]UA = 0 = 0. • 

2.2. - In [13] si procede studiando opportune restrizioni al bordo delle soluzioni 
costruite per poter ricondurre il calcolo della costante che lega due soluzioni asintoti
che distinte al caso di dimensione 1, rimandiamo per questa discussione un po' tecnica 
al lavoro suddetto. 

3. LA MONODROMIA PER SISTEMI DI RADICI 

3.1. - La configurazione degli iperpiani associata ad un sistema di radici 0 è parti
colarmente interessante ed ammette come gruppo di simmetrie il gruppo di Weyl 
(cf. [5,18]). Per definizione <P è un insieme finito di uno spazio Euclideo E, usando il 
prodotto scalare su E, a e <P induce una funzione lineare sulla complessificazione V di 
E. L'iperpiano definito da a è la complessificazione dell'iperpiano di E ortogonale ad a. 

Siano <P + , A = {aÌ9 ..., ai} radici positive e semplici, Wil gruppo di Weyl gene
rato dalle riflessioni Sj rispetto agli iperpiani ortogonali alle radici semplici. 

E usuale presentare tali radici semplici come vertici di un diagramma, il diagramma 
di Dynkin, che è connesso se e solo se il sistema di radici è irriducibile. 

W agisce sul modello canonico associato alla famiglia degli irriducibili che denotere
mo Y0. 

LEMMA. 

(1) La decomposizione di un sistema di radici 0 in irriducibili è la decomposizione 
astratta in irreducibili. 

(2) Ogni insieme completo irriducibile è W equivalente a un sottosistema di radici 
generato da un insieme connesso {nel diagramma di Dynkin) di radici semplici. 
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PROPOSIZIONE. 

(1) Ogni insieme nested massimale è W equivalente ad un generato da un ordinamen
to delle radici semplici, tali insiemi si dicono insiemi nested fondamentali. 

(2) Ordinando i vertici del diagramma di Dynkin la decomposizione degli insiemi 
delle bandiera è la decomposizione in componenti connesse dei corrispondenti sottodiagram
mi. 

Nel caso An gli insiemi nested massimali fondamentali si possono descrivere con i 
monomi non associativi in n + 1 variabili xt- ordinate e.g. ((xix2)x3)(x4x5). 

Posto che Zi• ~ Zj•, 1 ^ / <j ^ n + 1 è la radice più lunga del diagramma che unisce i 
nodi /', j — 1, se tale sottodiagramma è nell'insieme nested mettiamo una parentesi 
{xj...Xj). Questo algoritmo stabilisce la corrispondenza. 

3.2. - Sia YR l'insieme dei punti reali di Y&. 

PROPOSIZIONE. YR è una varietà analitica reale spazio totale di un fibrato lineare su 
una varietà compatta TI& consistente dei punti reali del divisore D&. 

L'unione delle camere di Weyl E0 è aperto denso in YR. 

L'aspetto più interessante di questa teoria è che la chiusura della camera di Weyl ha 
la struttura di un poliedro convesso con vertici in corrispondenza biunivoca con gli in
siemi nested massimali fondamentali e le facce in corrispondenza con i vari insiemi ne
sted fondamentali (cf. Bar Natan [3,19]). 

3.3. - Tornando alla olonomia per un sistema di radici 

(3.3.1) -i-T E tad logia) = - Ì - : E tadlog(a), (ta = t.a) 

abbiamo visto che W agisce con w(ta) = tw(a) ed abbiamo anche visto che una soluzione 
della (0.1) induce una rappresentazione di monodromia del gruppo delle trecce genera
lizzato, per calcolarla si procede come segue. Si fissa un insieme nested fondamentale 
massimale S a cui è associata una soluzione asintotica Gs ed una rappresentazione di 
monodromia QS. 

PROPOSIZIONE. Se ai è una radice semplice e { a j E S allora: Qs(Ta.) = eta^2. 

Dati due insiemi nested massimali fondamentali S, % con soluzioni Gs, G-g vi è una 
costante kS)^ per cui 

Gsks, ns = G-g 

ci si riduce a calcolarla quando S, 75 differiscono per un solo elemento. 
Quindi si assume che vi è un sottodiagramma irriducibile A del diagramma di Dyn

kin e 2 nodi ij m A tali che 5, 75 contengono A e differiscono solo poiché S contiene la 
decomposizione di A — {i} e 75 quella di A - {/}. Siano x, y le restrizioni dia,-, a; allo 
spazio due dimensionale ortogonale alle altre radici semplici. Le altre radici si restrin-
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gono a combinazioni lineari ax + by di cui quelle non nulle inducono una equazione di 
olonomia in 2 variabili che ha due soluzioni asintotiche speciali associate ad x, y la co
stante che lega queste due soluzioni è la costante ks^. 

Questo metodo può essere usato per ridurre il calcolo della monodromia a calcoli di 
associatori in due variabili, ad esempio per An prendiamo come insieme nested massi
male S'.= {Ax cA2 C ... cAn}, Ai è il sottodiagramma generato dalle radici ay = Zj -

TEOREMA. Il fattore di monodromia Q associato a AicA2c ... cAn è 

(3.7.1) Q(Tk) = <p(2 tik9tk(M+i)Y1eifkk+l)/2(kk +1)0(2 tikitk{k+l)\{kk + irl = 
\i<k J \i<k J 

= ®(2 >*,4(*+i),rV'"+i)/2<*>(:2 tik+ì,tkik+1)\, k^n. 
\i<k J \i<k ) 

Dalla formula (3.7.1) si ottengono identità per 0 , dovute a Drinfeld. Lo stesso 
enunciato appare in [3,27] in un contesto differente. 

Per completare questa breve rassegna andrebbero citate le applicazioni alla teoria 
dei nodi e le generalizzazioni alle configurazioni di sottospazi ma ci fermeremo qui ri
mandando il lettore alla letteratura (cf. [20,25,28]). 

4. SINGOLARITà CONICHE 

4.1. - Le analisi della risoluzione delle singolarità di una configurazione di sotto
spazi porta ad una generalizzazione che è in fase di messa a punto con Bob Mac Pher-
son. Si tratta di analizzare una stratificazione le cui singolarità siano coniche nel senso 
che viene definito induttivamente come segue. 

Per ogni punto in uno strato la sezione normale con la sua stratificazione indotta sia 
localmente analiticamente un cono su una varietà di dimensione inferiore stratificata 
con singolarità coniche. 

Si può vedere che, con restrizioni abbastanza leggere, si possono trattare queste 
stratificazioni come se fossero quelle indotte da una famiglia di sottospazi e definire 
tutti gli oggetti sia combinatori che geometrici propri della teoria dei sottospazi. Si ha in 
questo modo un meccanismo generale per costruire esplicitamente modelli di Hirona-
ka che si può ad esempio applicare anche a singolarità determinantali ritrovando in mo
do diverso le costruzioni delle varietà simmetriche complete. 

Questa ricerca è stata finanziata da M.U.R.S.T. (40%). 
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