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Calcolo delle variazioni. — Teoremi di confronto tra diverse nozioni di movimento
secondo la curvatura media. Nota di Giovanni BeLLeTTiNT e Maurizio PaoLing, presen-
tata (*) dal Socio E. De Giorgi.

Asstract. — Comparison theorems between different notions of motion by mean curvature. In this Note we
state some comparison theorems between De Giorgi’s definition of motion by mean curvature using the
barriers method and the evolutions defined with the methods of Evans-Spruck, Chen-Giga-Goto,
Giga-Goto-Ishii-Sato.

Key worps: Nonlinear partial differential equations of parabolic type; Mean curvature flow; Viscosity
solutions; Barriers.

Ruassunto. — In questa Nota presentiamo alcuni teoremi di confronto tra il movimento secondo la
curvatura media ottenuto con il metodo delle minime barriere di De Giorgi e i movimenti definiti con i me-
todi di Evans-Spruck, Chen-Giga-Goto, Giga-Goto-Ishii-Sato.

1. INTRODUZIONE

In questi ultimi anni sono state proposte varie definizioni di movimento generalizza-
to secondo la curvatura media, inserite nell’ambito di teorie diverse, come la teoria
geometrica della misura e la teoria delle soluzioni delle equazioni paraboliche nel senso
della viscosita. L’opportunita di tali generalizzazioni nasce dal fatto che le ipersuperfici
lisce che si evolvono secondo la cutvatura media, non sempre rimangono regolari, ma,
dopo un certo tempo, possono sviluppare delle singolarita. Prima di elencare gli ap-
procci generalizzati che consentono di dare un senso al movimento anche dopo I'even-
tuale formazione di punti singolari, ricordiamo che, in assenza di singolarit, il moto se-
condo la curvatura media & stato studiato con metodi di geometria differenzia-
le [20,21,25-27], e che il moto della frontiera di un insieme pud essere caratterizzato
mediante una semplice equazione differenziale soddisfatta dalla distanza con segno dal-
la stessa frontiera [3, 14]. Tra gli approcci generalizzati considerati nella letteratura ma-
tematica segnaliamo: 1) 'approccio di Brakke [6] che studia i movimenti secondo la
curvatura nel contesto della teoria dei varifolds; 2) I'approccio di Evans-Spruck [17-
19], Chen-Giga-Goto [8], Giga-Goto-Ishii-Sato [24], che considerano le linee di livello
delle soluzioni, nel senso della viscosita, di alcune equazioni differenziali di tipo para-
bolico, ove la nozione di soluzione viscosa usata & quella che risale ai lavori di Crandall
e P.-L. Lions [10], P.-L. Lions [34], Jensen [33] (si veda anche [28-32, 36-38]); 3) le so-
luzioni che si ottengono come limiti dell’equazione di reazione-diffusione di Allen-

(*) Nella seduta del 3 novembre 1994.
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Cahn[3,7,11,12,15,16,35]; 4) I'approccio variazionale di Almgren-Taylor-Wang[1] e
possibili generalizzazioni con il metodo dei movimenti minimizzanti di De Giorgi[13];
5) il metodo della regolarizzazione ellittica di Ilmanen [31]; 6) il metodo delle minime
barriere di De Giorgi[14].

La varieta di questi approcci sembra dovuta al fatto che il problema dei movimenti
secondo la curvatura media & un importante punto di incontro tra I’analisi non lineare, il
calcolo delle variazioni, la teoria geometrica della misura; da una parte esso infatti rap-
presenta un ottimo banco di prova di teorie e metodi gia usati nello studio di altri pro-
blemi, dall’altro pud essere una buona fonte di ispirazione che suggerisce problemi,
teorie e metodi nuovi, suscettibili di ampie applicazioni. Ci sembra quindi che un con-
fronto sistematico tra le diverse impostazioni del problema dei movimenti secondo la
curvatura media ora indicati potrebbe avere un notevole interesse, e per cominciare ta-
le confronto indichiamo alcuni primi risultati riguardanti il metodo delle minime barrie-
re di De Giorgi e i metodi di Evans-Spruck, Chen-Giga-Goto, Giga-Goto-Ishii-Sato.
Le dimostrazioni complete di tali risultati appariranno in[5].

2. ALCUNE NOTAZIONI

Dato un insieme C ¢ R”, indichiamo con int (C), C, e 8C la parte interna, la chiusu-
ra, e la frontiera di C, rispettivamente. Denotiamo con ¢’ la misura di Hausdorff 5-di-
mensionale in R”, per 4 intero, 0 < b < #. Indichiamo con P(R”) la famiglia dei sot-
toinsiemi di R”, e con S” lo spazio delle matrici # X » simmetriche reali. Se p € R”, in-
dichiamo con p ® p la matrice individuata dalla formula (p ® p); = p;p;.

Nel seguito g € C* (R” X [0, + «[) sara una funzione data, che verifica la seguente
condizione: esiste una costante ¢ > 0 tale che

(2.1) lg(x, 2) —gly, t)| < colx —y|, Vx,yeR"*, Vte[0, + o[.

La funzione g avra, nei successivi paragrafi, il significato di un termine forzante.

3. Dermnizione D1 Evans-Seruck, CHEN-GiGa-Goto, Gica-Gorto-Isam-Sato

Richiamiamo la definizione di soluzione viscosa per una classe di equazioni parabo-
liche (si veda[8,9,17,22,23]). Sia T un numero positivo, e poniamo J = [0, T] X
X R" X (R"\\{0}) X §”. Sia F: ] — R una funzione continua, e indichiamo con F (ri-
spettivamente F* ) I'inviluppo semicontinuo inferiormente (rispettivamente Iinviluppo
semicontinuo superiormente) di F in [0, T] X R” X R” X §”. Supponiamo che F verifi-
chi le seguenti proprieta:

(2) F & ellittica degenere, cioé F(¢,x,p, X +Y) < F(¢,x,p, X) in ] quando Y &
semidefinita positiva;

(f) —o < Fy(t,x,0,0)=F*(¢,x,0,0) < + o per ogni (£,x)e[0,T] X
X R”;
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(¢z7) F soddisfa una condizione di equicontinuita rispetto a x, cio esiste una co-
stante ¢ > 0 tale che |F(¢,x,p,X) — F(t,y,p, X)| < o|x —y|(|p| + 1) per ogniy e
eR" e (¢, x,p,X)e];

(@) F & «geometrica», cioe F(¢,x, Ap, AX + ap @p) = AF(¢,x,p, X) per ogni
2>0,0€R, (t,x,p,X)€];

(v) esiste una funzione ¢ e @ ([0, + ©[) uniformemente positiva tale che
Fu(t,x,p, —1d) < c(|p|), F*(t,x,p,1d) = —c(|p|), per ogni (¢,x,p)e [0, T] X
X R" X R".

Sia #y: R” — R una funzione continua che assume un valore costante 3 fuori da un
insieme limitato di R”. Diciamo che una funzione z € G(R" X [0, T]) N L~ (R” X
X [0, T1) & una sottosoluzione viscosa (rispettivamente una soprasoluzione viscosa)
dell’equazione

(3.1) u,+ F(t,x, Vu, V’u) =0 in R” X [0, T]
con condizione iniziale
(3.2) u(x, 0) = uy(x)

se, ogni volta che (xg,%) e R* X [0,T] e ulx, ) Sulxy, ty) +p-(x—xp) + gz —
—2) +(1/2)(x = x0)"Rlx —x0) + ol|x —x0 |* + [t =25 ])  per (x,2) = (xo, ),
(x,£) e R” X [0, T], (rispettivamente wlx,t) Zulxg, ty) +p-(x —x9) + gt — ) +
4+ (1/2)(x —x0)TR(x — x0) + o(|x —x0 |2+ |t — 2 |) per (x,2) — (xq,2), (x,2)€
e R” X [0, T1), per qualche peR”, geR, ReS”, allora g + Fy (ty, %9,p, X) <0
(rispettivamente g + F* (¢, x5, p, X) = 0).

Una funzione z € @R” X [0, T1) NL* (R" X [0, T1) si dice soluzione viscosa di
(3.1)-(3.2) se u & contemporaneamente una sottosoluzione viscosa e una soprasoluzio-
ne viscosa.

Sotto le ipotesi fatte su F e su #,, Giga-Goto-Ishii-Sato hanno dimostra-
to[24,Th.4.9] che esiste un’unica soluzione nel senso della viscositd del problema
(3.1)-(3.2), e tale soluzione assume costantemente il valore 8 fuori da un compatto di
R’ x [0, T1.

Nel seguito considereremo la seguente scelta particolare di F:

(3.3) F(¢,x,p, X) = —traccia ((Id - %?% )X) + |plglx, 2).

Sia E un insieme chiuso con frontiera limitata; per ogni # € [0, + o[ indichiamo con
V(E, g)(¢) il movimento di E secondo la curvatura media con termine forzante g nel sen-
so della viscositd. Questo significa che

(3.4) V(E, g)(t) = {v(-,2) <0}, Veel0, + [,

dovev € @R” X [0, + ©[) N L® (R” X [0, + ) & I'unica soluzione in senso viscoso
del problema (3.1)-(3.2) dove F ¢& scelta come in (3.3) o, equivalentemente, v & ['unica
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soluzione viscosa di

(35) { ~ | Vo|div (Va/ [Vo]) + |Volg =0,

v(x, 0) = v,(x),
e la funzione continua vy & costante al di fuori di un certo insieme limitato ed & scelta in
modo che E = {x e R": vy (x) < 0} [23,24].

Se E ¢ un insieme aperto con frontiera limitata, prenderemo V(E,g)(¢) =
= {v(+,#) < 0}, ove v, & scelta in modo che E sia I'insieme dei punti x € R” tali che
vo(x) <O0.

Dato I'insieme E con frontiera limitata, quando scriveremo V(E, g) implicitamente
assumeremo che E & o aperto o chiuso, e V(E, g) & definito con le convenzioni descritte
sopra.

Notiamo che il collegamento tra il caso di E aperto e il caso di E chiuso & realizzato

dalla formula: R*\V(E, g)(¢) = V(R"\E, — g)(¢), per ogni #€ [0, + o [.

4. DEFINIZIONE GENERALE DI BARRIERA E MINIBARRIERA

Richiamiamo la definizione di barriera e di minibarriera secondo De Gior-
gi[14].

DeriNizioNe 4.1. Sia S un insieme generico e sia rCS*. Supponiamo che S =
= N{E:rCE?} (cio¢ S sia l'ambiente della relazione binaria r). Sia F una famiglia di
Junzioni di una variabile reale che soddisfa la seguente proprieta: per ogni f € F esistono due
numeri reali a, b tali che a < b, f:[a, bl — §. Diremo che una funzione ¢ é una barriera as-
sociata alla coppia (r, F), e scriveremo ¢ € Barr (r, F), se esiste un insieme convesso I CR
tale che ¢: 1 — S e, quando a, b, f soddisfano le condizioni [a, b1CI, f:la,b]1— S, fe &,
(fa), $(a)) er, allora si ba (f(b), $(b)) er.

Definiamo gli insiemi minoranti e maggioranti, minimizzanti e massimizzanti, relati-
vi a 7, -nel modo che segue: per ogni E c S poniamo

Minor (r, E) = {x e S: (x,y) er,Vy € E},
Maior (r, E) = {x € S:(y,x) er,Vy e E},
Mini (r, E) = E N Minor (7, E), Maxi(r, E) = E N Maior (r, E).
Se poi all’insieme Mini (r, E) (rispettivamente Maxi (r, E)) appartiene un solo elemento,
tale elemento verra indicato con il simbolo min (r, E) (rispettivamente max (7, E))
Diamo ora la definizione di barriera minimale, o pil brevemente di minibar-
riera.

DErFINIZIONE 4.2. Sia x € S; se esiste una funzione a:[0, + o [— S definita per ogni
tel0, + o dalla formula seguente:
(4.1)  o(¢) = min(r, {$(2): $:[0, + ©[— S, ¢ € Barr (r, F), (x, $(0)) er}),

diremo che c é la minibarriera associata a x, v, F e scriveremo o = mibar (x, 7, F).



TEOREMI DI CONFRONTO TRA DIVERSE NOZIONI ... 49

E importante osservare che la definizione di barriera & molto generale e, per quan-
to riguarda il problema del movimento secondo la curvatura, pud essere applicata an-
che nel caso in cui la varietd in movimento abbia codimensione arbitraria (si
veda[2, 14]).

5. BARRIERE E MINIBARRIERE PER IL MOVIMENTO PER CURVATURA MEDIA

Vediamo come particolarizzare le precedenti definizioni nel caso del movimento se-
condo la curvatura media. Per ottenere la definizione di barriera e di minibarriera per il
movimento di una ipersuperficie secondo la curvatura media con termine forzante g po-
niamo nella Definizione 4.2: r = {(E,L): ECLCR"}, S = #(R") e scegliamo la fami-
glia &, che indicheremo con &, nel modo seguente:

DeFINIZIONE 5.1. Se 4, b € R, a < b, una funzione f:[a, b] — P(R") appartiene a J,
se e solo se sono soddisfatte le seguenti tre condiziont:

(1) Vinsieme {(x,t):a <t <b,xef(t)} é compatto in R"*';

(2) se d(+,t) indica la distanza con segno dall’insieme f(t) negativa in f(t) per
tela,bl, cioé

d(x, t) = dist (x, f(¢)) — dist (x, R”\ f(¢)), VxeR", Vtela,b],

allora esiste un aperto ACR” tale che de C* (A X [a,b]) e 3f(t)C A per ogni
tela,bl];

(3) la seguente equazione in d é verificata su Jf(¢):

(5.1) % _d+g=0, Wrela,b], Vredfl).

Notiamo che la condizione (2) impone che I'insieme £(#) sia di classe C* per ogni
t € [a, b], e la condizione (3) implica che 9f(#) si evolve in modo regolare nel tempo
t € [, b] secondo la curvatura media con termine forzante g. La classe F, & pertanto la
famiglia di tutte queste evoluzioni regolari. Nel seguito ometteremo la relazione 7 che
d’ora in poi sara la relazione di inclusione. La famiglia Barr (¢, &,) verra dunque indica-
ta con Barr ().

Dalle definizioni precedenti segue che ¢ € Barr (&) se e solo se esiste un sottoinsie-
me convesso [ CR tale che ¢: I - P(R”) e vale la seguente condizione:

se f:[a,b1cI— P(R”) appartiene a F, e f(a) C ¢(a) allora f(b)  $(b).

Dato un insieme E CR” & facile provare che esiste la minibarriera mibar (E, &)

data dalla formula
(5.2) mibar (E, &)() = N{¢(#): $:[0, + o[- P(R"), ¢ € Barr (F), $(0) 2E}.

La seguente osservazione & conseguenza delle definizioni.

OsSERVAZIONE 5.1. Supponiamo che A CR” sia un insieme aperto e limitato. Allora
mibar (4, F,)(¢) ¢ aperto per ogni t € [0, + o [. Inoltre se {A;}; é una successione di
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aperti tale che A; 1A per i— +o, allora per ogni tel0, +o[ si ba:
mibar (4;, ,)(¢) 1 mibar (4, F)(¢) per i — + .
Per ogni p > 0 poniamo
ES =R'\{xeR":dist(x, R"\E) <p}, E;={xeR":dist(x,E)<p},
e definiamo le funzioni mibary (E, &), mibar* (E, J,) come segue:
mibary (E, & )(¢) = lim+ mibar (E.”, &, )(¢),

e 2 7E
(5.3) om0
mibar* (E, &)(2) = lim mibar (E,, &)(z).
P'—)O+

Per ogni #e€ [0, + o[ si ha ovviamente
(5.4) mibary (E, )(¢)  mibar(E, & )(¢) C mibar* (E, & )(2),

e generalmente si tratta di inclusioni strette; nel caso in cui E sia aperto la prima inclu-
sione in (5.4) & una eguaglianza. Inoltre si ha:

mibary (E, &, )(¢) = mibary (int (E), & )(t),  mibar* (E, & )(¢) = mibar* (E, &, )(z).

» g

Si puo inoltre dimostrare che se E & un arbitrario sottoinsieme di R”, allora I'insie-
me mibar* (E, & )(¢) & chiuso per ogni # € [0, + .

La (5.4) & probabilmente suscettibile di varie generalizzazioni e De Giorgi ha con-
getturato (comunicazione privata) che per le varie definizioni di movimento secondo la
curvatura media con termine forzante g richiamate nell'introduzione, mibary (E, &) e
mibar* (E, &) forniscano rispettivamente una limitazione inferiore e una limitazione
superiore. I risultati esposti in questa Nota sono precisamente la conferma di tale con-
gettura limitatamente al caso dei movimenti considerati nel paragrafo 3 di questo
lavoro.

6. PrRIMI RISULTATI DI CONFRONTO

Elenchiamo i risultati dimostrati finora (si veda [5]), in cui si confrontano la mini-
barriera definita in (5.2) e le funzioni definite in (5.3) con il movimento nel senso della
viscosita. Segnaliamo in particolare il Teorema 6.2 che rappresenta il risultato principa-
le finora ottenuto.

E da notare che la funzione mibar(E, J, ) definita in (5.2) non ¢ facilmente confron-
tabile con le altre definizioni di movimento generalizzato, essendo molto sensibile an-
che a piccolissime modifiche dell’insieme iniziale E. Risultano invece ben confrontabili
le funzioni mibary (E, &) e mibar* (E, &) definite in (5.3).

Un primo teorema di confronto & il

TeoremaA 6.1. Sia V(E, g) il movimento nel senso della viscosita a partire dall’insieme
E come in (3.1). Allora V(E, g) € Barr (&,). Pertanto mibar(E, &, )(¢) c V(E, g)(¢) per
ogni tel0, + ool

Inoltre, se V(E, g)(t) é un insieme regolare per ogni t €10, T[, mibar(E, & )(¢) =
= V(E, g)(¢) per ogni t€]0, TL.
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Il seguente teorema, la cui dimostrazione fa uso di alcuni risultati di Ilma-
nen[29,31], chiarisce la relazione tra la minibarriera e il movimento nel senso della
viscosita.

TEOREMA 6.2. Sia E un insieme con frontiera limitata. Sia V(E, g) il movimento nel
senso della viscosita dellinsieme E come in (3.1), e sia mibar(E, ;) la minibarriera che ha
E come insieme iniziale. Allora se E é aperto si ha

mibary (E, & )(¢) = mibar(E, &)(t) = V(E, g)(¢), Vtel[0, + [,

e se E é chiuso si ha

mibar* (E, &)(¢) = V(E, 9)(¢), Wre [0, + .

Nella dimostrazione del Teorema 6.2 si utilizza il fatto che se E & aperto con fron-
tiera limitata allora

V(E,g)(#) = lim V(E,g)(),

p—0%
e se E & chiuso con frontiera limitata allora

VIE, g0 = lim VIE,)0).
p-——)

In generale fra minibarriera e movimenti definiti con il metodo della viscosita valgono
in ogni caso le relazioni di inclusione:

mibary (E, &,) ¢ mibar(E, &) ¢ V(E, g) ¢ mibar* (E, &, ).

1l Teorema 6.2 ¢ fondato essenzialmente sui teoremi di confronto tra soluzioni vi-
scose e soluzioni classiche, e pud essere generalizzato come segue.

TeorEMA 6.3. Sia g€ C* (R” X [0, + ©[) una funzione che verifica la proprieta
(2.1). Sza A c PR”) una famiglia di insiemi contenente gli aperti e ¢ chiusi di R”. Sia R
una funzione definita in A X [0, + o[ tale che, se (E,7)e @ X [0, + <[, posto
¢ =R(E, 7), allora ¢: [z, + ©[— Q, e valgano le seguenti proprieti:

(1) per ogni Ae @ limitato, 0<ty<t, posto B:=R(A,t,)t,) si bha
R(A, t,)(#) = R(B, t,)(¢) per ogni t = ¢,;

(2) per ogni insieme K C R” compatto con frontiera regolare e per ogni to = 0 si ha che
R(K, ty)(¢) coincide con il movimento classico di K secondo la curvatura media con termine
Jorzante g per tutti i tempi t per cui tale movimento regolare esiste;

(3) dati A, Be Qcon ACB,tye [0, + o[, siha R(A, t,)(t) ¢ R(B, ¢, )(¢) per ogni

t = ty. Allora per ogni EC @, tye [0, + o[ e per ogni t = t, si ha: mibary (E, F)) ¢
CR(E, ,)(¢) ¢ mibar* (E, F)(2).

7. OSSERVAZIONI FINALI

Notiamo che in base ai risultati stabiliti nel paragrafo 6, V(E, g)(¢) puod essere de-
scritto completamente mediante mibary (E, &), mibar* (E, F,). Viceversa, la cono-
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scenza di V(E, g) non sembra sufficiente a una completa descrizione di mibar(E, &)
quando E non sia un aperto con frontiera limitata. Lo studio diretto delle proprieta di
queste minibarriere rappresenta un problema molto ampio. Noi qui ci limitiamo a se-
gnalare per esempio il fatto che dalla chiusura dell'insieme E non segue in generale la
chiusura di mibar(E, &) come mostra il seguente esempio.

Esempio 7.1. Sia n = 2, g = 0, e supponiamo che E sia il quadrato chiuso [—1, 112 in
R?. Allora si ha

mibar (E, & )(¢) = mibar (int(E), F )(¢), Vtel0, +o[.

A proposito della sensibilita della funzione mibar (E, &) rispetto a modifiche del-
linsieme iniziale E, segnaliamo i due esempi seguenti.

Esempio 7.2. Sia n =2, g =0, e supponiamo che E sia la palla unitaria chiusa
{(x,y) € R?: x* + 9% < 1}. Indichiamo con S un segmento chiuso contenuto nella parte in-
terna di E. Allora

mibar (EN\{(0, 0)}, & )(¢) = mibar (E, F,)(z), V¢elo, + [,
mibar (ENS, & )(2) = mibar (E, %)(¢), Vrel0, + o[,

e gli stessi risultati valgono quando E é la palla unitaria aperta.

Esempio 7.3. Sia n =2, g =0, e supponiamo che E sia la palla unitaria chiusa
{(x,y) e R?:x* +y2 < 1}. Sia p un punto della frontiera di E. Allora:

mibar (EN\{p}, % )(¢) = mibar (int (E), F)(¢), Vtel0, + [.

Segnaliamo inoltre la seguente proprietd delle minibarriere.

TeoremA 7.1. Sia ECR" un insieme aperto con fromtiera limitata. Supponiamo

che
int (mibar (E, & )(¢) ) = mibar (E, F)(2), Vtel0, +o[.
Allora si ha
mibar (E, F,)(¢) Cmibar (E, F)(¢), Vtel0, +[.

Concludiamo osservando che si potrebbe considerare, al posto di (3.5) (e dun-
que anche in (5.1)), una equazione di tipo piti generale, in cui, oltre al termine forzante

g, si aggiunge anche un termine di «pressione» del tipo E f:0u/dx;, dove f;, ..., £, so-
no opportune funzioni assegnate.
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