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Geometria. — Sur les espaces complets pour la distance de Carathéodory. Nota di 
LARBI BELKHCHICHA e JEAN-PIERRE VIGUE, presentata!*) dal Socio E. Vesentini. 

ABSTRACT. — On complete spaces for the Carathéodory distance. An example of a finite dimensional ana­
lytic space is exhibited, for which the Carathéodory integrated distance and the Carathéodory distance, 
although defining the same topology, are respectively complete and incomplete. 

KEY WORDS: Carathéodory distance; Carathéodory integrated distance; Analytic space. 

RIASSUNTO. — Sugli spazi completi per la distanza di Carathéodory. Si costruisce uno spazio analitico 
connesso, di dimensione finita, per il quale la distanza di Carathéodory e la distanza integrata di Cara­
théodory sono, rispettivamente, incompleta e completa. 

1. INTRODUCTION 

On considère un espace analytique X de dimension finie. La pseudodistance de 
Carathéodory cx et la pseudodistance intégrée de Carathéodory cx sont continues 
sur X, et on sait que cx ^ cx. D'autre part, d'après M. Jarnicki, P. Pflug et J.-P. Vi-
gué [3], même si cx est une distance, elle ne définit pas forcément la topologie de X. 
Cependant, dans le cas où cx (et a fortiori cx) sont des distances qui définissent la to­
pologie de X, il est important de comparer les différentes notions d'espace complet 
pour cx et ci-

Nous allons commencer par quelques rappels. 

2. RAPPELS 

Soit X un espace analytique de dimension finie. La pseudodistance de Cara­
théodory cx sur X est définie (voir par exemple S. Dineen[l] ou T. Franzoni et 
E. Vesentini [2]) par la formule 

cx(*,y) = sup p(f(x), f(y)), 
feH(X,A) 

où H(X, A) désigne l'ensemble des applications holomorphes de X dans le disque-
unité A et p est la distance de Poincaré sur A. 

On peut par exemple définir la pseudodistance intégrée de Carathéodory cx de 
la façon suivante: on commence par définir la longueur L(y) d'une courbe 
y: [0, 1] —>X de classe C1 par morceaux: L(y) est la borne supérieure, pour toutes les 
partitions finies t0 = 0 < tx < t2 < ... < t„ = 1 de [0,1], de la somme 

» - i 

2 <*(r('i),r(4+i))-
/ = 0 

Alors, si x et y sont deux points de X,cx{xyy) est la borne inférieure des longueurs L(y) 
des chemins de classe G1 par morceaux d'origine x et d'extrémité y. 

(*) Nella seduta dell'11 dicembre 1993. 
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Si X est un espace analytique connexe, on déduit, par exemple du théorème de 
désingularisation de Hironaka que X est connexe par arcs de classe 61 par morceaux. 
Par suite, clx est une pseudodistance et c'est une pseudodistance intégrée, puisque 
(ckY = ck. 

Si maintenant (E, d) est un espace métrique localement compact, il existe plu­
sieurs notions non équivalentes d'espaces métriques complets. On dit que (E, d) est 
fortement complet si, pour tout a e E, pour tout r ^ 0, la boule fermée B ' (a, r) = 
= {x e E\d(a, x) ^r} est compacte dans E. De manière plus classique, (E, d) est dit 
complet ou Cauchy-complet si toute suite de Cauchy dans E est convergente. H est 
clair que (E, d) fortement complet entraîne {E, d) complet, et il est facile de construire 
des exemples qui montrent que la réciproque est fausse. On sait d'autre part, d'après 
W. Rinow [6] (voir aussi S. Kobayashi[5]), que, pour une distance intégrée d, les 
deux notions sont équivalentes. 

3. LES RéSULTATS 

Considérons maintenant un espace analytique X de dimension finie tel que la 
pseudodistance de Carathéodory cx soit une distance qui définisse la topologie de X. 
Considérons les propositions suivantes: 

(/) X est ^-fortement complet; 

(//) X est Cx-Cauchy-complet; 

(iii) X est cx-Cauchy-complet; 

(iv) X est cx-fortement complet. 

Comme cx^cx, il est clair que (/) =>(/'/) =>(iii)<&(iv). Dans [4], M. Jarnicki, 
P. Pflug et J.-P. Vigué ont construit un exemple d'un espace analytique X, Cx-Cauchy-
complet mais non cx-fortement complet. Ainsi la réciproque de (/) => (ti) est 
fausse. 

Dans cette Note, nous allons montrer que la réciproque de (ii) => (iii) est fausse 
également. Plus précisément, nous avons la proposition suivante. 

PROPOSITION 1. Il existe un espace analytique X tel que cx et Cx définissent la topolo­
gie de X et que X soit cx-Cauchy-complet et non cx-Cauchy-complet. 

REMARQUE. Comme dans [4], la question reste ouverte quand X est un domaine 
borné de Cn. 

4. CONSTRUCTION DE L'EXEMPLE 

La construction utilise les méthodes de[4]. On considère une famille (D„)„eN de 
copies du disque-unité ouvert A ç C. Pour tout n e N, on choisit une famille finie de 
points tóVi,...,/,, de A* et (K)i=h_Pn de D„ + 1 tels que \ai\ = \K\ = l - l / ( » + l). 

On suppose que, dans l'identification de Dn et Dn + x à 4 al
n—b%

ny pour tout /. On 
considère l'espace analytique réductible X obtenu de la façon suivante: topologi-
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quement, X est la réunion disjointe des D„, quotienté par la relation d'équivalence 
suivante: V « ë N , pour tout i — 1, . . . ,p n , al

n~bl
n. 

La structure analytique sur X est définie par le fait qu'en un point al
n~bl

n, D„ et 
D„ + j sont deux morceaux de droites complexes se coupant transversalement. 

Ainsi, une fonction holomorphe / sur X consiste en la donnée d'une famille 
(fn)neN de fonctions holomorphes sur chacun des D„ telles que, pour tout n e N, 
pour tout / = 1, . . . ,p n , f„{al

n) —fn + \(K)- Fixons maintenant le nombrep„ de points 
de Dn que l'on identifie à des points de Dn +1 de façon à ce que, si on pose 
qn = (1 — \/{n + 1.)^", la série 2#« soit convergente (il suffit, par exemple, de pren-

n 

dre pn = n2). 

Un entier/? étant donné, on peut, en utilisant un produit de Blaschke, construire 
une fonction/ = (f„ )n e N de X dans le disque-unité A telle que^ = 0, V# > p (respecti­
vement V# <p) et telle q u e ^ ne s'annule qu'en les points aj, (respectivement bl

p-1 ). 
Ceci suffit à montrer que la distance de Carathéodory cx définit la topologie de X. 
Comme cx ^ cx, c'est aussi vrai pour cx. 

H reste à montrer que X est ^-complet et non cx-complet. D'abord, il est clair que, 
si on identifie Dn à son image dans X, on a: 

ClX \D„
 = CX \D„ = CA • 

D'autre part, tout chemin joignant un point x de Dn à un point y de Dp (p & n ) passe 
forcément par un des points al

n ou bl
n-i. Sa longueur est donc supérieure à 

inf (cA (x, bl
n _ i ), câ (x, al

n )). On en déduit que toute boule fermée pour cx est conte­
nue dans la réunion d'un nombre fini de Dn, et est donc compacte. Ainsi, X est ^-for­
tement complet et c^-complet. 

Soit maintenant On l'image de l'origine O de A dans Dn. Soit/ = {fn)n^N u n e appli­
cation holomorphe de X dans le disque-unité A. Soit <fi„ l'application holomorphe de A 
dans A définie par $n(x) = (f„ + i(x) —fn{x))/2. H est clair que $n(a

î
n) = 0> / = 

= 1, ...ypn. On peut donc mettre en facteur dans $n le produit de Blaschke 
Pn y _ aî 

i=l l-aix 
c'est à dire que j>n = g • <p„, où <\>n est une application holomorphe de A dans A. Ceci en­
traîne que | ^ ( 0 ) | ^ |1 - l / ( » + l)\p*^qH. Par suite, cx{O,0n + l) ^th~l(2qn). 
Comme la série de terme général th _ 1 (2q„ ) est convergente, On est une suite de Cau-
chy pour cx, il est clair que cette suite n'est pas convergente dans X, et X n'est pas 
Cx-Cauchy-complet. 
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