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Calcolo delle variazioni. — Autovalori di alcune disequazioni variazionali con vin­
coli puntati sulle derivate. Nota di CLAUDIO SACCON, presentata (*) dal Socio E. De 
Giorgi. 

ABSTRACT. — Eigenvalue problems for some variational inequalities with pointwise gradient constraint. 
Some eigenvalue problems for elliptic semilinear variational inequalities are studied, the main feature being 
the presence of an obstacle on the first derivative of the unknown function. The role of a «nontangency» 
assumption is put into evidence: to have existence and multiplicity results one has to check that the convex 
set, produced by the obstacle condition, and the sphere in the function space, on which it seems natural to 
study eigenvalue problems, are not tangent. This condition is studied in some problems of the fourth and of 
the second order and some sufficient conditions for it are found, which allow to get results of existence and 
multiplicity. 

KEY WORDS: Eigenvalue problems; Variational inequalities; Nonsmooth analysis. 

RIASSUNTO. — Si studiano problemi di autovalori per disequazioni variazionali semilineari ellittiche 
con un ostacolo puntuale sulla derivata prima della funzione incognita. Si mette in particolare in evidenza il 
ruolo della «ipotesi di non tangenza» tra il convesso, che viene definito dalla condizione di ostacolo, e la 
sfera dello spazio funzionale, su cui è naturale studiare un problema di autovalori. Tale condizione viene 
analizzata in alcuni casi concreti e si indicano alcune ipotesi che, garantendone la validità, danno luogo ad 
alcuni risultati di esistenza e molteplicità. 

1. INTRODUZIONE 

I problemi di autovalori per operatori ellittici semilineari con parte lineare simme­
trica costituiscono un campo di ricerca ampiamente coltivato, per il quale un approccio 
ormai consolidato è quello variazionale, consistente nelPinterpretare tali problemi co­
me ricerca di uno, oppure molti, punti stazionari di un funzionale regolare / definito in 
uno spazio di Hilbert H, ristretto ad una sottovarietà regolare M di H. Un 
esempio tipico si ha considerando come H uno spazio di Sobolev WQ'2(Q), 

M = u\ lu2 = costA e f(u)= \Du\2 + G(xyu) (vedi ad es. [22]). I metodi per 

ottenere risultati di esistenza vanno dalla minimizzazione alle tecniche basate sulle 
teorie di Morse o di Lusternik-Schnirelmann, che permettono di collegare il numero di 
punti stazionari di / su M con la «complessità topologica» di M (si veda ad 
es. [1,10]). 

Sono stati recentemente affrontati problemi di autovalori per disequazioni variazio­
nali, in cui è abbastanza naturale considerare come funzionale una / del tipo indicato 
sopra, ristretta ad un convesso K o, in altri termini, la somma / + IK dove IK è la funzio-

(*) Nella seduta dell'11 novembre 1992. 
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ne indicatrice di K. Per considerare situazioni di questo genere, che escono anche dal 
quadro teorico delle funzioni convesse e loro perturbazioni, sono stati proposti vari ap­
procci (vedi ad esempio [3-8, 14, 15]). Uno di questi utilizza le funzioni 9-convesse (ve­
di [8]), cioè una classe di funzioni non regolari con cui si riesce a fare una teoria di cur­
ve di evoluzione e di molteplicità per i punti «critici», con opportune definizioni. 

Tra le varie applicazioni (vedi [2, 3,5, 16,24]) una tipica è quella degli autovalori 
dell'operatore di Laplace con ostacolo, in cui si considera proprio il funzionale indicato 
sopra e 

K = {u 19i < u < <p2} 

(<Pi e <p2 assegnate sono gli «ostacoli») e si ottengono, in opportune ipotesi, risultati di 
esistenza di infinite soluzioni. Studiando tale problema si vede tra l'altro che un ruolo 
chiave, per ricondursi ai risultati astratti detti prima, è giocato dalla condizione di non 
tangenza tra M e K. 

In questa Nota si considerano il funzionale f(u) = \\Au\2 + G{x,u), M come sopra e 
Q 

K= {u\ \Du\ < 9} 

con 9 assegnata (ostacolo sulle derivate). 
Nel paragrafo 2 si indicano alcune caratterizzazioni dei punti stazionari, in partico­

lare come «autovettori» di alcune disequazioni variazionali; anche in questo caso per 
questo è necessario che M e K non siano tangenti, come pure per dimostrare risultati di 
esistenza. Il paragrafo 3 è quindi dedicato a individuare delle condizioni sufficienti per 
la non tangenza. Sono anche indicati alcuni problemi aperti in relazione ad una comple­
ta caratterizzazione della tangenza, che fino ad ora non è stata ottenuta. Vengono dati 
poi, nel paragrafo 4 dei risultati di esistenza e molteplicità. Nel paragrafo 5 vengono 
esposti alcuni risultati che collegano il problema da studiare con un opportuno proble­
ma «asintotico» in zero. In quest'ambito, come osservato in [7], la non tangenza si rea­
lizza automaticamente dove è necessaria. 

Nel paragrafo 6 si considera il caso del funzionale f(u) = \Du\2 + G(x,u) per il 
Q 

quale l'analisi della non tangenza è un problema ancora insoluto; si mostra come questo 
problema sia collegato con la validità di un risultato del tipo Lemma di Sard per una 
funzione convessa su una sfera. 

In conclusione, si può dire che la condizione di non tangenza sembra essere il punto 
chiave per ricondursi al quadro astratto citato all'inizio; peraltro essa si è rivelata in al­
cuni casi piuttosto ardua da trattare, quindi fonte di numerosi e interessanti 
problemi. 

Ricordiamo qui alcune definizioni astratte che saranno utilizzate nel seguito (per 
una trattazione più sistematica vedi ad esempio [17]). Supponiamo che H sia uno spa­
zio di Hilbert con prodotto scalare ( v ) e norma || • || e sia £: H —» R U { + 00} una fun­
zione. Indichiamo con 0)(h) l'insieme {u eH\h(u) <+<*>}. 
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(1.1) DEFINIZIONE. Sia u e 0){h). Definiamo il sottodifferenziale di h in u, che indi­
chiamo con d~ h{u), come l'insieme {eventualmente vuoto) degli a in H tali che 

. h{v) -h{u) - {ocyv -u) 
lim ini n ri > 0. 

(1.2) DEFINIZIONE. Sia VcH {un vincolo). Definiamo la funzione indicatrice di V 
IV:H—> JR U { + oo } mediante 

T ( \ _ JO se v eV 
[ + oo altrimenti 

a) Se u e.V e v e H diciamo che v è una normale esterna a V in u, se 
v e d~ Iy{u). 

b) Se u E (D{h) fi V, diciamo che h è un punto inferiormente stazionario per h su V, 
se Oed~ {h + Iv){u). 

(1.3) DEFINIZIONE. Sia T > 0 e sia 11: [0, T[->H una curva. Diciamo che 11 è una 
curva di evoluzione forte per h se 

a) Il è assolutamente continua nei compatti di [0, T[; 

h) h o XI è finita e non crescente in [0, T[; 

e) per quasi ogni t in [0, T[, —VL{t) e d~ h{Vi{t)). 

2. UN PROBLEMA DI AUTOVALORI CON VINCOLI SULLE DERIVATE 

Siano Q un aperto regolare di RN e g: QxR-^R. Consideriamo <p:Q-*[0, + oo [, e 
siano 

(2.1) K = {u G Wfr2 (Û) | |D« | < 9 quasi ovunque in Û} , 

u<=L2{Q)\ lu2dx = p2\, 
Q J 

dove p è un numero positivo assegnato. 

(2.3) IPOTESI. Assumeremo le seguenti ipotesi semplificate su g 

g{%s) è misurabile in Q per ogni s in R, 

g(x,m) è C1 (Û) per quasi ogni x in Q, 

g(-,0)eL2(O), 

esiste e in R tale che g[ (x,s) > — e Vx <zQ, \/s e R, 

se N > 4, esistono a e b in R tali che, se \/q = 1/2 — 2/N 
g's{x,s)<a+b\s\i-2 VxeO, VyeR. 

(2.2) Sp = 

(«) 
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Introduciamo ora i funzionali / , f: L2(Q) —>R U {+ 00} definiti da: 

»(x) 

J (Au)2 + j g(x,s)ds 
fiu) = 

\ 

fx(u) = f(u) + À u2dx 
Q 

essendo A assegnato in R. 

dx se « e W0
2'2(Û), 

Q 

+ 00 altrimenti, 

(2.4) PROBLEMI STAZIONARI. Si considerano i seguenti problemi: 

(Psl) trovare u in K fi Sp punto inferiormente stazionario per f su K fi Sp; 

(Ps2) trovare (u,X), in KXR tali che u sia punto inferiormente stazionario 
per /A; 

(Ps3) trovare (u,X) in K X R tali che valga la seguente disequazione variazionale 

\[AuA{v -u) + (g(x,u) + Xu)(v -u)]dx> 0 MvsK. 
D 

(2.5) PROPOSIZIONE. 

a) Se (u,X) è soluzione di (Ps2), allora u è soluzione di (Psl) con ìu2dx = pe(u,X) 
è soluzione di (Ps3). Q 

b) Se (u, A) è soluzione di (Ps3), allora u è soluzione di (Psl) e {u, A) è soluzione di 
(Psl) (quindi (Ps2) e (Ps3) sono equivalenti). 

e) Se u è soluzione di (Psl) e se K e Sp non sono tangenti in u, allora esiste A in R tale 
che (u,X) è soluzione di (Ps2) e di (Ps3). 

Analogamente ai problemi stazionari si possono considerare i problemi di evoluzio­
ne, la cui soluzione, come è noto, viene utilizzata per ottenere dei risultati di 
molteplicità. 

(2.6) PROBLEMI DI EVOLUZIONE. Dato u0 in K H Sp si considerano i seguenti 
problemi: 

(Pel) trovare T > 0 e Vi: [0, T[—» K fi Sp assolutamente continua nella norma di 
L2(Q) tale che V sia una curva di evoluzione forte per / + IK + Is con 11(0) = u0; 

(Pe2) trovare T > 0, l i : [0, T[—>KnSp assolutamente continua nella norma di 
L2(Q) con 11(0) =u0 e A: [0, T[—> R che risolvono la disequazione variazionale parabolica 

j[AU(t) A(v - U(t)) + (g(x, U(t)) + A(t) U(t) + U'(t))(v - U(t))] dx > 0 V* E K. 
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(2.7) PROPOSIZIONE. 

a) Se (li,A) è soluzione di (Pel), allora V è soluzione di (Pel); 

b) se Vie soluzione di (Pel) e se per ogni t in [0, T[Ke Sp non sono tangenti in Vi(t), 
allora esiste A tale che (Vi,A) è soluzione di (Pel). 

La verifica di a) e b) della Proposizione (25) e della a) della Proposizione (2.7) so­
no semplici conseguenze delle definizioni; per quanto riguarda la e) di (2.5) e la b) di 
(2.7) esse seguono dal Teorema (1.10) tipo «moltiplicatori di Lagrange», di [3]. 

3. LA CONDIZIONE DI NON TANGENZA 

Le Proposizioni (2.5) e (2.7) mettono in luce l'importanza della condizione di non 
tangenza tra K ed Sp. Vogliamo ora esaminare alcune ipotesi sufficienti ad assicurare 
questa condizione. In tutto questo paragrafo supporremo che valgono le ipotesi (g). Le 
dimostrazioni dei risultati di questo paragrafo e del successivo sono contenute 
in [25]. 

(3.1) TEOREMA DI NON TANGENZA. Supponiamo che 9 sia continua in Q e poniamo 
6 = {componenti connesse di {x e Û | <p(x) > 0}}, e0 = {Û' e e | 9 e Wfr2 (Qf )}. 

Allora: 

a) se C0 = 0, allora per ogni p > 0 K ed Sp non sono tangenti in nessuna u; 

b) se C0 * C e se 9 e Lp ( U Û'|, con l/p = 1/2 + l / N allora esiste p0 con 
\Q'ee0 ) 

0 < po < sup ||«||L2(û) tale che per ogni p > p0 K ed Sp non sono tangenti in nessuna u. 
u e K 

H teorema ora esposto si basa sulla nozione di «9-distanza» in Q. 

(3.2) DEFINIZIONE. Sia 9 continua. Dati x,y in Q poniamo: 

d9(xyy) = inf 
1 

Jp(r(/)) |yW|^lree1(o, i;û), r(o)=*,y(i)=y 

(3.3) LEMMA. Sia 9 continua e sia p > 0. Se u e K Pi Sp e se K ed Sp sono tangenti in u, 
allora: 

a) per ogni Û aperto ben contenuto in {xeQ\<p(x) > 0,u(x) > 0} si ha che 
u(x) = inf {u(y) + d?(x,y)\y eQ\Q} VxeD; per ogni Û aperto ben contenuto in 
{x E û | <p(x) > 0,u(x) < 0} si ha che u(x) = sup {u(y) — d? (x,y) \y E Q\Q} VX E D; 

b) (di conseguenza) \Du(x)\ = <p(x) per quasi ogni x tale che u(x) 5* 0; 

e) se Q' E C, allora ò u = 0 in Qr oppure \Du\ = 9 e 9 E WQ,2(Q'). 

Mettiamo in evidenza che il Teorema (3.1) fornisce solamente condizioni sufficienti 
per la non tangenza. Vale infatti, ad esempio, il seguente risultato. 

(3.4) PROPOSIZIONE. Se N = 1, 2 e se 9 > 0 in Û, allora K ed Sp non sono tangenti per 
nessun p > 0. 
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In conclusione di questo paragrafo osserviamo che resta quindi aperto il problema 
di una più precisa caratterizzazione della tangenza tra K ed Sp. Le considerazioni svolte 
fino a ora suggeriscono alcune domande. 

(3.5) PROBLEMI APERTI. 

a) In quali ipotesi si può affermare che funzioni verificanti la a) del Lemma (3.3) non 
appartengono a WQ'2(Q), se non in casi molto particolari? 

a') In particolare, supponendo ad esempio ç> = 1, N = 3, Q connesso, si può dire 
che, se esiste una funzione u in WQ,2(Q) tale che \u\ = dist(',Zu), dove Zu = {x e 
eQ\u(x) = 0}, allora Q è una pallai 

h) In opportune ipotesi su Q e su (p si può dire che i raggi di tangenza sono «pochi» {a 
tal proposito vedi anche il paragrafo 6)? 

e) Cosa si potrebbe dire se il problema anziché in WQ'2 (Q) venisse ambientato in tut­
to W2,2(Q), oppure nell'ambito delle funzioni periodiche} 

4. ALCUNI TEOREMI DI ESISTENZA 

Assumeremo in tutto questo paragrafo che valgano le ipotesi (g). 
Minimizzando il funzionale / su K D Sp si ottiene innanzitutto il seguente semplice 

teorema. 

(4.1) TEOREMA. Sia p > 0. Se K ed Sp non sono tangenti e se K H Sp^ 0, allora esiste 
(uyX) soluzione di (Psl)-(Ps3) con ||«||L2(û) = p. 

Il seguente teorema mostra che in presenza di simmetria e in opportune ipotesi su 9 
esistono infinite soluzioni di (P^1)-(P^3). Le ipotesi fatte su <p hanno un duplice 
scopo: 

a) assicurare la non tangenza tra K ed ^ 

b) assicurare che gen(KH Sp) = 00. 

(4.2) TEOREMA. Facciamo l'ipotesi di simmetria g(x, —s)= —g(x,s) per x in Q es in R. 
Supponiamo inoltre che 9 sia continua in Q e che valga la disuguaglianza: 

(9) ?M 
dist(x,dQT 

dove a > 0, b eR e oc> 3/2. Allora esiste p0 > 0 tale che per ogni p > p0 il problema 
(Ps3) ammette una successione (À ,̂ ±uh)hsN di soluzioni tali che ||^||L2(D) ~ P e 

lim Xh - - 00 . 
h - * 00 

Se poi b = 0, allora p0 = 0. 

Il Teorema (4.2) è un caso particolare del seguente. 
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(4.3) TEOREMA. Nelle ipotesi di simmetria g(x,s) = —g(x, —s), se K ed Sp non sono 
tangenti, il problema (Psl) ha almeno gen(K fi Sp) coppie di punti inferiormente stazionari 
che corrispondono a soluzioni di (Ps3) come dalle proposizioni (2.7). 

Naturalmente una caratterizzazione completa della non tangenza tra K ed Sp mi­
gliorerebbe molto la portata del teorema di molteplicità. Si noti ancora che le ipotesi 
(9) e (<pi) implicano che 9 è illimitata. 

(4.4) CONGETTURA. Se 9 è limitata esistono «molte» g, anche dispari, per le quali, co­
munque fissato p > 0, il problema (Ps3) ha solo un numero finito di soluzioni di norma 
eguale a p. 

Uno strumento molto importante nella dimostrazione del Teorema (4.2) è lo studio 
delle curve di evoluzione di / s u K fi Sp, studio che porta a risolvere i problemi (Pel), 
(Pel). 

(4.5) TEOREMA DI EVOLUZIONE. Seu0eK 0 Spè tale che K ed Sp non sono tangenti in 
u0, allora esistono T > 0, A, I l che risolvono il problema (Pel). Se inoltre K ed Sp non sono 
tangenti in nessuna u di Kf ì Sp, allora T = + 00. 

(4.6) PROBLEMI APERTI. 

a) Se u minimizza fin K C\ Sp, allora si può dire in opportune ipotesi che K ed Sp non 
sono tangenti in u? 

b) Se li: [0, T[—» K Ci Spè una curva di evoluzione forte per f su K fi Sp e se K ed Sp 

non sono tangenti in 11(0), si può affermare in opportune ipotesi che la curva Vi rimane «di­
stante» dai punti di tangenza*? 

e) Cosa si può dire sulla regolarità delle soluzioni? Si può affermare che se 9 è regola­
re, u appartiene a W4,2(Q)? 

5. IL PROBLEMA ASINTOTICO E LA BIFORCAZIONE 

Il problema della non tangenza non si pone quando si studia il problema di biforca­
zione per (Psò). Per tale problema si possono ottenere i risultati seguenti direttamente 
da alcuni teoremi generali (vedi [7,5]), senza ulteriori indagini. Consideriamo in tutto 
questo paragrafo le ipotesi (g) con l'aggiunta g(% 0) = 0. 

(5.1) DEFINIZIONE. Se X e R diciamo che A è di biforcazione per (Psò) quando esiste 
una successione ((%,A^))^eN di soluzioni di (Psò) tale che 

lim Xk — A, Uk 5* 0 V£, lim ||%||L2(D) = 0 • 
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(5.2) PROPOSIZIONE. Se X è di biforcazione per (Ps3\ allora esiste v ^ 0 tale che (v,X) 
risolve il seguente problema asintotico in zero. 

'veKntXeR, 

( P S w ) < {[AvAw + (g'(xyO)v + Xv)w]dx = 0 .VweK», 

dove Kw = chiusura W2>2(Q) di U tK. 

Diremo in tal caso che À è un autovalore di (Ps^). Osserviamo che KM è uno spazio 
lineare dato che K è simmetrico. Dunque se KM ha dimensione infinita (PsM) ha infiniti 
autovalori, ognuno dei quali ha molteplicità finita. 

(5.3) TEOREMA DI BIFORCAZIONE. Supponiamo che esista Q0 aperto contenuto in Q tale 
che inf9 > 0. Allora esistono infiniti autovalori di (P-O e ognuno di essi è di biforcazione 

per (Ps3). 
Se poi g è dispari e se X è un autovalore di molteplicità k, allora esistono 2k rami di solu­

zioni ( ± u^,X[p))... ( ± uk
{p),X(

k
p)) tali che ± u}p) * ± u}p) per i*j e 

\WP)\\LHQ) = P, UmA^ = A / = 1,...,£. 
p-*0 

Oltre al teorema di biforcazione vale anche il seguente risultato, che pure collega il pro­
blema (Ps3) col problema asintotico (Ps^) e che non ha bisogno di condizioni di non 
tangenza. 

(5.4) TEOREMA. Supponiamo che esista Q0 aperto contenuto in Q tale che infç> > 0. 

Indichiamo con (A^)^eN la successione divergente a + 0° degli autovalori di (PsM), ordinati 
in modo crescente e ripetuti con la loro molteplicità. Supponiamo inoltre che g sia dispari 
cioè g(x,s) = — g(x, —s). Allora se X > X{, esistono li funzioni ± «L A , . . . , ± «/>A non nulle 
e tali che {±uiyX,X) sono soluzioni di (Ps3). Risulta poi per j = 1,...,/' 

lim inf \\uJyx\\L2iQ) > sup inf |M|L2(0) . 
À->+oo ACK\{0}UGA 

A simmetrico 
genG4)>y 

6. IL PROBLEMA DEGLI AUTOVALORI DELL'OPERATORE ARMONICO 

CON VINCOLI SULLE DERIVATE 

Siano Û un aperto limitato regolare di RN, giQxR^R e sia ancora <p:Q^> 
-»[0, + oo[. Consideriamo 

(6.1) Kx = {Uè. WQ,2(Q)\ \Du\ < <p quasi ovunque in Q] 

e per p > 0 sia Sp come nel paragrafo 2. In ipotesi su g simili a quelle del paragrafo 2 si 
possono considerare le disequazioni variazionali analoghe a (Psl)-(Ps3) e (Pel), (Pe2), 
ottenute sostituendo Au con Du e K con Kx. In termini variazionali, si può vedere che, 
analogamente a quanto dimostrato per l'operatore biarmonico, il problema si traduce 
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nello studio dei punti inferiormente stazionari e delle curve di evoluzione forte per il 
funzionale 

(6.2) A («) = \ 

u{x) 

I (Du)2 + [ g(x,s)ds 

+ 00 

dx se ueWfr2(Q)9 

altrimenti, 

sul vincolo KiDSp. È allora abbastanza semplice vedere che valgono teoremi di esi­
stenza e molteplicità analoghi a quelli visti per l'operatore biarmonico, purché sia verifi­
cata la condizione di non tangenza tra la sfera Sp e il nuovo vincolo Kx. È anche chiaro 
che per il corrispondente problema di biforcazione valgono gli analoghi risultati, dato 
che in questo tipo di risultati la non tangenza è «automaticamente» verificata. 

Resta dunque da portare avanti l'analisi della condizione di non tangenza tra Sp e 
Kj. Tale problema è quasi completamente aperto; vale anzi un risultato negativo espo­
sto nel teorema (6.5), per il quale è importante la seguente caratterizzazione dei raggi 
di tangenza. 

(6.3) DEFINIZIONE. Sia l: L2(Q) - » R U { + oo} definito da l(u) = mi{c ER\ 

\Du(x)\ < c<p(x) per q.o. x] (se 9 = 1, allora l(u) = ||D«||L»(Û)). 

(6.4) CARATTERIZZAZIONE DEI RAGGI DI TANGENZA. Si ha che Ki ed Sp sono tangenti 
in un punto u di Kx 0 Sp, se e solo se 1/p è valore inferiormente critico per l su Si e u/'p è il 
corrispondente punto inferiormente stazionario. 

Da teoremi di carattere generali si può allora dedurre il seguente risultato 

(6.5) TEOREMA. Sia p eLp(Q) con \jp < 1/2 + l /N, allora esiste una successione 
(pk)k e N fole che pk> 0 V&, p^ —> 0 e Ki e Spk sono tangenti in qualche punto (infatti in que­
ste ipotesi l ha una successione divergente di valori critici su Si). 

(6.6) PROBLEMA APERTO. In opportune ipotesi su Q e cp, esistono e «sono tanti» i valori 
regolari di l su Si ? In altre parole vale un risultato del tipo Lemma di Sard per l su 

v 
Nel caso particolare N = l e ç > = l s i possono esaminare concretamente alcuni casi. 

Se Q =]0,1[ si può vedere che le possibili funzioni di tangenza sono le funzioni 

«*(*) = ( - l ) 'd is t x , [ 0 , l ] \ i — \ i_ 
k 'k se x e 

i — \ i_ 
k 'k 

!,...,£ 

e i possibili raggi di tangenza sono dati dalla successione (pk) = (l/(2y3k)); quindi la 
congettura di (6.6) è vera. 

Si può però considerare Q = U Jz dove i, sono degli intervalli disgiunti di ampiezza 
/ e N 

|J/I = v3/2 ( z _ 2 ) / / 3 . Allora, definendo le funzioni u{(x) = dist(x,R\Ij)9 si vede che 
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lkili2(£) = 2~z e che, comunque fissato J c N , la funzione 

UT = Zi UJ 

JeJ 

è di tangenza e si ha ||^r||2 = 2 2~y, che può essere un qualunque numero in [0,1], 
JeJ 

scegliendo opportunamente J. Quindi se l'aperto Û è «cattivo», la congettura di (6.6) 
è falsa. 
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