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Matematica. — Teoria degli operatori intermedi e applicazioni: statica elastica con 
coefficienti discontinui, il problema misto e i problemi di trasmissione. Nota IV di FLA­

VIA LANZARA, presentata (*) dal Socio G. Fichera. 

ABSTRACT. — Theory and applications of intermediate operators: elastostatics with discontinuous coeffi­
cients, the mixed problem and the transmission problems. The theory of Note I is applied to the boundary 
value problem of Elastostatics when mixed conditions are given on the boundary. The elastic coefficients 
are only supposed to be bounded and measurable. A detailed analysis is carried out for determining the 
base operator. It is shown how to apply the theory developed in the previous Notes to the transmission 
problems for an elastic body which is formed by two or more different anisotropic and heterogeneous 
elastic bodies, one being clamped onto the other. 

KEY WORDS: Elastostatics with discontinuous coefficients; Green's operator; Green's matrix. 

RIASSUNTO. — Viene applicata la teoria della Nota I al problema al contorno dell'elastostatica quan­
do sul contorno vengono prescritte condizioni miste. I coefficienti elastici sono supposti solo limitati e 
misurabili. Viene fatta un'analisi dettagliata per determinare l'operatore base. Si fa inoltre vedere come i 
problemi di trasmissione, relativi a due o più solidi elastici non isotropi e non omogenei incastrati l'uno 
nell'altro, rientrano nella teoria sviluppata nelle Note precedenti. 

In questa Nota vengono applicati i metodi sviluppati nella Nota li1) al problema al 
contorno delTelastostatica corrispondente al problema misto: assegnate le forze di 
massa e le forze superficiali su una parte del contorno, il corpo è vincolato lungo la 
restante parte. Supporremo, per semplicità, che le forze superficiali assegnate su una 
parte del contorno siano nulle. Faremo vedere che, in virtù delle ipotesi assai generali 
assunte sui coefficienti elastici, nei problemi fino ad ora considerati (2) rientrano i co­
siddetti problemi di trasmissione. 

Le numerazioni delle sezioni e della bibliografia proseguono quelle delle Note 
precedenti. 

13. METODO ELEMENTARE PER LA COSTRUZIONE DI UN OPERATORE BASE 

PER IL PROBLEMA MISTO 

Sia A un campo limitato dello spazio cartesiano r-dimensionale, che assumiamo 
come la configurazione naturale di un corpo elastico. Sia dhA e 9A (h = 1, 2), di A H 
D d2A = 0, 3A = di A U d2A. Supponiamo che il corpo elastico^ sia fisso lungo dxA e 

(*) Nella seduta del 12 dicembre 1992. 
(x) Teoria degli operatori intermedi e applicazioni: risultati generali. Rend. Mat. Acc. Lincei, s. 9, vol. 3, 

1992, 79-101. 
(2) Teoria degli operatori intermedi e applicazioni: statica elastica con coefficienti discontinui, il proble­

ma degli spostamenti. Rend. Mat. Acc. Lincei, s. 9, voi. 3, 1992, 149-171. 
Teoria degli operatori intermedi e applicazioni: statica elastica con coefficienti discontinui, il problema 

delle tensioni. Rend. Mat. Acc. Lincei, s. 9, voi. 4, 1993, 3-27. 
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sia libero da ogni vincolo lungo d2A. Sia F = (Fu ..., Fr) e L2 {A) la funzione vettoriale 
che determina la forza di massa che agisce su A. Si denoti con V(A) = {U e Hx {A)y 

U(x) = 0, x G d\ A] la varietà lineare costituita dagli spostamenti ammissibili di A. 
Le equazioni dell'equilibrio (9.3) del corpo elastico Ay nell'incognita U G V(A), 

sono date da 

(13.1) B(U, V) = fFt(x)Vi(x)dx, We V(A) 
A 

avendo indicato B{U, V) = a^(x) U^Vj/kdx. a^ix) sono i coefficienti elastici di A, 
A 

limitati e misurabili, che soddisfano le proprietà di simmetria (9.1) e l'ipotesi di positi­
vità uniforme (9.2). 

Esiste ed è unica la soluzione Uè V(A) del problema (13.1). Si può ripetere esat­
tamente ciò che è stato detto per dimostrare l'esistenza della soluzione del problema 
(10.1) (cfr. sez. 10) dato che la seconda diseguaglianza di Korn seguita a valere nella 
varietà V(A) cHx{A). L'unicità segue dal fatto che l'equazione B(U} V) = 0 non am­
mette autosoluzioni in V(A). 

13.1. E possibile determinare una costante p2, che dipende da A, tale che 

(13.2) B(U, U) >p2\ui/hUi/hdx, VUeV(A). 
A 

(Cfr. Teorema 10.1). Risulta^ —po^/il + P o ^ 1 ) d ° v e c3 e la costante, che dipende 

da A, che interviene nella diseguaglianza (10.3), p0 quella che interviene in (9.2) e Â è 

tale che 0 < X ^ Xi dove Àx è il più piccolo autovalore, certamente positivo, del pro­

blema B(U,V) = xlUi (x) Vi (x) dx, U, W G V(A). 
A 

Supponiamo che esista un omeomorfismo Ç = f(x) hi-lipschitziano che trasforma la 
chiusura A di A nella chiusura D+ del campo semisferico D + = {Çe Rr:\ç\ < l,? r> 0} in 
modo tale che la parte di frontiera d2A sia trasformata nel campo (r — 1)-dimensiona­
le Q dello spazio fr = 0 definito da %\ + ... + £2 < 1. Quindi l'immagine A di dxA è 
definita da |f | = 1, fr > 0. La varietà lineare V(A) si trasforma nella varietà lineare 
V(D + ) = {ueHl(D

 + ):u(^) = 0^ed1D
+}. 

H problema (13.1) si trasforma nel problema equivalente, nell'incognita u e 
eV(D + ): 

(13.3) ®(u,v)= J/.(*)*,•(?)#, VZ,GV(D + ) , 

D + 

avendo definito la forma &(u, v) e la funzione/G L2(D + ) analogamente a come è sta­
to fatto nella sezione 9. Sia u = Gf la soluzione. G è un PCO dello spazio 
L2(D + ) . 

Per (13.2) e ripetendo dimostrazione analoghe a quelle dei Lemmi 9.1 e 10.2 si 

prova che 
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13.2. Esiste una costante positiva qQ> che dipende da D+ , tale che 

®(uy u) ^ q0 j " uilh (0 ut/h (?) dS, VueV(D + ) . 

D + 

Posto 

(13.4) ((«, *)) = J ^ ( ? ) ^ « ) # , V«, ^ ^ ( D l , 
D + 

consideriamo il problema della determinazione di u E V(D + ) tale che 

(13.5) ((u,v))= J/-(£) *,•(?)#, VveV(D + ) , 
D + 

data fé L2 (D + ). Sia « = Mf la soluzione. 
Se D = {f E J?r: |f| < 1} denota il campo sferico unitario di Rr, si consideri la 

funzione <2>EL2(D) così definita: 

W l '"" 4 , ~ 1 ' * r ; l= /«„ . . . ,^ - i , -^ ) , « ^ o . 
v o 
E nota la soluzione del seguente problema: determinare 11 e Hi (D) tale che 

(13.6) -A2U = 0 i n D . 

Risulta 11(0 = | r(6 *?) #(i?)<fy, ? e D, dove r(£, rj) = {Shkr(S, rj)} (h, k = 1, ..., r) e 
D 

Jtf, 17) è la funzione scalare di Green, definita nella sezione 9, del problema 
di Dirichlet per l'equazione di Laplace nel campo sferico unitario D. Posto 
>7 = {>?i,...,>7r-i, — y]r} la soluzione Vi di (13.6) si riscrive nel modo seguente: 

*U(f) = [̂ (f, 77) + y(£, rj)]fa)dr), ? e D , ed è facile verificare che 

(13.7) ^ = 0 s u û . 

Quindi la funzione 

(13.8) u(S)=Mf= \[r^rì) + y(tìì)-]f{rì)drì= j M(Ç, y) fa) drj, Ç E D + , 
D+ D + 

appartiene a V(D + ) e, per (13.6) e per (13.7), è la soluzione del problema (13.5). 
M è l'operatore di Green relativo al problema (13.5); M(f, 77) = {M^(£, 77)} è la 
corrispondente matrice di Green così definita: Mhk (£, 17) = £M [T(£, 77) + JX£> 77)] 
{h,k = 1, . . . , r) . Abbiamo così tutti gli elementi per applicare la teoria esposta nella 
Nota I. 

Supponiamo ora che l'omeomorfismo bi-lipschitziano che trasforma il campo A e 
e Rr nel campo semisferico D + di Rr muti dxA nel campo (r - 1)-dimensionale Q dello 
spazio fr = 0 e muti 32^4 in A. Anche in questo caso è possibile determinare esplicita-
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mente la soluzione di (13.5). A tal fine si consideri la funzione così definita, per 
f e D : 

$&,. . ,&-! ,£) 
' = / ( ? ! , . . . , ? , _ ! , ? , ) , ? r > 0 , 

[= - / ( ? ! , . . . , ? , _ ! , ~f r) , ? r ^ 0 . 

Risulta $<EL2(D) e [ <P(£)^ = 0. 

Consideriamo il problema della determinazione di 11 e Hi (D) tale che 

-A2U = $ in D, 

-r— = 0 su 3D. 

Risulta Viri) = J N ( £ , r))$(r))dr), S e D, dove N(£, q) = {<^r(£, T?)} (A, * = 1, . . . ,r); 
D 

r(f, 17) è ora la funzione scalare di Green, definita in (11.6) e (11.7), del problema di 
Neumann per l'equazione di Laplace in D. Quindi, dalla definizione di $, segue che 

11(f) = [ [N(Ç, rj) - N(f, y)]f(r])dr], Ç s D, e risulta 11(f) = 0 su d^ + . Segue, quindi, 
D + 

che la funzione 

(13.9) u(Ç)=Mf= \W(Z,r})-N(t,Ì)ìf(r))dr)= J M(f, ij)/(ij)<fy, f e D + , 
D + D + 

appartiene a V(D + ) ed è la soluzione di (13.5). La matrice di Green M(f, 17) = 
= {M^ (f, >?)} ora è così definita: Mhk (f, rj) = $hk [r(f, 77) - r(Ç, ï?)] (A, * = 1, ..., r) e 
-T(f, 19) è definita in (11.6) e (11.7). In tal modo abbiamo nuovamente la possibilità di 
applicare la teoria generale della Nota I. 

14. COSTRUZIONE DI UN OPERATORE BASE PER UN CAMPO NON OMEOMORFO 

AD UN CAMPO SEMISFERICO 

Supponiamo che il campo A verifichi le stesse ipotesi richieste nella sezione 
12, cioè che siaZ = Z^U. . . UAp,Ah HAk = 0 {h * k) eAh=Âh-àÂh{h = 1, ...,p), 
con Af, campo tale che esiste un omeomorfismo f = £h) (x) bi-lipschitziano che 
trasforma il dominio Ah nel dominio sferico D = {?eR r : |f| ^ 1} (h = 1, ...,/>). 
Consideriamo il caso p = 2. Supponiamo che la varietà A —A Ç\AX C\A2, dif­
ferenziabile e di classe Cl, sia mutata da entrambi gli omeomorfismi nella medesima 
(r — 1)-varietà differenziabile Û contenuta nella frontiera 3D = {ÇeRr: |f| = l} . 
Sia Ah = dìA PI dAh(

3) una (r — l)-varietà differenziabile (in generale non connessa) 
la quale viene mutata, dalPomeomorfismo f = f(A)M, nella (r — l)-varietà Qj, con­
tenuta in 3D, (h = 1,2). V(A) denota ora il sottospazio di HX{A) costituito dalle 
funzioni (scalari) U tali che 17 = 0 su dxA. Sia V(A) la varietà lineare ottenuta 

(3) Risultando eventualmente Ah = 0, per h — \ oppure per h — 2. 
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introducendo in VÌA) il prodotto scalare ((U, V)) = ((U, V))x + ((U, V))2 definito 
in (12.5) e (12.3). 

Consideriamo il seguente problema: data una funzione a valori reali F E L 2 04), de­
terminare 17 e V(A) tale che 

(14.1) ((U,V)) = (F,V), WeV(A). 

(F, V) denota l'usuale prodotto scalare in L2(A). Il problema (14.1) ammette una e 
una sola soluzione U = NF. N è un PCO di L2(A). Se {Wh} è un sistema ortonor­
male e completo nello spazio V(A) la soluzione U di (14.1) è data da U = NF = 

00 

2 (F, W^) W^. La convergenza di questa serie è in ^04) e quindi in HX(A). 
h = \ 

h Poniamo NmF = I (F, W*) UT 
Risulta 

(N$ -N $ $) Z, ($>W ) 
\\N - AU = max //r. „ = max .^ = 
" mìl LHA)-{0} ($,$) LHA)-{0} ($,<P) 

E «u, wh )f «u, u» - E «u, w7* ))2 

_ h > m _ h = 1 

v(A) - {o} (EU, EU) VìA) - {0} (EU, EU) 

avendo indicato con V(A) la varietà lineare costituita dalle funzioni U e V(A) tali che 
esiste EUEL2 (A) in modo che ((U, V)) = (EU, V), W e V(A). Se Vm (A) denota il 
sottospazio di V(A) definito dalle equazioni ((U, Wh)) = 0, h = 1, ..., m, tenendo pre­
sente la (12.10), si ottiene che 

H M M II <, {iU> U)) * ( U ' U ) 

\\N - Nm\\ ^ sup ^ sup vm(A)-{o} (EU, EU) vm(A)-{o} ((U,U)) 

Sia {Yh(x)} una successione di funzioni appartenenti a C00(l?'") tali che 

(14.2) f !P*(%)<ffix = 0 (A^ 1) 

e costituenti un sistema completo in £(dxA) = { F e l ^ O j A ) : f T(x)dUx = o}. Se 

Xm(A) è la varietà lineare costituita dalle funzioni U e Hi (A), tali che 

(14.3)! jU(x)dEx = 0; 
dxA 

(14.3)2 | ¥*(x)U(x)<8;x = 0, (£ = 1, ...,m); 
$iA 

(14.3)3 ( ( U , ^ ) ) = 0, (6 = 1,. . . ,») 

e munita del prodotto scalare (12.5), risulta 

(U,U) _ (U,U) 
sup ^ sup ^w7-{o} «U, U» a t w - w ((U,U)) ' 
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Sia X(A) lo spazio di Hilbert costituito dai vettori {U\ U2} e H^A^ X HÌ(A2) 
tali che 

(14.4)! \u1dZ= ju2d2; 
A A 

(14.4)2 (u'dU^ lu2d2 = 0, 
A, A2 

munito del prodotto scalare (12.11). 
Se {$h} è il sistema introdotto nella sezione 12, verificante le (12.17) e costituen­

te un sistema completo in £(A), sia Xm(A) lo spazio dei vettori {U1, U2} tali 
che 

(14.5)! {U\U2}GX(A); 

(14.5)2 J¥bU1dS+JTbU2dS = 0ì (h = l,...,m); 
A, A2 

(14.5)3 JV^-U^-O, (h = l,...,m); 
A 

(14.5)4 ((U\W% + ((U2, W% = 0, (h = 1, ..., w) . 

Se U e Xw (A), definendo il vettore {U1, U2} mediante le (12.12), esso appartiene 
a 3^(4) . Introdotte le seguenti notazioni: U={U1, U2}, V={V1, V2}, [11, V] = 
= (U1, V1)! + (U2, y 2 ) 2 , [(li, V)] = ((U1, y 1 » ! + ((U2, V2))2 si ottiene che 

(U,U) ^ [11,11] 
sup ^ sup 

5q.W)-{0} ((U, U)) ^(A)-{o| [(11,11)] 
Come nella sezione 12 sia X° (A) lo spazio di Hilbert costituito dai vettori {U1 ,U2} e 

e Hi (Ai) X Hi (A2) verificanti le (12.12), munito del prodotto scalare (12.11). Sussiste il 
seguente Lemma: 

14.1. Il vettore 11 = {U1, U2} appartiene a X(A) se e solo se esiste un vettore V = 
= {V1, V2} appartenente a X°(A), univocamente determinato, tale che 11= V + C, dove 
(5= {C1 ,C2} è un vettore costante così definito: 

0=-±— [uldx= ~aósAl A \(v1-v2)ds--A—\ (v'ds+lv2^ 
mis^li J misA^misai^i J miso*Al J J 

Ai A \AX " 

misAi r - ~ i 
C2=-^— \\J2dx = , °" \ A Uvl-V2)dZ--ArT\ WUZ+lv'dS 

misA2 J mis A-mis a ^ J mis di A J J 
A2 A \Ai A2 

Se 11 E X(A) eVsX0(A), sia V=Tli l'isomorfismo lineare stabilito dal Lemma 14.1. 
Ripetendo dimostrazioni analoghe a quelle dei Teoremi 12.3 e 12.4 si prova che 

14.2. Il funzionale J777~f7ï: è dotato di massimo in Xm(A) — {0}. Il funzionale 

[11, 11] 
-r—1—— è dotato di massimo in Xm(A) - {0}. 
[(11,11)] m l J 
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Date le funzioni F^L2{Ah)y $eL2(A) e YsL2{Ah) tali che 

(14.6)* h(x)dx - \$(x)dZx - f ¥(x)dEx = 0 
Ah A Ah 

è esplicitamente nota la soluzione U e Hi (Ai,), tale che U(x)dx = 0, del problema: 

(14.7), ((U, V))b = \ F(x) V(x) àx-\ m V(x) dZx - J Y(x) V(x) dZx, 
Ah A Ah 

VVeHMb), h = 1,2. 

Risulta, infatti, 

(14.8)4 U(x) = ^Nh(x,y)F(y)dy - ^Nh(x,y)$(y)dZy - J N * {x,y)Y{y)dZy 

Ah A Ah 

xeAhy dove la funzione Nb(x,y) è definita nella sezione 12, h = 1,2. 

Assumendo F = 0 in A , Y= -Yb su A1 e $ = -4-— f F*<& su A, la 
misA J 

Ai 

(14.6)! è verificata. La (14.8)! permette di determinare W1,hsHi(A^) tale che, per 
A = l , . . . ,w,( 4 ) 

((1lFM,V1))i = ( ^ , V 1 ) A l - - ^ — f y ^ W ^ - f v 1 ^ ) ^ , , W 1 e Hi (Ai). 
mis A J J 

Ai A 

Analogamente assumendo F = 0 in A2, F = - FA su A2 e ó = —^— [ YbdU su A, 
mis A J 

A2 

sia W2,heHl(A2) la soluzione del problema (14.7)2 cioè sia tale che, per 
h = 1, ...,/#, 

((\r2>4,72))2 = (y*,y2)yl2-^-r fr^w^-fv2^)^, , w2eH,G42). 2 misA J J ' 
A2 A 

Segue che le condizioni (14.5)2, dovendo valere per ogni {U1, U2}eDi(A), tenendo pre­
sente la (14.2), possono così riscriversi: ((U1, Wl>b)\+ ((U2, W2>h))2 = 0y h = l,...,m. 

Se Wl>b + m e Hi (AJ è la soluzione di (14.7)! assumendo F = 0 in A , F = 0 su 
A i e $ = - ^ s u A e W2'* + m e Hx (42) è la soluzione di (14.7)2 assumendo F = 0 in 
v42, F = 0 su A2 e $ = & su A, le condizioni (14.5.)3 si riscrivono nel modo 
seguente: 

((U\W1>b+m))i + ((U2,W2>b + m))2 = 0, h = l,...,m. 

Posto Wl>b + 2m = Wb in A1? Wr2'A + 2% = ^ in A2 e W* = { ^ U > ^ 2 ' * } (A = 
= 1, ..., 3w) le condizioni (14.5)2, (14.5)3, (14.5)4, che servono per definire Xm (A), pos­
sono così riscriversi: [(11, Wh)] = 0, h = 1, ..., 3m. 

(4) Risulta (U, V)^ = J U(*) V ( x ) ^ VU, V e L2 (Ah) h = 1, 2. 
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Come nella sezione 12 il calcolo di zm si riconduce al calcolo del più grande auto­
valore del problema 

(14.9) [1i,8]=|jx[(1i,8)], UeXm(A), VgeXm(A). 

A noi interessa calcolare per eccesso rM. Vedremo come questo può farsi con il meto­
do degli Invarianti Ortogonali. 

Possiamo supporre che i vettori Wb = {Wl,h, W2,h}, h = 1, ..., 3m, appartenga­
no allo spazio X(A) e che sia [(Wh, Wk)] = Shk (h,k = 1, ..., 3m). 

Se U = V + e, dove V e X° (A) è univocamente determinato da l i e X(A) e C = 
= {Cl,C2} è il vettore costante determinato dal Lemma 14.1, tenendo conto di 
(12.30) e procedendo come nella sezione 12, il problema (14.9) si trasforma nel pro­
blema equivalente: 

òm òm 

(i4.io) [(9iv, z)] + [e, z] - 2 [(%, w*)][(3i^, w*)] - E Kz, w*)][e, wh] = 
h=\ h=i 

= (J.[(Vy Z)], Ve Di0(A): [(V, Wh)ì = 0, h = 1, ..., 3w, VZe X(A). 

Se 5 = TZ, posto Oj (^) = [(V1 - V2)dU e a2 (V) = f y 1 <ffi + f V2dZ, dal Lemma 
14.1 si deduce che A AX A2 

[e, Z] = [acl2 (^) + / ^ (T?)] [ Zldx + [acl2 (t>)"+ 8ax (V)] f Z2Jx = 

= mis dx [aCI2 (^) + ^ (V)] • [oca2 (S) + / ^ (S)] + 

+ mis cl2 [aCI2 (T?) + ^ (^)] • [aa2 (S) + ^ (S)ì, 

dove /3 = -misA2/(misA*mis31^4), S = misAi /^ i sA 'misSi^) e a = — l/misd1A. 
I funzionali &i (^) e <3L2 (V) sono lineari e continui in X° (A). È possibile quindi deter­
minare due vettori F = { F 1 , F 2 } e § = {Q1,®2} appartenenti a X°(A) tali che 

(14.11)! a 1 (^ ) = [(F, ^ ) ] , Ve Di0(A) 

(14.11)2 &2(^) = [($, V)], v e l ° W ) . 

Posto F = (misAJ172 [a$ + /3F] e $ = (misA2)
1/2 [<x§ + £F], i vettori F e $ apparten­

gono a 3t°(A) e risulta quindi [e, Z] = [(F, ^)][(F, S)] + [($, V)][($, S)]. 
Posto ^ = TW*, A = 1, ..., 3/», se £PW è il proiettore ortogonale di X°(A) sulla 

varietà lineare generata da (y1, ..., y3w) e Q^ V = V - &m Vy V e X° 04), il problema di 
autovalori (14.10) si può riscrivere nel seguente modo: 

Qm9lV+[(Y,V)]Qmr+mv)]€lm$=!J.V, VeX0(A):[(Vyy
h)]=0, h = l,...,3m 

che, se (JL ^ 0, equivale a 

(14.12) ^ ^ ^ ^ + [ ( Q , W F , ^ ) ] ^ F + [ ( Q , W # , ^ ) ] ^ # = ^ , V e * , 0 (4) . 

Seguitando ad usare le notazioni introdotte nella sezione 12, l'equazione (14.12) si tra­
sforma, mediante gli omeomorfismi (12.1), nell'equazione perfettamente equivalente 
nello spazio X°(D2), costituito dai vettori \i= {u\ u2} tali che ub(Ç) = Uh[x{h)(Ç)l, 
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h = 1, 2, per ogni U = {U\U2} E X° (A), munito del prodotto scalare ((ti, v))D: 

(14.13) Q „ g Q „ * + «Q„ft * Q ^ + «Q*& ^ ) ) D Q J = W ^ X°(D2), 

dove J = (mis^i)172 [a# + ^ ] e £ = (misA2)
1/2 [a£ + <fy]; 0 e £ e &° (D2) sono i tra­

sformati di F e $e3 t ° (4 ) , definiti da (14.11)! e (14.11)2, mediante gli omeomor-
fismi (12.1). La (14.11)i si trasforma, in D, nella (12.39) dove si è posto a = 1. Segue 
quindi che le (12.41) forniscono il vettore ^ = {^1,^2} esplicitamente. Il vettore 
<f> = {$\ 6̂2} G X°(D2), per (14.11)2, è tale che 

| vl (?) r1 (?) dco, + jv2 (?) r2 (?) duc = «e, tf)D, V»zX°(D2). 

7^(?) denota una ben determinata funzione misurabile e limitata in û^, avente un 
estremo inferiore positivo in Qj,, h = 1, 2. Tenendo presente la (12.40) si ottiene per 
<f> = {(p1, $2} la seguente espressione: 

(14.14) $h(t) = \rh(l;,r])y
h(rì)d^ + 

+ 7 £ ^ f l / A W l ^ f ^ T > l / A W | ^ A = 1,2; 
(misA)2

D
J
 D

J 

le funzioni r(?, 7?) e /^(? , rj) (h = 1, 2) sono definite nella sezione 12. Da (14.14) e 
(12.41) si deducono le espressioni esplicite di $ e <fi. 

L'equazione (14.13), considerata in X°(D2), dà luogo alla seguente, considerata 
nel sottospazio [L2(D)]2r di [L2(D)]2r, descritto da grado quando v descrive 
X°(D2): 

(14.15) grad Qm§Qm3(grad *) + (grad Qm 0, grad *)* grad Qw J + 

+ (grad Q„0, grad v)2rgrad Qmì = V-grad <y o E X° (D 2 ) . 

tf è l'operatore di [L2(D)]2r in [L2(D)]2 definito nella sezione 12. 
L'operatore a primo membro di (14.15) è la restrizione a [L2(D)]2r del seguente 

operatore R{m), definito in tutto [L2(D)]2r: 

(14.16) R w ì = grad QmQQmSZ + (grad Q*?, 0 * grad Qm$ + 

+ (grad Qw & 02r grad Qw $. 

Ripetendo dimostrazioni analoghe a quelle dei Teoremi 12.5, 12.6 e 12.7 si prova che 

14.4. L'operatore R^m\ definito in (14.16), è un PCO, positivo ma non strettamente, 
dello spazio [L2(D)]2r. Inoltre R{m) appartiene alla classe 75", per u > r/2, 

Sussiste, inoltre, il seguente fondamentale Teorema: 

14.5. Ogni autovalore positivo dell'equazione 

(14.17) RMZ = tf, £e[L2(D)]2 r 

è autovalore di (14.15), cioè di (14.9). 
(Cfr. Teorema 12.9) 
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Applicando il metodo degli Invarianti Ortogonali all'operatore R{m) è quindi pos­
sibile costruire esplicitamente una successione {rmn} tale che, per ogni m ^ 1, n ^ 1, 
risulti zm ^ T„t„ + i ^ TW>„ e l̂im rm>n = zm. 

Se U e V sono r-vettori di V(A) e F = (Fx, ..., Fr) G L2 04), consideriamo il seguen­
te problema: determinare la soluzione U G V(A) dell'equazione 

(14.18) «u, v)) = JF,. v;-<&, vy G vw), 
A 

dove ((•, •)) denota ora il prodotto scalare (12.52). 
Se {1$^} costituisce un sistema ortonormale e completo di r-vettori nello spazio 

V(A), ottenuto introducendo in V(A) il prodotto scalare (12.52), la soluzione di 
m 

(14.18) è data da U = MF = E (F,Wb)Wb. Posto MmF = E (F,Wb)Wb, 
A ^ ì £ = ì 

la teoria sviluppata in questa sezione permette la maggiorazione esplicita di 

I|M-MJ|. 

14.6. E possibile determinare una costante q0 > 0, che dipende da A, tale che 
B(UyU)^q0((UyU)\ WeV(A). 

(Cfr. Teorema 12.10). 

Posto B0 (U, V) = q0 ((U, V)), (0 < tfo < tfo), assumendo S = L2 (A) e H = V(A) per 
il Lemma 14.6 il problema 

(14.19) B0(U,V) = (F,V), W G H , F G S , U e H 

costituisce un problema base per (13.1). La soluzione di (14.19) è data da U = 
= G0F = {l/q0)MF. Sostituendo a G0 l'operatore esplicitamente noto G0> OT = (l/q0)Mm 

è possibile applicare la teoria esposta nella Nota I per la costruzione della soluzione 
del problema iniziale (13.1). 

1 5 . I PROBLEMI DI TRASMISSIONE 

Sia A un campo limitato di Rr. Supponiamo che A sia propriamente regolare di 
classe C*. Siano A1eA2 due insiemi disgiunti di dA tali che dA = Ax U A2 e sia A un in­
sieme contenuto in A che soddisfa le seguenti condizioni: A U A^ è la frontiera di un 
campo regolare AhcA{h = 1,2) tale c h e ^ fi A2 = 0, A = Ax U A2• Supponiamo che 
Ax e ^42 siano occupati da due corpi elastici nelle loro configurazioni naturali e che i 
coefficienti elastici di Aq siano funzioni a^jk (x) a valori reali e di classe C °° in Aq, q = 
= 1, 2, verificanti le condizioni di simmetria (9.1) e l'ipotesi (9.2). Si può pensare A co­
me un corpo elastico eterogeneo nella sua configurazione naturale, con coefficienti 
elastici 

aw M • 

in generale discontinui lungo A. 

= Ofyk M , x E A1 , 

= a$k(x), xeA2, 
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Procedendo euristicamente possiamo dire che i problemi dell'equilibrio per il cor­
po elastico A sono i seguenti: date le funzioni F 1 (x) = (F/ (x), ..., F/ (x)) e C M (Ai) e 
F2 (x) = (Fi2 (x), ..., Fr

2 (x)) E C °° (42), determinare U(x) = (Ui (x), ..., Ur (*)), x G A, 
tale che, se 17 * M = U(x), X E ^ I e U2(x) = U(x), xeA2, risulti 

(15.1) ^ ( ^ * W ^ " U / ] + f / W = 0, * e ^ , / = l , . . . , r , * = 1,2; 

(15.2) Uq soddisfa su Aq, q = 1, 2, /e condizioni I), II) o III) descritte nella sezione 7; 

(15.3) UJ = U2 5wA. 
Se « ^ = {«i^, ..., n}q)} è la normale a A diretta verso l'interno di Aq (q = 1, 2), <fe-

t>e essere 

(15.4) »4
(1)«SWU,» + »i 2 ) «g(*)U£ = 0 «* A, / = 1, ...,r. 

Tale tipo di problemi, considerato per la prima volta da M. Picone nel caso partico­
lare in cui Ai e A2 siano due corpi isotropi e omogenei con diverse costanti di Lamé 
(cfr. [22]), è stato successivamente studiato in [37], [38], [39] e [26], dove si dimo­
stra l'esistenza di una soluzione regolare se tali sono i dati del problema. Faremo ora vedere 
come questi problemi rientrino nella teoria sviluppata in queste Note. 

Le condizioni al contorno (15.2), cui è soggetto il corpo A, possono essere dei 
seguenti tipi: 

(15.2)! U1 = 0 su Ai; U2 = 0 su A2 (corpo fisso su &4); 

(1^.2)2 W W U ; = 0 s u A i ; nl2)a$k(x)U;/k = 0 su A2 

(corpo privo di vincoli); 

(15.2)3 W = 0 su diA H Aq ; n?a$k (x) Uf/k = 0 su 32A DAq (q = 1, 2), 
(corpo fisso su SiAcSA). 

Sia V(A) la varietà lineare di Hx {A) costituita da tutti gli spostamenti ammissibili 
del corpo A, supposto assoggettato ad un sistema di forze di massa rappresentato dal­
la funzione: 

I — F*(x), se x s Ai, 

= F2(x), se x E A2. 
o 

Precisamente nel caso (15.2)! si ha V(A) = Hx (A); nel caso (15.2)2 si ha V(A) = Hi (A); 
infine nel caso del problema (15. 2)3 V(A) è la varietà costituita dai V E HX (A) tali che 
V = 0 su diA. Il problema (15.1), (15.3), (15.4) con le condizioni (15.2)i o (15.2)3 

ammette una e una sola soluzione U e V(A); con la condizione (15.2)2 tale problema 
ammette una e una sola soluzione U E W(A) (cfr. sez. 10) se e solo se risulta 
[F1b)p(pc)dx+ [F 2 (X)P(X)JX = 0, VpGRW) (cfr. [26] e [37]). 

A A 

Per ogni I ^ V e H ^ ) sia 

Bq(U«,V«) = \a^(x)U?/kV«/hdx, 4 = 1,2, 
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e sia, per ogni U, VeHi(A), 

B(U, V) = B1 (U, V) + B2 (U, V) = J ^ M U,y* V ^ x . 

Dalla formula di Green segue che, per ogni V1 e Ht (Ai) e V2 e Hx (A2) verificanti le 
condizioni al contorno (15.2)!, (15.2)2 o (15.2)3, le equazioni (15.1) si riscrivono nel 
modo seguente: 

A Ai 

B2(U
2, V2) + \a^(X)U2

kV
242)dS=\F2V2dx 

A A2 

e quindi se V1 = V2 su A, imponendo al vettore incognito U le condizioni (15.3) e 
(15.4) segue che la soluzione U di (15.1) è soluzione del problema 

(15.5) B(U, V) = ÏFsMVjMdx, W e VÌA). 
A 

Viceversa dalla teoria generale sviluppata in [26, sez. 3, 6] segue che la soluzione 
di (15.5) soddisfa le equazioni (15.1) e, su Ax e A2, le condizioni al contorno (15.2). 
Dalla formula di Green e, per l'arbitrarietà di V, dalla (15.5) segue che U soddisfa le 
(15.4). 

D problema (15.5) coincide con uno dei problemi considerati in (9.4), in (10.4) 
oppure in (13.1) e, viste le ipotesi (9.2) assunte sui coefficienti a^k(x), q = 1, 2, esiste 
una costante p2 > 0 per cui vale, rispettivamente, la (9.2), la (10.5) o la (13.2). Ciò 
consente di applicare la teoria sviluppata in queste sezioni per la costruzione della so­
luzione Uè VÌA) di (15.5). 

Quanto detto fin ora si estende al caso in cui A sia composto da ^ corpi elastici 
Ai, ..., A*> incastrati l'uno nell'altro, con differenti coefficienti elastici, ottenendo an­
che in questo caso un problema nella forma (15.5). 

Lavoro svolto con il finanziamento dell'Istituto Nazionale di Alta Matematica «Francesco Severi», 
Roma. 
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