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Calcolo delle variazioni. — Problemi di partizioni ottimali con dati illimitati. Nota
di GiuserpE CoNGEDO e Itaro Tamanini, presentata (¥) dal Socio E. De Giorgi.

AsstracT. — Optimal partitions with unbounded data. The aim of this Note is to present an existence
result for one of the functionals proposed by D. Mumford and J. Shah, under more general hypotheses
with respect to the existing literature. The local finiteness of the optimal partitions is also shown.

Key worps: Caccioppoli sets and partitions; Optimal partitions; Image segmentation.

Riassunto. — In questa Nota si risolve il problema di esistenza per un funzionale alla Mumford-
Shah in ipotesi pitt generali rispetto ad altri precedenti lavori sull’argomento. Si dimostra inoltre la locale
finitezza delle partizioni ottimali trovate.

INTRODUZIONE

In alcuni recenti lavori[2, 14] si sono studiate le soluzioni di un problema di mi-
nimo, associato ad un tipo di approssimazione ottimale di una data funzione mediante
funzioni costanti a tratti. Esso trae origine da un approccio variazionale proposto da
D. Mumford e J. Shah [13] per la trattazione di problemi di segmentazione di imma-
gini nella teoria della visione artificiale, e rientra nella classe di problemi di tipo «fron-
tiere minime» introdotta da E. De Giorgi in [6].

Nei lavori citati[2, 14] si & esaminato il caso in cui la funzione assegnata & limi-
tata (piti precisamente, appartiene ad L? (Q2) N L (2), con Q aperto di R”), giungen-
do a dimostrare teoremi di esistanza e regolarita delle soluzioni. Analoghi risultati
vengono qui ottenuti per funzioni appartenenti allo spazio L’ (Q) N L2 (Q).

Nella prima parte della presente Nota viene enunciato il Teorema di esistenza e re-
golarita, ed & esposto un controesempio che evidenzia I'ottimalita della scelta dell’in-
dice di sommabilita #p per il dato.

Nella seconda parte viene risolta un’opportuna «formulazione debole» del proble-
ma considerato, relativa ad un problema di minimo di un funzionale, ambientato su
coppie costituite da partizioni di £ aventi perimetro totale finito e da funzioni che as-
sumono valoti costanti su ogni singolo elemento della partizione.

La dimostrazione del Teorema si ottiene infine utilizzando un «procedimento di
scoppiamento», abbinato ad un «metodo di eliminazione»: quest’ultimo, sostanzial-
mente, afferma che se 7 insiemi di una partizione ottimale occupano «gran parte» di
una palla, allora ne occupano completamente una pallina concentrica.

1. ENUNCIATO DEL TEOREMA PRINCIPALE E RELATIVO CONTROESEMPIO

In tutto questo lavoro indicheremo con # un numero intero maggiore o uguale a 2,
con A un numero reale positivo, con p un numero reale maggiore o uguale a 1, con Q
un aperto di R”.

(*) Nella seduta dell’11 novembre 1992.
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TeoreMA 1. Se ge L?(Q) N L% (Q), allora esiste il minimo del funzionale

(1) F(C, u) = A j lu—g|Pdc + H'-1(C N Q)
oNe
(dove H” ~' ¢ la misura di Hausdorff (» — 1)-dimensionale in R”) sull’insieme delle
coppie ammissibili (C, ) tali che:
a) C & chiuso in R”;
b) ue CHOAN\C) con Vulx) =0 Vx e O\ C.

Inoltre, se (K, w) & una coppia minimizzante il funzionale (1), allora w assume un
numero finito di valori in D\ K, VD compatto c Q.

OsservazionE 2. L'ipotesi g € L (Q) ¢ essenziale per la validita del precedente
Teorema. Infatti, nell’esempio che segue Vg tale che 1 < ¢ < #p costruiremo una fun-
zione g € L7(Q) per la quale il funzionale (1) non ha minimo.

Esempro 3. Sia {x; }, .~ una successione di punti densa in Q e poniamo g, = e %
Vh e N.

Poniamo inoltre B, = B

.. (2 palla di centro x, e raggio g;),

@ =ae’yp, (dove yp & la funzione caratteristica di E e a = (22/0)'?),
g=2 g
p=1
E facile vedere che ge L4(Q) Vg tale che 1< g <np.

Supponiamo per assurdo che esista una coppia (K, w) minimizzante il funzionale
(1) e sia A una componente connessa di @\ K. Sia ¢# > 0 il valore costante di w su
A: ¢t =w(A). Si pud certamente trovare un indice £ tale che

BiccA e teF<a(l—27r),
Posto C = K U 3B,,

aek iﬂBk,

u =5t mA\Ek,
w in ONAUK),

si ha che (C, #) & una coppia ammissibile per il funzionale (1), ovvero C & chiuso in R”

e ueCl(Q\C) ¢ tale che Vu(x) =0 Vx e O\ C. Ora:
F(K, w) — F(C, u) =A[(|z—g(x)|t>— |aek — g(x)|?)dx — H" "' (8B,) =
By
= AMae* —2)?|B, | — H" ™ '(3By)

dove |E| denota la misura di Lebesgue di EcR”. In base alle ipotesi precedenti,
quest’ultima quantita & positiva, contraddicendo in tal modo la minimalita di
(K, w).
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2. NOTAZIONI, DEFINIZIONI E RISULTATI PRELIMINARI

Per la dimostrazione del Teorema 1 & opportuno introdurre una «formulazione
debole» del problema di minimizzare il funzionale (1). A tale scopo premettiamo al-
cune definizioni riguardanti le partizioni di Caccioppoli.

DerinizionE 4. Sia U una famiglia finita o numerabile di insiemi misurabili di R”.
Si dice che U & una partizione di Caccioppoli di Q e si scrive U € PC(Q) se e solo se esi-
ste una successione {U;};.n tale che

cu/={U,':l.€N}, |Q_UIUI’ =0, U1=UI(1) VI'GN,

UNnu =0 Viz#j _EP(Ui,A)<+0° VA aperto ccQ,

i=1
dove VE misurabile c R” E(a) e P(E, A) denotano rispettivamente I'insieme dei punti
di densita « € [0, 1] di E ed il perimetro di E in A, ovvero:

B = |re ke tim L0 BH
o) = 3yX € ‘p—>0 'BP(X)l axr,

P(E, A) = sup[ j div(x)dx: ¢ € CL(A, R, |$x)] <1 Vx].
E

OsservazioNE 5. In[2] sono provate le seguenti proprieta: Se U € PC(Q) e U =
= {U;: i € N} allora:

@) ZH”_I(Q - ,QIU;') = i PU;, Q);

i=1
(i) H”"l[(Q - ﬁl U,v) - U (U;a/2n U,-(1/2))] = 0.
i= i#j

Dalla osservazione precedente segue in particolare che la serie >, P(U;, 2) non
i=1
dipende dalla successione {U;};.n scelta per rappresentare la partizione U; porremo

in seguito
P(U, Q) = % ZIP(U,-,.Q).

OsseRvVAZIONE 6. La denominazione di partizione di Caccioppoli analoga a quella
gid usata di insieme di Caccioppoli ¢ giustificata dalla considerazione dei lavo-
ril4, 5,7, 9, 10-12].

Dermizione 7. Diremo che la coppia (U, #) € una partizione di Caccioppoli pesata
di Q e scriveremo (U, #) € PCP(Q) se e solo se U € PC(Q2) e u & una funzione a valori in
R=RU {—®, + o} definita sulla unione degli insiemi U della partizione U, e co-
stante su ogni insieme U di U.
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Dermnizione 8. Sia {Uy }, < n una successione di partizioni di Caccioppoli di Q.
Diremo che U, converge ad U, in L. (Q) se ¥, e N U {0} & possibile trovare una
successione {U, ; };n tale che

U, ={U,;: ieN} e blimJ'lXU,,‘,-_XUw,,-Idx=0 VieN e VAccQ,
4
A aperto.

Si ha il seguente risultato di compattezza:

TeoreMA 9. Se {Uy, #;, }5 < n & una successione di partizioni di Caccioppoli pesate
di Q e se sup {P(U,, Q}: h e N} < =, allora esiste una successione strettamente cre-
scente di interi {/; }; .y ed una partizione pesata (U, , %, ) di Q2 tale che per £ — o si
abbia

Uy, = U, in L. (Q),

ty, (x) > u, (x)  per quasi ogni x € Q.

3. FORMULAZIONE DEBOLE DEL PROBLEMA DI MINIMO

Derinizione 10. Sia g e L? (2); per ogni (U, #) € PCP (Q) poniamo
2 G #) = POW D) + 2 [ |u = gl dx.
g

Dal Teorema 9, usando il metodo diretto del calcolo delle variazioni, scende facil-
mente il seguente

Teorema 11. Nelle ipotesi precedenti, il funzionale G ammette minimo nelle cop-
pie (U, #) € PCP (Q).

La dimostrazione di esistenza di minimi del funzionale (1) si basa su di un «Lem-
ma di eliminazione», relativo a minimi locali del funzionale (2), secondo la
seguente

DermnizioNe 12. Sia g e L, (Q), A aperto ccQ e (U, ) e PCP (Q); poniamo
Gy (U, 5 4) = POU, A) + 2 [ | —g?d.
4

Diremo che (W, w) € PCP (Q) & minimo locale in Q di G, se e solo se VA aperto ccQ,
vale

(@) G (W, w;A) < + =,

(@) G, (W, w; A) < G, (U, #; A) Y(U, #) € PCP(Q) tale che U=We u=w in
AND con D compatto opportunamente scelto in A.

Lemma 13 (di eliminazione). Sia g € L% (Q). Sia (W, w) minimo locale in Q di G,,
sia inoltre {W; }, . tale che W@ = {W,: 7 € N'} e indichiamo con # il valore costante as-
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sunto da w su W,. Fissato 7 € N, poniamo

n=nnm=n"w2 " 6" m"

e, fissato x € Q, scegliamo 5 € (0, dist(x, 3Q)) tale che
2m) max J |, — g(y)|?dy < nwl/”.
1<ism B
Se per s € (0,5) vale

m

BN w | <

allora

Bx,s/3\\ U ‘W:
i=1

II Lemma precedente estende un analogo risultato dimostrato in[14] nel caso

geL”(Q)

=0.

4. DiMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 1

Dal Teorema 11 e dal Lemma 13 scende facilmente I’esistenza di minimi per il fun-
zionale F in (1). Infatti, se (W, w) € PCP (Q) & un minimo di G allora W N Q & aper-
to YW e 9, grazie al Lemma 13 (si ricordi che W = W(1)). Posto

K=0Q-U{W: We W},
si trova facilmente che (K, w) minimizza il funzionale F, con valori minimi coinciden-
ti, cioe F(K,w) = G(\, w). Analogamente da ogni coppia (K,w) minimizzante il
funzionale F si ottiene facilmente una partizione di Caccioppoli pesata (W, w) che mi-
nimizza G (prendendo essenzialmente i punti di densita 1 delle componenti connesse
di OQ\K ed estendendo ad essi, in modo naturale, la funzione w).

Lo studio della ulteriore proprieta di finitezza dei minimi del funzionale (1), enun-
ciata nel Teorema 1, si basa su di un «metodo di scoppiamento» e su alcuni risultati ri-
guardanti le partizioni ottimali ottenuti in[14]. A tale scopo & fondamentale il se-
guente Teorema di convergenza:

Teorema 14. Sia g, € LL. (Q) Vb € N tale che g, — g., per L{, (Q) per h — . Sup-
poniamo che Vb e N, (W), w;) € PCP (Q) sia un minimo locale in Q del funzionale
G, , e che

%)
Wy — W in L (Q)
wy(x) > we (¥)  per quasi ogni x € Q,
con (W, ,w. ) ePCP(Q). Allora (¥, ,w.) & minimo locale in Q di G, .
OsservazionE 15. Usando il Teorema precedente e considerazioni del tipo usato

in[2] e[14] si riesce ad ottenere anche la locale finitezza dei minimi (si
veda [3]).
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