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Matematica. — Teoria degli operatori intermedi e applicazioni: statica elastica con 
coefficienti discontinui, il problema delle tensioni. Nota III di FLAVIA LANZARA, pre­
sentata (*) dal Socio G. Fichera. 

ABSTRACT. — Theory and applications of intermediate operators: elastostatics with discontinuous coeffi­
cients, the problem of the tensions. The theory of Note I is applied to the boundary value problem of Elas­
tostatics when vanishing forces are given on the boundary. The elastic coefficients are only supposed to 
be bounded and measurable. A detailed analysis is carried out for determining the base operator. 

KEY WORDS: Elastostatics with discontinuous coefficients; Green's operator; Green's matrix. 

RIASSUNTO. — Viene applicata la teoria della Nota I al problema al contorno dell'elastostatica quan­
do sul contorno vengono prescritte forze nulle. I coefficienti elastici sono supposti solo limitati e misura­
bili. Viene fatta un'analisi dettagliata per determinare l'operatore base. 

In questa Nota si applica la teoria generale sviluppata nella Nota li1) al problema 
al contorno dell'elastostatica corrispondente al cosiddetto problema delle tensioni: for­
ze di massa e forze superficiali assegnate. Senza sostanziale lesione alla generalità, sup­
porremo nulle le forze superficiali. Come nella Nota II (2) assumeremo i coefficienti 
elastici soltanto misurabili e limitati (cfr. sez. 7). 

Le numerazioni delle sezioni e della bibliografia proseguono quelle della Nota II. 

10. IL PROBLEMA DELLE TENSIONI PER UN CORPO ANISOTROPO 

A COEFFICIENTI ELASTICI DISCONTINUI 

Supponiamo che A sia un campo limitato dello spazio cartesiano r-dimensionale, 
campo che assumiamo come configurazione naturale di un corpo elastico che seguitia­
mo a chiamare con A. 

I coefficienti elastici a^jk M di A sono funzioni limitate e misurabili e sussistono le 
(9.1) e (9.2), con un'opportuna costante positiva p0. 

Si suppone che nessuna forza agisca sul contorno dA. In tal caso come classe degli 
spostamenti ammissibili si assume lo spazio Hi (A). Se F = (F1? ...,Fr) è la forza di 

massa che agisce sul corpo A, F e L2 (A), posto 13(17, V) = aty^ M U^ Vj/kdx, U, V e 
A 

e Hx (A), le equazioni dell'equilibrio per il problema delle tensioni possono scriversi nel 

(*) Nella seduta dell'11 novembre 1992. 
(*) Teoria degli operatori intermedi e applicazioni: risultati generali. Rend. Mat. Acc. Lincei, s. 9, vol. 3, 

1992, 79-101. 
(2) Teoria degli operatori intermedi e applicazioni: statica elastica con coefficienti discontinui, il proble­

ma degli spostamenti. Rend. Mat. Acc. Lincei, s. 9, voi, 3, 1992, 149-171. 
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modo seguente: 

(10.1) B(U, V) = hjMVjMdx, W e H! 04). 
A 

Non essendo il corpo elastico soggetto ad alcun vincolo la forza di massa F non po­
trà essere data ad arbitrio. Il problema (10.1) ha soluzione se e solo se, per ogni spo­
stamento rigido p(x) = (piM, ..., pr(x)), la forza di massa F(x) soddisfa le condizioni 
di compatibilità: 

(10.2) ÏFi(x)pi(x)dx = 0. 
A 

Un generico spostamento rigido si esprime nel modo seguente: p(x) = a + Cx, dove a è 
un r-vettore costante e C = ((QJ)) una matrice costante emisimmetrica cioè tale che 
Cy = —Cji (i, j = 1, ..., r). Se R(A) è la varietà lineare costituita da tutti gli spostamenti 
rigidi, essa ha dimensione r(r + l) /2. 

Esiste la soluzione U e.Hx{A) di (10.1) ed è determinata a meno di uno sposta­
mento rigido p e R(A). Infatti per la seconda diseguaglianza di Korn (cfr. [26, p. 381]) 
esiste una costante c3 > 0, che dipende da A, tale che 

(10.3) J eth [U] eé [U]dx + J UtUtdx ^ c3 ||U||? , VU G H, (A) 
A A 

che, insieme alla (9.2), fornisce un teorema di esistenza e unicità per la soluzione U G 
G Hi G4)delproblema£(U, V) + (U, V) = (F, V), W e Hx (A). SiaU = §F. Il problema 
di determinare UeH, (A) tale che B(U, V) + (U, V) = À(U, V) + (F, V), A e R, è così 
equivalente al problema U = AgU + gF. A quest'ultima equazione si può applicare la 
teoria dell'alternativa di Fredholm che assicura l'esistenza della soluzione U se e solo 
se il termine noto F è ortogonale ad ogni soluzione dell'equazione omogenea U = 
= AgU cioè ad ogni soluzione dell'equazione B(U, V) + (U, V) = A(U, V). Per A = 1 si 
ottiene il problema (10.1) che quindi ha soluzione se F è ortogonale alle autosoluzioni 
dell'equazione omogenea B(U, V) = 0 VVeH^A) cioè se F soddisfa le condizioni 
(10.2). 

Se U è soluzione di (10.1), U + p è ancora soluzione, qualsiasi sia peR(A) Se 
W(A) è il sottospazio di Hi (A) costituito da tutte le funzioni U ortogonali in L2(A) 
agli spostamenti rigidi cioè W{A) = {U e Hx (A): (U, p) = 0, Vp e R(A)} è evidente 
che è unica la soluzione del problema (10.1) in W(A). Con questa condizione il pro­
blema (10.1) equivale a determinare U e W(A) tale che 

(10.4) B(U, V) = (F, V), WeW(A)} 

data FeL2(A) verificante le condizioni (10.2) (cfr. [31]). 

10.1. Esiste una costante p2 > 0, che dipende da A, tale che 

(10.5) B(U,U)ì2p2jUi/hUi/hdx, VUeWiA). 
A 

(Cfr. [31]). Sia Xl ^ A2 ^ ... la successione di autovalori corrispondente al pro-
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blema B(U, V) = A(U, V), U,VeW(A). Risulta Xx > 0 dato che l'equazione 
5(17, V) = 0, W G WC4), non ammette autosoluzioni in W(A). Se A è tale che 0 < A ^ 
^ Àj , sarà 

(10.6) B(U, U) & MU, U), VU e W(A). 

Quindi, tenendo presente (9.2), (10.3) e (10.6) si ottiene 

B(U, U)(l +P0À-1) £p0 Je&[U] e*[U]<& +Po(U, U) ^ / ^ I M I i 

cioè la (10.5) vale assumendo p2 = (pò c^)/{\ +p0\~
l). Per il calcolo esplicito della 

costante cò cfr. [32-33]. Possiamo supporre che p2 sia una costante esplicitamente 
nota. 

Supponiamo che esista un omeomorfismo bi-lipschitziano che trasforma il campo A 
in un campo D per il quale è esplicitamente noto l'operatore di Green N tale che, se 

feL2(D) e I /(<?) dÇ = 0, allora « = Nf appartiene allo spazio H1 (D) ed è soluzione del 
D r 

seguente problema: determinare & e Hj (D), \ u(£)dE = 0, tale che 
D 

(10.7) ((«, *)) = [ / */ <#, Vz; G HJ (D):ïv(*)d!; = 0. 

Come nelle sezioni precedenti ((«, #)) denota il prodotto scalare (8.10), assumendo 
v > — 2/r e o- = v/(v + 2), e X(D) è lo spazio di Hilbert ottenuto introducendo in 
Hi (D) questo prodotto scalare, convenendo di identificare due funzioni che differi­
scono per un r-vettore costante. L'operatore N è un PCO dello spazio L2(D)/r-vettori 
costanti, ed appartiene alla classe lom per un opportuno m > 0. Nelle sezioni 11 e 12 
verranno considerati campi che verificano queste ipotesi, assumendo v = 0 e 
cr = 0 . 

Adoperando le tecniche già descritte in [31] faremo vedere come l'operatore N 
dia luogo ad un operatore base G0 che permette di applicare al problema (10.4) la teo­
ria generale descritta nella Nota I e permette di ripetere per il problema delle tensioni 
le considerazioni contenute nella sezione 9. 

Se x = <//(£) è Fomeomorfismo bi-lipschitziano di D su A, il problema (10.1), proce­
dendo come nella sezione 9, si trasforma nel problema equivalente 

(10.8) ®(u,v) = \fMvM |/(01#, \fveHx(D), 
D 

dove /(f) = det d<p/d% è il determinante della matrice jacobiana della trasformazione 
x = #£), MS) = FM$) ('" = 1, .,., r), e risulta 

*®q té) = am (m) d$p /dxh d?q /3xk | /(0 | , (/, j,p,q=l,...,r), 

®(u, v) = | aipjq (f) ut/p (?) vjlq (E) di. 
D 

Posto p(f) = p(</>(f)), la funzione /(£) appartiene a L2(D) e soddisfa le condizioni 
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di compatibilità: 

(10.9) \fM)~pM) l / ( « l * = o, VpeRiD), 
D 

dove R(D) è la varietà lineare di tutti i vettori p(?) = tc(<//(£)), per ogni p(x) e 
eR(A). 

Sia LQ(D) lo spazio costituito dalle funzioni di L2 (D) che verificano le condizioni 
(10.9) e sia W(D) la varietà trasformata della W{A) cioè 

TP(D) = « e f̂  (D) : J «,- (?) p, (?) |/(?) | di = 0, V~pe R(D) 

Il problema (10.4) si trasforma nel problema equivalente di determinare u e W(D) 
tale che 

(10.10) Œ(u, v) = ' ( / , l/l f/) (3), Vz; e W(D), 

d a t a / e LQ (D). Sia & = Gf la soluzione. L'operatore G è simmetrico nello spazio 
LQ(D) dotato del prodotto scalare 

[uyv] = ^u1(£)vl(ï)\J(ï)\dï. 

Si indichi con LQ(D, | / | ) questo nuovo spazio che, per (9.8), è hilbertianamente iso­
morfo a LQ(D). L'operatore G è un PCO dello spazio LQ{D, \J\). 

10.2. E possibile determinare una costante positiva q0 (v), che dipende dal campo D, 
tale che 

f / Bu; du,-
10.11) Œ{u,u)&q0(v) K r ^ T 

S«, 3 ^ 3% 3«A 
+ (v — cr) — z 1" cr — — s?, a& 3?* 3% 

Vu e W"(D), dot* v > -2/r e cr = v/(v + 2). 
Per a e W ) ) , se U(x) = «(?(*)), per (10.5): {B(u>u)=B(U,U)^p2\Ut/h Ui/hdx. 

A 
Procedendo in modo analogo alla dimostrazione del Lemma 9.1 si ottiene: 

J Ui/b ui/h dx = J -^ 
4 D S/? 

3«f- 3 ^ 3?p 3?^ 

sP 3 ^ 3 ^ dxh 
|/(?)|#: 

>r-rl2-2c^ 
., f dui du; . . x 

**-' at**»"""" 
•r/2-2 rr -2 „ . 

^0 c l P2 

J( 9«/ d^ • Bui duh dui duh \ 
—— — h (v - cr) — h c r - —- dÇ, 
3?, 3?, 3?, 3?, 3?, % 

dove c0 e c1 sono le costanti che intervengono in (9.5) e pi (v) è l'inverso del più piccolo 
autovalore della forma quadratica sotto il segno dell'ultimo integrale, che risulta defi-

(3) D'ora in avanti {u, v) denoterà il prodotto scalare in L2(D) cioè (u, v) — U;V;dZ. 
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nita positiva per la particolare scelta dei parametri v e o\ La (10.11) vale assumendo 
<?o M = pi M r ~r/2 " 2 4 c{~2 p2. 

Aggiungendo un opportuno r-vettore costante può sempre supporsi che sia, per 
ogni u E X{D), 

(10.12) J«(f) |/(É)| # = 0.' 
D 

Consideriamo ora il seguente problema: da ta /e L2 (D) tale che /(£) |/(f) | d% = 0, 
determinare & G 3C(D) tale che D 

(10.13) ((«,*;)) = (/, | / H VZ;E^C(D) . 

Da (10.7) segue che Tunica soluzione del problema (10.13) è data da u = Mf = 

= N( l/l / ) - (mis^)"1 f (N( | / | /))(£) |/(f) | di SiaL2 (D, | / | ) lo spazio costituito dalle 
D f funzioni / e L2 (D) tali che /(?) |/(f) | <#; = 0, munito del prodotto scalare [«, *;] = 

D 

= («, l/l t;). L'operatore M è un PCO di L2(D, |7|)._ 
Consideriamo ora il problema di determinare u E W(D) tale che 

(10.14) ((*,*)) = (/, l / K V ^ E T O ) , 

data / E L 2 ( D , [/I). 
Decomposta la varietà lineare R(A) nella somma diretta della varietà R°(A), di di­

mensione r, costituita dagli r-vettori costanti e della varietà R1 (A), di dimensione rx = 
= r (r — l)/2, costituita dai vettori della forma Cx, sia R1 (D) la varietà lineare trasforma­
ta dalla R1 (A) tramite l'omeomorfismo x = <£(?). 

Introdotto in W(D) il prodotto scalare (8.10) con v > —2/r e a- = v/(v + 2), sia 
W(D) la varietà lineare così ottenuta cioè 

*W(D) = « E ^C(D) : | ^ (0 p. (0 |/(f) | * = 0, Vp E Rx (D) 

I due spazi W(D) e 'W(D) sono hilbertianamente isomorfi. Sia 77 il proiettore ortogo­
nale di X(D) su V&{D). La soluzione del problema (10.14) è data da u = IIMf. L'ope­
ratore iZM, considerato da L2 CD, [/| ) in L2. (D, |/1 ), è compatto perchè lo è M. Inoltre 
è simmetrico e positivo. Infatti se / e g E L2, (D, | / | ) : ( | / | / , /ZMg) = {(IIMf, IIMg)) = 
= {IIMf, l /U) e ( l/l / , IIMf) = \\\nMf\\\2. Se W 1 (D) è il complemento ortogonale di 
W(D) nello spazio X(D), esso ha dimensione ^ . Sia p1 (f), ..., pri (£) un sistema com­
pleto in W1 (D) e sia {TZ>} la matrice inversa di {((pz, p7))} (/, y = 1, . . . , r i ) . Se 

« E X(D) allora IIg=g-2 T#((g, p'))p>'. Quindi 

nMf=Mf-2^((Mf p'))p>'. 

Da (10.13) risulta ((Mf p')) = ( \J\f p0, quindi la soluzione u e W(D) del proble-
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ma (10.14) è data da 

(10.15) u=nMf=Mf~2rÏJ(\J\f) ?')?'. 

L'operatore IIM così definito trasforma lo spazio LQ (D, \J\ ) in sé stesso. Si vuole 

ora scrivere ÌIM come un operatore da L2 (D, | / | ) in sé. A tal fine sia A il proiettore 
ortogonale di L2(D, | / | ) su L Q ( D , | / | ) ; si consideri l'operatore IIMA, che coincide 
con ÌIM su LQ (D, | / | ). La soluzione del problema (10.14) si può scrivere nel modo se­
guente: u — IJMAf. Infatti è immediato verificare che, per ogni v e VV{D), 
((Ì7MA/, v)) = [Af, v\ = [/, Avi •= if,v\. L'operatore IIMA è un PCO (positivo ma non 
strettamente) dello spazio L2(D, | / | ) . Infatti risulta: [/, IIMAg] = ((IIMAf, IJMAg)) e 
[IIMA/, fi = lpTMA/1112. 

Dato che A = I — A1, dove I denota l'identità inL2(D, | / | ) e A 1 è il proiettore or­
togonale di L2(D, \J\) su R(D), varietà lineare di dimensione finita della quale è 
esplicitamente nota una base, si ottiene anche per IIMA una rappresentazione esplicita 
analoga alla (10.15). 

Se q0(v) è la costante positiva che interviene in (10.11), poniamo, per ogni u, v e 
eW(D), &o(u,v)±q0(v)((u,v)). 

Consideriamo il seguente problema: data / e Lo CD, | / | ) , determinare u e W(D) 
tale che 

(10.16) &o(u,v) = (f, \J\v), VveW(D). 

Esso ammette u = G0 f= (l/q0(v)) TlMA/come soluzione. G0 è un PCO dello spazio 
L2(D,\J\). 

Le forme bilineari &(u, v) e S0 (#>v) s o n o simmetriche e continue in W(D) X 
X W(D). Assumendo come spazio H lo spazio W(D) è possibile determinare due opera­
tori T e T06 {T} (cfr. sez. 1) tali che &0{u,v) = (T0u,v)H e &(u,v) = (Tu,v)Hy 

Vu, v e H. Per il Lemma 10.2 risulta (T0u, u)H < {Tu, u)H, V& e W(D), sostituendo 
eventualmente q${v) con qó (v) tale che 0 < qó (v) < q0(v). Assumendo come spazio S 
lo spazio L2(D, | / | ) , il problema (10.10) si riscrive nel modo seguente: 

(10.17) (Tu,v)H=(f,v)s, VVGH, UEH, fsS 

mentre il problema (10.16) diventa (T0u, V)H = (/, v)Sì Vf eH,u eH, / e S e costitui­
sce un problema base per (10.17). 

È quindi possibile applicare la teoria sviluppata nella Nota I e pervenire alla co­
struzione di due successioni di operatori {Gn} e {Gm QnG1/2} (cfr. sez. 4) le quali 
approssimano uniformemente «dall'alto» e «dal basso», rispettivamente, l'operatore 
di Green G del problema (10.17). I Teoremi 4.6 e 4.7 permettono il calcolo esplicito 
dell'errore di approssimazione. 

Se l'operatore N che fornisce la soluzione del problema (10.7) appartiene alla classe 
752 (ciò si verifica per r = 2,3) esso ammette una rappresentazione integrale mediante la 
matrice N(Ç, rj) = {N -̂(Ç, r))} (i,j = 1, ..., r), che appartiene allo spazio 
L2(DxD). N(Ç,Y]) è la matrice di Green del problema (10.7). Segue che gli 
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operatori M e IIM ammettono la rappresentazione integrale seguente: Mf = 

m(£, r])f(rj) |/(>?)| dr\ dove la matrice /#(£, rj) = {mhk(%, rj)} è così definita: 

muti, rj) = Nuit, rj) - Qhk(Ç) - Qhk(r)) (A, A = 1, ..., r) 

e 

QM(?) = (mis^)"1 J N * (ij,0 iMldrj (h,k= 1, . . . , r ) ; 
D 

77M/= J w(£, rç)/(rç) | / (^) | A? con m% rj) = {w^(f, rj)} data da 

w^(Ç, ìJ) = (iST (̂Ç, i ? ) - Q t t ( 0 - Q ^ ( 1 7 ) - S T̂ . pi(Ç)pi(17)J/^o(v) ( M = l , . . . , r ) . 

Le matrici m(%, rj) e m(Ç9 rj) appartengono a L2(D X D). Analogamente si ottiene an­
che per l'operatore G0 una rappresentazione integrale analoga, mediante una matrice 
appartenente a L2(D X D). L'operatore G0 e quindi, per (10.11), l'operatore G, ap­
partengono alla classe *62. La teoria sviluppata nelle sezioni precedenti permette il cal­
colo della matrice di Green g(f, rj) = {ghk(£, >?)} corrispondente all'operatore G e il 
calcolo esplicito dell'errore di approssimazione. 

11. ESEMPI DI COSTRUZIONE ESPLICITA DELL'OPERATORE N 

Assumendo v = 0 in (8.10) il problema (10.7) si trasforma nel seguente problema 

di Neumann per l'equazione vettoriale di Laplace: data / ë L 2 ( D ) , f{Ç)dÇ = 0, deter­

minare u e Hi (D), lu(Ç)dÇ = 0, tale che D 

D 

(11.1) -Ui/hh=fi in D, %t»* = 0 su 3D (/'= 1, . . . , r ) ; 

« = («!, . . . ,« r) denota la normale interna a 3D. 
Se D è il campo ipersferico {f e j?r: |f | < 1} si conosce esplicitamente l'operatore 

di Green N richiesto nella sezione precedente perchè si conosce la corrispondente 
matrice di Green {N^(f, rj)} (h,k = 1, . . . ,r) . Essa si esprime mediante la funzione 

(scalare) r(£, rj) tale che, data la funzione (scalare) / e L2 (D), u = Tf= r(f, 17)/(>?) dfy 
D 

sia la soluzione del seguente problema di Neumann per l'equazione (scalare) di 

Laplace: determinare u e H j (D), u(Ç)dÇ = 0, tale che 
(11.2) -42& = / in D, u/h njj = 0 su 3D. 

Si ha infatti NM(£, q) = $hk r(£, >?), (A, A = 1, ..., r). 
Ancorché il procedimento che stiamo per esporre sia da considerarsi classico (cfr., 

per r = 3, [30, pp. 102-105]) riteniamo non inutile, anche per i successivi sviluppi, 
mostrare come si perviene al calcolo di r(f, rj). 

Introdotto nello spazio Rr un sistema di coordinate polari con polo nel centro O di 
D, indicheremo con (p, Sly ..., $r-i) le coordinate polari del punto ÇeRr in questo 
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sistema e con (£, «pi, ..., p r _i) quelle del punto r\ e Rr. Si denoti con 3 = 
= ('$1, ..., Sr _ J ) [9 = (<px, ..., 9r _ ! )] il punto variabile sulla frontiera 3D ossia il punto 
di coordinate (1, £1, ..., ^r _ 1 ) [(1, 9X, ..., <pr _ ! )]. Ogni punto f e jRr è così individuato 
dalla coppia (p, $) e si può scrivere £ = p£. Indicheremo, inoltre, con dS l'elemento 
ipersuperfìciale della ipersfera di Rr di centro 0 e raggio 1 e con y(#, 9) l'angolo (com­
preso tra 0 e TT) individuato dalle direzioni S e 9 (cfr. [34]). 

Per r > 2, posto 

e v = u — v°, il problema (11.2) si trasforma nel problema equivalente 

(11.4) A2v = 0 in D, a^/3^ - -3v°/3n su SD. 

E immediato verificare che la funzione 

dv(pS) 
(11.5) w(ptf)= - p -

^ * - , < > , a^°(^) 
è armonica in D e sulla frontiera 3D assume i valori w{$) = —- . Dalla formula di 
Poisson segue che p 

w(p#) = 7 ^r—-
(r -2)<Dr J 

Dalla (11.3) si ha che 

dv°(a>) 1 - p 2 

dp (1 + p2-2pcosy(J,<o))r/2 

^ ) = 7 ^TH f'"1* f/W^ 
(r-2)(ojr)

2 J J dD 

l-tcosy(<p,(ù) 1 - p 2 

J ( 1 + / 2 - 2 / C O S Y ( O , co))'72 (1 +p2-2pcosy(Syco))r/2 

dD i t # 

e, interpretando l'ultimo integrale esteso a 3D come una particolare formula di Pois­
son, si ottiene 

1 
— 1 f 1 , f r 1 ~~ tpcosy{#, o) 

W(p$)=—L \f~ldt \f(t<p) —-^ —— -d9. 
H Mr J JJ * (l+t2p2-2tpCOSr(*,9))'

/2 

Dalla (11.5) si trae che la soluzione del problema (11.4) è data da 

*(P*)=^ Ì^dt \f(t9)d9 \ \ — ; ; f r ^ f )
 7 - 1 " 

P ^ J J ' *' * J ( l + / 2 T 2 „ 2 / T C O S (tf )r/2 
0 3D 0 L ' ' r 

e, dall'essere u = p — v° e dovendo essere u{^)d^ = 0, si ottiene che 
D 

1 

«(p^) = \tr'1 dt f T(p^, /? )/(/?) </p 
0 3D 

— + t>(0) 
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dove, per r >2 e f ^ rj: 

(11.6) r(p&,t9) 
(r - 2) ojr (t2 + p2 - 2tp cosy(9, ^))(r " m 

1 — <7«Wy($, ?) 

+ 

+ ì f 
(1 + a2 - 2<rcosy(i$, p))1 ,̂ /2 

- 1 
t2 + c2 

di , 
a* 2w, 

e, per r = 2 (cfr. [18, p. 218]), £ * rç, 

(11.7) r(f,q) = " ^ l o g l f - ^ l - ^ - l o g | l - ^ | + ^ ( | ? | 2 + h i 2 ) . 
Z7T Z7T 47T 

La funzione T(f, 77) così definita è la funzione di Green del problema di Neumann 

(11.2). Essa è analitica i n D x D - ò ' (à denota la diagonale di D X D). Segue dalla de­

finizione che 

( n . 8 ) r t é , > ? ) = / % e), È**? . 

Si può determinare la soluzione di (11.2) anche mediante lo sviluppo in serie di 

Fourier di T(£, rj). In tal caso, con procedimenti classici, posto per r = 2 

per s > 0 

per r > 2 

per s > 0 

To (p, t) 

Y s (p> t) • 

7o (p, ' ) • 

7,(P>')-

' = - l o g p + (f2 + p 2 ) /2 O ^ f ^ p ^ 1, 

= - l o g * + (/2 + p 2 ) /2 O^p^t^l; 

= [p-sts + (tpYÌ/s o^t^p^ 1, 

= [ > - , p , + (/p) ,]A O ^ p ^ / ^ 1; 

= p - + 2 + ( r - 2 ) ( / 2 + p 2 ) /2 

= / - ' + 2 + ( r - 2 ) ( / 2 + p 2 ) /2 

0 ^ / ^ p ^ 1, 

O^p^t^l; 

p- • sts + (r + j - 2){tp)s/s 02-r-s+s , 

+ 2 - T - S . 

0 ^ / ^ p ^ l , 

•t*-r-sps + {r + s-2){tp)s /s 

si ottiene la seguente espressione per la funzione JT(£, rj): 

O^p^t^ 1; 

( i i .9) r ( p t M P ) = E r,(p^)^[cosr(^ ?)] o ^ p, / ^ i 
{r - 2)cor s^o 

per r > 2, mentre per r = 2 (cfr. [18, p. 219]): 

(11.10) r{p$yt9)=±- S n ( p , / ) c o s [ ^ - p ) ] O ^ p , ^ 1 ; 
Z7T s ^ 0 -

{X^ [cosy(#, 9)]} è un particolare sistema di funzioni ipersferiche (per r = 3 sono i po­

linomi di Legendre e per r > 3 sono i polinomi di Gegenbauer) definite dallo sviluppo 

in serie 
00 

2 p ^ f c o s y ^ , 9)ì = (1 + p2 - 2pcosy(^, 9)t~
2)'2 

i = 0 
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(cfr. [34, p. 51], [30, p. 233]). Sommando le serie a secondo membro di (11.9) e 
(11.10) si riottengono, rispettivamente, le espressioni (11.6) e (11.7). Nelle applicazio­
ni a volte può essere conveniente considerare la funzione r(Ç,r)) fornita dallo sviluppo 
in serie (11.9) e (11.10) piuttosto che dalle espressioni finite (11.6) e (11.7). 

11.1. L'operatore r, la cui funzione di Green è definita in (11.6) e (11.7), appartiene 
alla classe %m, m > r/2. 

Ci limiteremo a fare la dimostrazione per r = 3. In tal caso è sufficiente dimostrare 
che, se f, r] e D e f ^ rj, risulta: 

(11.11) \r(t,r))\ ^ • c , , c > o . 

Se 0 ^ p ^ 1/2 e 0 ^ / ^ 1 oppure 0 ^ t ^ 1/2 e 0 ^ p ^ 1 è immediato verificare 
che la funzione 

(11.12) h(pSy t<p) = [ 
1 - oxosyW, 9) - (1 + a2 - 2<7COsy(tf, ?))3/2 «fo. 

(1 + a2 - 2(7 cos y(^, ?)) 

è limitata. 
Sia ora 1/2 ^ p ^ l e 1/2 ^ t ^ 1. Si può scrivere 

3/2 <7 

f dh(rS,to) 
h(t9, pS) = J ^ ^ JT + A(tf/2, *p) = 

= 1 l - , c o s M ? ) ^ _ l n ( 2 p ) + ^ / 2 ) ^ ) _ 

(1 + a2 - 2acosrGS, <?))m ° 

Per la prima parte della dimostrazione \h($/2, tcp)\ è limitata. Inoltre risulta 

>e tf 

[ 1 ~ gcosydg, y) ài < di 1 - crcosy(^, p) 
J (l + a 2 - 2 a c o s r ( ^ 9 ) ) 3 / 2 a " J (1 + a2 - 2crcosy(^ y))3/2 

t/2 t/2 

_ _4/p 2/ ^ 
(1 + t2p2 ì 2tpcosr(#, 9))m (1 + t2/4 - /cosyGS, ?))1/2 

+ $ , 4 , + 4 $ 
(/"2 + p2 - 2P/"1 cosy(<5, ?))1/2 (1 - //2) I? - >?| 

da cui segue la (11.11) e, con semplici considerazioni, la tesi per r = 3. La dimostra­
zione per r > 3 segue linee analoghe ancorché presenti maggiori difficoltà formali. 

11.2. Sia Qjjti, ij) = ]> , (? , T)rr,(T, IJ)</T, I, ij e D, /, 7 = 1,. . . , r. L'operatore g, 

/a c#z matrice nucleare è g(f, JJ).= {§,>•(£, TJ)}, (/, j = 1, ..., r), f, yj e D, appartiene alla 
classe %m, m > r/2. 



(11.13) \r^,v)\ =S ,„ , 2 , t*V, C>0, ( /= ! , . . . , / • ) . 
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Dimostriamo il teorema per r = 3. E sufficiente provare che, se f, rj G D, 
risulta 

C_ 

l * - 9 l S 

Quindi, per come è definita la funzione r(£, 77), è sufficiente dimostrare che le (11.13) 
valgono per ^.(f, rj) (i = 1, 2, 3), con A(f, rj) definita in (11.12). 

2 

Risulta h^ (?, i?) = hp (p£, t<p) p* (!) + E ^ (p*, /p) ^ (£), con 
y = i 

Ap (ptf, /p) = [(1 - tpcosy{$, p))/(l + /2 p2 - 2tp cosr(4, ?)?'2 ~ U/p. 

Inoltre da (11.12), con semplici calcoli, si deduce che 

(11.14) A(ptf, /?) = — — r - 1 + log2 -
( l+ / 2 p 2 -2 /pcosyG2 , p))172 

- l o g [ l - tpcosr($, p) + (1 + t2 p2 - 2/p cosy^, p))1/2] 

e quindi 

V ^ > /?) = [cosr(^, p)]^{/p/d + ' 2 P2 - 2/pcosr)3/2 + 

+ [/p/(l - tpcosy + (1 + t2 p2 - 2/pcosy)172)][l + 1/(1 + t2 p2 - 2/pcosy)172]}. 

Inoltre risulta | [cosy(^, p)]^y/£.(?) | ^ 2/p, / = 1, 2, 3 e ; = 1, 2. 
Siano 0 ^ p ^ l e 0 ^ / ^ l / 2 o 0 ^ ^ 1 e 0 ^ p ^ 1/2. Ragionando come nella 

dimostrazione del teorema precedente, è facile verificare che hp (p$, t<p) pe. (£) e 
^ (p$, /p) ^ . (f ), e quindi ^ . (?, rç), sono funzioni limitate. 

Siano 1/2 ^ p ^ l e 1/2 ^ t ^ 1. Da (11.14) segue che è sufficiente provare le 
(11.13) per la funzione h°(p#, t<p) = log [l - tpcosy^, <p) + (1 + t2p2 -
- 2tpcosy{$y p))172]. Risulta ^0(p^,/9) = [//(l-/pcosr4-(14-/2p2-2/pcosr)1 / 2)]-
•[(/p - cosy)/(l + t2 p2 - 2/p cosy)172 - cosy] e quindi \hp° [p$y t<p) | ^ 2t/{\ + t2 p2 -
- 2tpcQsY(#, 9))m = 2/(p2 + t~2- 2p/-1cos rW, p))172 ^ 2 / | ? - r,\ ^ 2/\Ç - r)\2. 

Inoltre h$. (p$, t<p) = [ - tp [cos yìSj/(l - /pcosy + (1 + /2 p2 - 2/p cosy)172 )] • 
•[1/(1 + /2 p2 - 2/p cos r)172 + 1] da cui segue che \hl{p&9 t<p) &m \ ^ \2t/{\ + t2 p2 -
2/pcosy)1/2][l + l/(/(p2 + / - 2 - 2 p / - 1 c o s r )

1 7 2 ) ] ^ [ 2 / | * - î ? | Ï Ï 1 + lIM-tiW ^ 
^ 6 / | £ — t]\2 da cui seguono le (11.13). Per un noto teorema (cfr. [30, p. 806]) 
risulta | §y• (f, rj) | ^ C/1 £ - r] |, C > 0, £, rj e D e quindi la tesi per r = 3. La dimostra­
zione per r > 3 segue linee analoghe. 

Quindi, nel caso in cui il campo iniziale A sia omeomorfo al campo ipersferico D, 
assumendo v = 0 in (8.10) è noto l'operatore N che fornisce la soluzione di 
(10.7). 

Anche se D è il cubo r-dimensionale {ÇeRr: 0 < £• < n, / = 1, ..., r} è noto l'ope­
ratore di Green che fornisce la soluzione del problema (11.2) e quindi la soluzione di 
(11.1), essendo noti gli autovalori {A/,} e le autofunzioni {u/,} del corrispondente pro­
blema: A2u + Xu = 0 in D, du/dn = 0 su 3D. Se h è un multi-indice di componenti 
intere non negative [hx, ...,hr)y risulta Xf,= h2 + ... + h? e « (̂Ç) = {2/n)r/2• 
• cos(#if!")•...• cos(£rfr). Si ottiene, dunque, la seguente rappresentazione dell'opera-
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tore r mediante lo sviluppo in serie di Hilbert-Schmidt: 

(11.15) (T/)(0= E ^ ÌArjìu.^drj. 
hx + . ..+hr>0 D 

E possibile maggiorare Terrore che si commette quando si sostituisce a F Toperatore 
esplicitamente noto 

ub(Ç) 

0<h2 + ... + h2 <m2 

11.4. Fissato m > 1 risulta 

(n.17) | | r - r j | = i /w
2 . 

L'operatore F — Fm b ancora un PCO (positivo ma non strettamente) dello spazio 
L2(D) così definito: 

(11.16) {FmfW= E ^ f/fo)«*(>?)<fy. 
o<£2+...+£2<^2 A£ J 

(r-rm)f= 
h2+...+hr

2>m2 h 

Uh(g) 

D 

J/(rç)M>?)<fy> 

il cui massimo autovalore è l / ^ 2 . Segue la (11.17). 
Dalla convergenza della serie 

E —7
 l r - , o>r/2, 

h1+ +hr>o (hi +... +^ 2 r 
segue che Toperatore F, e quindi Toperatore N, appartengono alla classe %", u> r/2. 
Per r = 2, 3 T e Fm e 752 quindi ammettono, rispettivamente, una rappresentazione in­
tegrale mediante le funzioni 

„ , r x V uh(g)uh(?ì) v ub(Ç)uh(r)) 
r(Ç, 7})= h ; e Fm (£, y?) = 2* ; > 

hx + .. .+hr>0 H 0<hl+ ...+h2<m2 Ah 

che appartengono allo spazio L2(D X D). Segue immediatamente che 

11.5. Per r = 2 e r = 3, /às^fo /^ > 1, m«/tó 

D D 

12. COSTRUZIONE DI UN OPERATORE BASE PER UN CAMPO NON OMEOMORFO 

AD UN CAMPO SFERICO 

Sia A un campo limitato dello spazio cartesiano r-dimensionale tale che A = A\ U 
U A2 U ... U Ap con ^4/,, h = 1, ..., p, campo tale che esiste un omeomorfismo bi-lipschit­
ziano che trasforma Ab nel dominio sferico D = {|f| ^ 1} dello spazio cartesiano Rr. 
Sia inoltre Ah D Ak = 0, h * k e Ah = Ah ~ dAh, h = 1, ..., p. Si denoti con 

(12.1) x=x{h)(Ç), Ç = Ç{h)M (A = 1, ..,/>). 

Tomeomorfismo bi-lipschitziano fra D e Ah e il suo inverso. Ci limiteremo in questa 
Nota a considerare il caso p = 2. 
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Sia A = A C\AX DA2. Supporremo che A sia una (r - 1)-varietà differenziabile di 
classe Cl (in generale non connessa), la quale da entrambi gli omeomorfismi £ = £( ) (x) 
(h = 1, 2) sia trasformata in una medesima (r — ì)-varietà differenziabile Q contenuta 
nella frontiera 3D = {ÇeRr: |? | = 1 } . 

Se u(Ç) è una funzione a valori reali appartenente a Hx(D), le trasformazioni 

(12.2) U(x) = ulth) (*)], u(S) = U[x{h) (?)] 

sono un isomorfismo lineare fra Hx (A/,) e ^ (D), A = 1, 2. Tale isomorfismo è anche 
un Banach isomorfismo fra Hx (A^) e Ht (D), considerati come spazi di Banach. Dette 
u**U e v**V coppie di elementi corrispondenti nell'isomorfismo (12.2), definiamo 
in Hi (Af,) il seguente prodotto scalare [cfr. (12.2)]: 

(12.3) mV))b = juâ(&vff(S)dS. 
D 

Sia X(A) il sottospazio di Hx (A) costituito dalle funzioni a valori reali U(x) tali 
che 

(12.4) \\J(x)dx = 0. 
A 

Introduciamo in X(A) il prodotto scalare 

(12.5) ((U,V)) = (iU,V))i + (!iU,V))2-

X(A) è uno spazio di Hilbert, Banach-isomorfo al sottospazio di Hi (A) costituito 
dalle funzioni U(x) verificanti la (12.4). Diciamo £(A) il sottospazio di L2(A) costitui­
to dalle funzioni verificanti la (12.4), con l'usuale prodotto scalare 

(U,V)= llJ(x)V(x)dx. 
A 

Consideriamo ora il seguente problema: data F e £(A) determinare U e X(A) tale 
che 

(12.6) «U, V» = (F, V), WeHM). 

Esiste ed è unica la soluzione U di (12.6). Sia U = NF. L'operatore N è un PCO dello 
spazio £(A). Se {Wh} è un sistema ortonormale e completo nello spazio X(A), si ottie­
ne il seguente sviluppo in serie della soluzione: 

00 

(12.7) U = NF= lL(F,Wh)Wh. 
h = i 

La convergenza della serie (12.7) è in X(A) e quindi in HX(A). 
Faremo vedere come l'operatore N definito in (12.7) dia luogo ad un operatore ba­

se G0 per il problema (10.1) che permette di applicare la teoria descritta nella sezione 
10 al campo A ora considerato. 

Consideriamo l'operatore esplicitamente noto 
m 

(12.8) NmF= 2(F,Wh)Wh. 
h = \ 

Nm è ancora un PCO (positivo ma non strettamente) dello spazio £(A). Faremo vedere 
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che la successione di operatori {Nm} approssima uniformemente l'operatore N e inol­
tre è possibile valutare la norma dell'operatore di £(A): N — Nm cioè \\N — Nm\\. 

Si ha che 

(N$-Nm$,$) S}®,Wh)2 
\\N — AL = max —— = max —— . 

£(A)-{0} ||$ |p £(A)-{0} ||$ |p 

Diciamo DC (A) la varietà lineare contenuta in DC (A) costituita dalle funzioni a valori 
reali U e DC(A) tali che esiste EU e £(A) in modo che ((U, V)) = (EU, V), W e Hx (A). 
Si ha che 

(12.9) DC(A) = X(A). 

Sia infatti Z e DC (A) tale che ((U, Z)) = 0, VU e $C(4). Si ha allora (EU, Z) = 0. Poiché 
può assumersi EU = <2>, con ^ arbitraria funzione di £(A), segue la (12.9). 

Per ogni U G DC (A) si ha: 

(12.10) ((U, U))2 = (EU, U)2 ^ ||U||2-||EU||2. 

Tenendo presente la (12.10) e (12.9) si ha 
m 

E au, wh)f au, u)) - E «u, w )̂)2 

Il M XT II h > m h = 1 ^ 

||Af - Nw | | = max — = max ~ ^ 
5c(A)-{o} \\EU\\2 5c^)-{o} \\EUf 

(U,U) 

%.££{<>> ((U,U))' 

avendo indicato con DCm(A) il sottospazio di DC (A) definito dalle equazioni: 

((U, ÌF')) = 0, U = l , ...,/»). 
Definiamo lo spazio di Hilbert DC(Ah)y relativo al campo Ah, (h = 1, 2) come si è 

definito X(A) relativo al campo A. Sia Di0 (A) lo spazio di Hilbert costituito dai vettori 
{U1, U2} appartenenti allo spazio DC (Ai) X DC(A2) con il prodotto scalare 
(i2.li) « u 1 , v 1 ) ) 1 + ( (u 2 , y 2 ) ) 2 . 
Risulta quindi Uh e ^ (Ah) (h = 1, 2) e 

(12.12) f U1 W i x = 0; f U2(x)dx = 0. 

Con Di(A) si indica lo spazio di Hilbert costituito dai vettori {U1, U2} appartenenti a 
H(AX) X HG42) verificanti le condizioni 

(12.13) Uul-U2)d2 = 0, 
A 

(12.14) f Ul(x)dx + J U2(x)<& = 0 
^ 1 ^ 2 

e munito del prodotto scalare (12.11) (4). 

(4) È facile provare la completezza di di(A). 
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Sussistono i seguenti Lemmi: 

12.1. Il vettore {U1, U2} appartiene a X(A) se e solo se può porsi Ul = V1 + C1 ; 
U2 = V2 + C2 dove {V1, V2} è un vettore di X° (A) univocamente determinato e 
{Cl,C2} è un vettore costante così definito-. 

(12.15) 

C* = - -^^\^-V2)dE=-^- fu1*, 
mis A mis A J misAj J 

C2 = 
mis Ai 

mis A mis 
±— \(V1-V2)dZ= -^— \u2dx. 
isA J mis/L2 J 

A A2 

12.2. Sia U{x) e X(A). Posto 

(12.16) U 1 W = UW p e r x E ^ i , U2(x) = U(x) p e r x e 4 2 , 

// vettore {U1, U2} così definito appartiene a X(A). 

Sia {& (x)} una successione di funzioni appartenenti a C00 (Rr) tali che 

(12.17) hh(x)dUx = 0 (VA^l ) 
A 

e costituenti un sistema completo nello spazio J£(A) costituito dalle funzioni U(x) di 

L2(A) tali che lu(x)d2x = 0. 

Indicheremo con dim(A) lo spazio costituito dai vettori {U1, U2} tali che: 

(12.18)! {U\U2}ed{(A); 

(12.18)2 {(Ul,Wb))1 + ((U2, W*))2 = 0 (h = 1, ..., **); 

(12.18)3 f ^ ( U 1 - U 2 ) J i : = 0 (A = 1, . . . ,w) . 
A 

Se U € 3CW 04) e se si definisce il vettore {U1, U2} mediante le (12.16) tale vettore ap­
partiene a Dim(A). Segue che 

sup 
(17,17) < (U 1

? U 1 ) 1 + (U 2
? U 2 ) 2 

Xm(A)"-{0} «17, 17» " ^ ^ - { o } ( (U\ U1»! + ((U2, U2))2 

12.3. 5/ ponga 

' lull2 

<P(U) = 
«u, u» nu\u2 

((uw^ + au^u^h 
Si ha: 

i) il funzionale $(U) è botato <//' massimo in fKm(A) — {0}; 

ii) il funzionale W{XJX, U2) è dotato di massimo in Xm(A) — {0}. 

(5) Si denota con (U, V)h = f U(x)V{x)dx il prodotto scalare in L2(Ah) h = 1,2. 
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Limitiamoci a dimostrare ii). La proposizione i) si dimostra in modo del tutto ana­
logo ed anzi più semplicemente. Il procedimento dimostrativo è quello classico del 
Calcolo delle Variazioni. 

Sia Dim (A) il sottoinsieme di Dim{A) costituito dai vettori {U1,!]2} tali che 
(U 1 ,U 1 ) i + ( U 2 , U 2 ) 2 = i. Dimostrare ii) equivale a dimostrare che il funzionale 
y{U\ U2) = ((U1, U1))1 + ((U2, U2))2 è dotato di minimo non nullo in Dil

m(A). Sia 
[{U1,tt, U2,n}ì una successione minimizzante il funzionale ^(U1 , U2) in Dil

m{A)> cioè 
tale che, detto y0 l'estremo inferiore di y{Ul, U2) in Dil

m (A), si abbia y(Uhn, U2'n) = 
= «U1 '" , U1 '"»! + ((U2'*, U2'*))2 < ro + 1/». 

Poniamo, per il Lemma 12.1, 

l/i.» = yi>» .m
4

l s A 2
 A \{Vl>n - V2>")dZ, 

mis A' mis A J 
A 

lj2,n = V2,n+ ^ A l \ (V
l>" ~ V2>" ) dZ, 

mis A* mis A 
A 

JV1'» 
con la successione [{V1'*, V*'*}] appartenente a 3(°W). Dato che ((V1'", V1'n))1 + 
+ ((V2'*, V2'*))2 < y0 + 1/» ^ ro + l dalla successione [{V1'*, V2'" }] si può estrarre 
una sottosuccessione [{V1,w«, V2 '^}] la quale, per q —» oo? converge debolmente verso 
un elemento {V1, V2} di 3(0G4). La successione {V1'**} contiene una sottosuccessio­
ne, che seguitiamo a chiamare {V1'**}, la quale converge fortemente in L2 (A), per noti 
teoremi di Analisi Funzionale (cfr. [35, p. I l i , Teor. VII]), verso V1. Analogamente 
possiamo supporre che {V2'"*} converga fortemente in L2 {A) verso V2. Posto 

mis A • mis A J 
A 

W = v2+ ™*A\ A Uv'-v^dz, 
mis A* mis A J 

A 

il vettore {U1, U2} appartiene a Di(A) ed è limite debole in Di(A) della successione 
[{U1 '^, U2'*'}]. Poiché, per ogni #, {UM% U2 '^} verifica le (12.18)2,J12.18)3 che 
definiscono Dim(A), tali condizioni sono anche verificate da { U 1 , ! / 2 } . Inoltre 
{Ul

 yU
2} appartiene a 3(^04). Essendo il funzionale y{Ul , U2) semicontinuo 

inferiormente in 3t(/4) rispetto alla convergenza debole, si ha yiU1 ,U2) ^ 
^ minlimWU1'**, U2 '^) ^ r0 e quindi rCU1, U2) = y0. Ciò prova ii). 

q —» oo 

Poniamo 

(12.19) r w = max Y(U\U2). 

dim(A)-{0} 

12.4. 5z ha che 

lim TW = 0. 
m - » oo 

Per il teorema precedente esiste un elemento {Z1 '^, Z2 'w} appartenente a 3(WG4) 
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tale che ((Z1^, Zl>m))i + ((Z2 'w, Z2>m))2 = 1 e (Z1^y Zhm)i + (Z2'my Z2'm)2 = rm. 
Servendosi del Lemma 12.1 e ragionando come nella dimostrazione del teorema pre­
cedente si vede che da [{Z1,m, Z2,m}] può estrarsi una sottosuccessione 
\_{Zl,m«, Z2,mq}] la quale converge debolmente in Di(A) e fortemente in L2 (A) verso un 
vettore {Z1, Z 2 } di X{A) tale che (Z1, Z1 )i + (Z2, Z2 )2 = T = lim rm. Come nella 

dimostrazione del Teorema 12.3 si prova che la successione [{Z1,w«, Z2,w*}] converge 

fortemente in L2(A) X L2(A). Pertanto [ ^ ( Z 1 - Z 2 ) i £ = 0 (V/) che, ricordando 
A 

che {Z1, Z 2 } soddisfa la (12.13), implica Z1 = Z2 su A (nel senso di f W ) ) . Esiste 
quindi Z e 3CG4) tale che Z = Z l in ̂  e Z = Z2 in A,. Ma, dato che {Z*, Z2 } verifica 
le (12.18)2 che intervengono nella definizione di Xm{A)y si deduce che ((Z, W^)) = 0 
£ = 1, ..., m per ogni my che implica Z = 0 e quindi T = 0. 

Dato che ||N — Nw[| ^ zm dal Teorema 12.4 segue che lim \\N — Nm\\ = 0 cioè 
l'approssimazione uniforme dell'operatore N mediante la successione di operatori 
{Nm}. Vogliamo ora ottenere il calcolo per eccesso di rm cioè costruire esplicitamente 
una successione {rmn} la quale, per n—> 00, converge decrescendo verso rm. 

Dobbiamo preliminarmente risolvere questo problema: dati $eL2{A) e Fé 
G L 2 ( A ) tali che 

( 12.20) [ F(x)dx-\ $(x) dZx = 0y 

A, A 

determinare esplicitamente U eX{Ax) soluzione del problema 

(12.21) ((U, V))i = (F, V), - (Q, V)Ay WeHMi). 

L'esistenza e l'unicità di U si ottengono con il metodo standard dell'Analisi Funziona­
le. Se si considera l'omeomorfismo (12.1) (h = 1) t r a ^ e D, posto /(£) = F[x{1) (£)] e 
<p(£) = $[x(1)(f)], il problema (12.21) è equivalente a determinare «(?) eHì(D) tale 
che 

(12.22) J« ( f ) | / 1 (C) |* = 0 

e, per ogni v <=Hl (D), 

(12.23) J^(f )^(«*= J/(£M?) l / 1 ^) !* - J ^ M f l r W ^ 
D D Û 

dove con J1 (f) si è indicato il determinante della matrice jacobiana della trasformazio­
ne x = x{1) (f) e con y1 (?) una ben determinata funzione misurabile e limitata in Q ed 
avente un estremo inferiore positivo in Q, mentre da) indica l'elemento di misura su 
3D. 

Sia r(Ç, rj) la funzione di Green per il problema di Neumann nel disco D di Rr
 y co­

struita nella sezione 11, la quale è analitica in D X D - Sy gode delle proprietà (11.8) 
e di quelle espresse nei Teoremi 11.1 e 11.2. Usando la classica teoria del problema 
di Neumann nel disco D si vede che la soluzione del problema (12.22), (12.23) è 
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data da 

«(*) = \rl (£, r))f{r)) l/1 (rj) \drì-\r
l (Ç, 17).^) y1 (T^CO, 

D G 

dove la funzione 

r 1 ( f ! 7j )=r (Ç ) > 7 ) -Q 1 ( f ) -Q 1 (v ? ) e Q1(?) = (misA1)-1Jr(?,v;)|;1( )j)|i», 
D 

(cfr. [18, p. 222]). 
Posto N 1 (x, 3;) = T1 (£(1) W, Ç(1) (y)), la soluzione in ^ ( ^ ) del problema (12.21) è 

data da 

(12.24) U(x) = ÏN1(x,y)F(y)dy - l N1 (x,y)<P(y)d2y. 
A, A 

Essendo l'omeomorfismo bi-lipschitziano la funzione Nl{x,y) gode ancora delle pro­
prietà (11.8) e di quelle espresse nei Teoremi 11.1 e 11.2, delle quali gode r(£, rj) in D, 
riferite però al campo Ax. 

In modo analogo si pone il problema (12.21) in K{A2) e, introdotte le funzioni 
r2 (Ç, rj) e N2 (x, y)y si ottiene la soluzione: 

(12.25) U(x) = ^N2(x,y)F(y)dy - ^N2{xìy)^{y)dZy. 
A2 A 

Sia Wì,h la soluzione del problema (12.21) assumendo F = 0 e $ = — <Pb (h = 
= 1, ...,m) essendo verificata la (12.20) a causa della (12.17). Considerando l'analogo di 
(12.21) inA2, con F = 0 e Q = $h (h = 1, ..., m\ sia W2>h la soluzione. Per (12.24) e 
(12.25) il vettore {Wl'h,W2>h} di X{AX) X X{A2) è esplicitamente noto. Posto 
wi,h + m = Wh i n Ai e ^ 2 , * + » ^ ^ i n Ai (h = 1? ^ ^ m ) ì l e condi2ioni (12.18)2 e 

(12.18)3, c n e servono per definire Dim(A), possono così raggrupparsi: ((U1, Wl'h))1 + 
+ ((U 2 ,^ 2 '*)) 2 = 0 (A = l, ....,2w). 

Torniamo ora al calcolo (per eccesso) di zm definita in (12.19). Con tecniche stan­
dard si vede che Tm è il massimo autovalore del seguente problema: 

f(U 1 ,E 1) 1 + (U 2 , £ 2 ) 2 = 1a[((U1,E1))1 + ((U2 ,£2))2] , 
(12.26) \ 

[{U\U2}eXm(A), V{E\E2}eXm(A). 

Se denotiamo con TI il vettore di X(A) di componenti {U1, U2}, con 8 il vettore 
{E1,E2}; [1l,S] = (U 1 ,E 1 ) 1 + (U 2 ,E 2 ) 2 e [(ll,S)] = ( (U 1

) E
1 ) ) 1 t ( (U 2 , £ 2 ) ) 2 ) il 

problema di autovalori (12.26) si riscrive nel seguente modo: 

(12.27) CU 8] = p [ (U S)] Vi^Xm{A)y V8eXm(A). 

Possiamo supporre, alterando alcuni di essi per un vettore costante (cfr. Lemma 12.1), 
che i vettori Wb — \Wl,h, W2,h} (h = 1, ...y2m), che intervengono nella definizione 
di 0im {A), appartengano tutti a Di(A). Deduciamo dal sistema {Wh} {h - 1, ..., 2m) un 
sistema ortonormale cioè tale che [C\S&h, Wk)] = àhk {h, k = 1, ..., 2m) che seguitiamo, 
per semplicità, a chiamare con {Wh} (h = 1, ...y2m). Il più arbitrario vettore S di 
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Dim(A) è dato da 
2m 

S = Z - S [(2, Wh)ÌWk 

h = i 

essendo Z = {Z1, Z2} un arbitrario vettore di Di(A). La (12.27) si trasforma quindi 

2m 
(12.28) [li, %] - E [(%, W*)][tl, W*] = fx[(1l, %)] t i E ^ ( A ) , VZ G 5C(A). 

A = l 

Sia V = {V1, V2} il vettore di X° {A) determinato univocamente da l i e Di(A) secon­
do il Lemma 12.1 cioè 

\u = v+e, e= {c\c2}, 

(12.29) IC 1 = [-misi42/(misA-misi4)] JtV1 - V2)d2, 
A 

C2 = [mis^/tmisA-mis^)] [(V1 - V 2 ) d i . 
A 

Poniamo, per V e Di0 {A), 

91V=\ JNl(pc9y)Vl(y)dy9 JN
2(x9y)V2(y)dy\ = {N'V'.^V2}. 

[A, A2 J 
Risulta DlVeDi°(A) e, per come sono state definite le funzioni N1{x,y) e 
N2(x9y)9 

(12.30) [(XV, Z)] = [^, Z], VZef t (4 ) . 

Indichiamo con T l'isomorfismo lineare di Di(A) in 31° 04) stabilito dal Lemma 12.1, 
poniamo cioè V = TU con U E 91(A)9 Ve Di0(A). La (12.29) è quindi data da l i = 
= T~ 1 ^ . Poiché ^ E 31° 04) si ha, dalla (12.29): [(SflV, TZ)] = [V, TZ], VTZ G 

Per la (12.29) e (12.30) il problema di autovalori (12.28) si trasforma nel problema 
equivalente 

2m 2m 

(12.31) [(3iv, z)] - X [(z, -wb)ì[(3iv, wh)] + [e, z] - E [(z, ^)][e, w*] = 
* = i * = i 

= ^ Z ) ] ^ e f W ) t . c . [(^, *WA)] = 0 (A = 1, . . . ,2w), V Z G 3 ( G 4 ) . 

Posto S = TZ dalla (12.29) e dalla (12.15) segue che 

[e, Z] = (misA)"1 j tV 1 - V2)d2y^Z2dx = a2 J tV1 - V2)dSyj(S
x ~ S2)dZx 

A A2 A A 

con a = (misAj'mis^/misA)172 (misA)"1. 
Per ogni V= {V\V2} e X° (A) consideriamo il funzionale a(V) = a Uv1 -

-V2)d£. Risulta, quindi, A 

(12.32) [e, z] = a(v)a(s), V,S<EDì°(A). 



22 F. LANZARA 

Per il teorema di traccia il funzionale lineare (3L{V), definito in Di0 (A), è ivi continuo. 
Esiste quindi Y = {Y1, Y2} e X° (A) tale che 

(12.33) a(V) = [(V,Y)]. 

Dalla (12.32) segue che 

(12.34) [e,Z] = [(V,Y)][(SyY)ì. 

Posto yh = T^ risulta ancora [(yh, yk)ì = Shk {h, k = 1, ,.., 2m). La (12.31) si può 
dunque riscrivere nel seguente modo: 

2m 2m \ 

xv - 2 l(xv, yh)] yh + [(v, Y)] Y - i(v, Y)] 2 [(yh, Y)] yh - ^v, s) = o 
h=i h=i i \ 

VSeDt°(A), VeX°(A):[(V,yh)] = 0, h = l,....,2m 

che implica 

2m 2m 

(12.35) xv - S [(xvy yh)] yh - [(v, Y)] E [(yh, Y)] yh + [(v, Y)] Y = IJ.V 
h=l h=\ 

VeX°(A):[(V,yh)] = 0, b = l,...,2m. 

Sia tPm il proiettore ortogonale di X° (A) sulla varietà lineare generata da 
2m 

(y1, ..., y2m) cioè &m V = 2 [(V, yb)] yh e Q,w = 3 - S>m (3 denota l'operatore iden-
£ = 1 2w 

tità in X° (A)). Risulta quindi Qm V = V - E [(V, yh)ì yh . 
La (12.35) si può così riscrivere: 

(12.36) Qm3lV+[{Y,V)']tlmY = tiV, Ve Di0 (A): [(V, yh)ì = 0, h = l,...,2m 

che, per ^ ^ 0, è equivalente a 

(12.37) ^ X ^ V + [(£lmY, V)]QmY = (jiV, Ve Di0(A). 

Definiamo ora lo spazio di Hilbert X° (D2) costituito dai vettori 

n={u1(S)9u
2(C)}eHl(D)xHl(D) tali che JV(Ç) | / 1 ( f ) | * = 0 e J«2(?) | / 2 ( ? ) | ^ = 0, 

munito del prodotto scalare ((ti,, v))D = \ ufj (f)t>#(?)iÇ + ì u/2{Ç)v/2(Ç)dÇ. Quindi 
D D 

, ;0m2\ 5(°(D2) è lo spazio trasformato, mediante gli isomorfismi (12.1), dello spazio 
X°(A). 

Siano 

gu=[ Jr1^^) I/Hì?) |« ̂ ^ Jr2(ç,^) |/2(î7) |«2(>7)^ = {gV,g2u2},^,^ 

gli elementi di 3(°(D2) trasformati, mediante gli isomorfismi (12.1), dai vettori 
SdtyV, y,Z, Y di Di0 (A). 

Se Pw è il proiettore ortogonale di X° (D2) sulla varietà lineare determinata da 
(^1,...,^2w) e Qm = I~Pm (I ora denota l'identità in Di0(D2)) cioè Q^v = v -



TEORIA DEGLI OPERATORI INTERMEDI E APPLICAZIONI ... III. 2 3 

2m 

— 2 ((v, uh))D uh, il problema di autovalori (12.37) è perfettamente equivalente a 
h = \ ô ó 

(12. 38) Qm§QM» + «Qw& * Q ^ = ^ »eDi0(D2). 

Calcolare ||N —Nw|| equivale, dunque, a calcolare il più grande autovalore del 
problema (12.38). Prima occorre calcolare esplicitamente il vettore <£ = j ^ 1 , <//2} e 
GX°(D2) che, per (12.33), è tale che 

(12.39) a j\pl (?) r1 (?) - v2 (?) r
2 (?)] i £ , = ((o, 0))D, Vo e Di0 (D2). 

Dato che ^={v\v2} e Di0(D2) si ha, V? e D, (cfr. [38, p. 273]) 

(12.40) vb(S) = Jr*.(Ç, rj^irj)drj (h = 1, 2) 
D 

che, sostituito in (12.39), implica 

J ^ (rç) ^ J r i , (?, TJ) r1 (?) ^ " J ^ (rj) drj J r j , (?, >y) T
2 (?) <foU = 

) Q D a J 

D D 

Segue che ^ = {<//, <£2} è dato da 

eJ - (misA)2
DJ DJ 

^ ) = - a | > ( ? , T j J r 2 ^ ) ^ - g m Ì S i \ f | / 2 ( f )U? f | /2(T)| 7 U T)</T. 
J " (mis^2)2

DJ DJ 

Le (12.41) forniscono il vettore <// esplicitamente. 
Per ogni vettore v = {v1 ,v2} e Di0(D2) indicheremo con grado il vettore di com­

ponenti {v/\, ..., v/l, v2
ìy -..,v/2} appartenente a [L2(D)]2r. Detto (Ç, r)2r il prodotto 

scalare di due vettori di [L2{D)]2r risulta (grado, gradtt)2r = ((<>, u))D. 
Dalle (12.40) segue che 

(12.41) 

(12.42) v(Ç) = l^ 1 ,^ 2} J1% (?, 12) ^ (ij) drj, J T\ (?, 12) vf
2 (rj) dri 

La (12.42) fornisce una rappresentazione analitica esplicita dell'operatore d'immer­
sione di Di°(D2) in [L2(D)]2. 

Si denoti con S l'operatore di [L2(D)]2r in [L2 (D)]2 definito nel modo seguente: 

3?= 

così: 

(12.43) 

j 4 (Ç, y,) Zf (V) dri, \ r\ (Ç, TJ) Ç + , (v) dr, . La (12.42) può quindi riscriversi 

v = S(grad o). 
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Sia [L2(D)]2r il sottospazio di [L2(D)]2r descritto da gradv quando v descrive 
Di°{D2). Tenendo conto che 

(12.44) g3(grado) = 

[D D D D 

l'equazione (12.38), considerata in [L2{D)]2r, dà luogo alla seguente (6): 
2m 

(12.45) grad g3(grad o) - E (grad v,grad §uh)2r grad u* ~ 
h = i ° ° 

2m 1,2w 

- S (grad o, grad t / ) 2 , grad gì/7 + E (grad o, grad t / ) 2 r ( ( / , g / ) ) D grad JJ* + 

+ (grad Qm <//, grad v)2r grad Qm<p = [* grad v, o e 3{0 (D2). 

La (12.45) è perfettamente equivalente alla (12.38). 
Segue che l'operatore a primo membro di (12.45) è la restrizione a [L2 (D)]2r di un 

operatore R{w), definito da [L2(D)]2, in [L2(D)]2,, dato da: 
2m 2m 

R{m)K = grad gS Ç - E (C grad gu*)2, grad «* - E (C grad / ) 2 r grad gt/ + 
h=l ° h=ì ° ° 

2m 2m 

+ 2 2 (C grad t / ) 2 , ( ( / , g / ) ) D grad g* + (Ç, grad <//)2f grad ^ -
/? = 1 £ = 1 

S (C grad t^)2,(grad tf, grad ^)2r grad ^ -
= ì 

2m 

S (Ç, grad </>)2,(grâd $, grad <£)2r grad yk + 
2w 

2m 2m 

+ 2 2 (C, grad $)2r (grad ^ , grad \p)2r (grad ^ , grad >Jj)2r grad ^ . 

12.5. L'operatore RM è simmetrico nello spazio [L2(D)]2r: 

( R w C , T ) 2 r = ( C J ? w r ) 2 , 

Per dimostrare il teorema è sufficiente provare che 

(12.46) (grad gSÇ, r)2r = (Ç, grad gSr)2 r . 

Infatti, sostituendo a primo membro di (12.46) l'espressione di g3£, fornita da 
(12.44), si ottiene 

£ |TA(f)^|ç.(/)^Jri(f,î7)r/i(i7,rt|/1(î7)|^ + 
'^ D D D 

+ 2 J rA + r (?) # J Ç + r W <fr J r | (Ç, y?)r2 (rj, /) | /2 (17) | drt = (£, grad g 3 z)2r. 

(6) Tenendo presente che ((o, gu))D = ((go, u,))D, U, ve 5(°(D2). 
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12.6. L'operatore Rim) è positivo, {ma non strettamente), nello spazio [L2(D)]2r: 

(12.47) (RMÇ,O2r>0} VÇe[L2(D)]2,. 
Osserviamo innanzitutto che risulta, VÇe [L2(D)]2r: 

( 12.48) (grad %$, 02r = (grad jj*, grad g3 02r 

come segue da (12.46) e dall'essere $ = 3(grad $). 
Sia 77w il proiettore ortogonale di [L2(D)]2r sulla varietà lineare, contenuta in 

2m 

IL2 (D)]2r, generata da (grad yh),h = 1, ..., 2mcioèIImZ = 2 ( C, grad ^ ) 2 r grad ^ . Se 

I denota l'identità in [L2(D)]2r con semplici calcoli si ottiene che 

(12.49) RMÇ=(I-nm)gradg3(I-/7j C+(Ç,(I-/7Jgrad ^)2r(I-77jgrad^. 

Quindi 
(R^ Ç, 02r = «I - Ì7W ) grad g3(I - Ì7J Ç, Ç)2r + {(Ç, (I - U J grad ^)2 r}

2 . 
Dato che 

((/ - /7J grad §3(1 - 7JW) Ç, Ç)2r = ( grad g3(I - /7J Ç, (I - i l j Ç)* 
è sufficiente provare che (grad g£$£, 02r ^ 0. Infatti dalla (12.44) e (12.43) si ottiene 
che: 

(grad gSC, 02r = J * Jr|(/,acy(?)^ + | r | ( / , i j ) ç + r ( , ) j , ^o. 

Da (12.49), da (12.44) e dall'espressione di IIm si ottiene la seguente rappresenta­
zione integrale dell'operatore R{m)Z = {R[m)Ç, ..., R^Z} di [L2(D)]2r: R/w)C = 
= J K#> (?, ij) Ç- (ij) ̂  (/ = 1, ..., 2r) dove, per ij = 1, ..., r e />, q = 1, 2: 

K#V_ 1)r,y+(,_ 1 ) r«, ,) = *w Jr|(f,t)r%it, i))\]'(t)\dt + spq^,(?)^(T,) -

+?/£*(>?)(§ W * ) +ytf b?)^(*)(grad ^ , grad 0* ] + 
l , 2 w . 

+ E 4*(Ô^*(i?)[((g^ Y » D + ( 8 r a d /> Srad *>2r(grad / , grad ^)2J. 

Dalla definizione segue che, per f, r\ e D, 

(12. 50) R#> (£, ,) = K&> (,, ç) /,/ = 1, ..., 2r. 
12.7. L'operatore RM appartiene alla classe <6U, per u > r/2. 

Questo teorema segue dal Teorema 11.2 e dall'espressione di R/j) (£, rf). 
Dai Teorr. 12.5, 12.6 e 12.7 segue che 

12.8. L'operatore Rim) è un PCO, positivo ma non strettamente, dello spazio 
[L2(D)]2r. 

Sussiste, infine, il seguente fondamentale teorema: 
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12.9. Ogni autovalore positivo dell'equazione 

(12.51) RMK = ^ Çe[L2(D)]2r 

è autovalore del problema (12.45) e quindi di (12.26). 

Per costruzione il problema (12.45) è equivalente a (12.51), ristretto a [L 2 (D)] 2 r . 

Facciamo ora vedere che se [j. è un autovalore di (12.51) e se £ E [L2 (D)]2r è la corri­
spondente autofunzione, allora CE [L2(D)]2r. Dalla (12.49) segue che R{m) Ç = grad r 
e, dalla (12.38), si deduce la seguente espressione per T: T = Q„,gQwS £ 4-
+ (grad Qm<p, Q2rQm<P- Se // > 0 allora £ = (l//a) grad T con T E 5(°(D2) cioè £ E 
E [ L 2 ( D ) ] 2 , . 

Se U = (Uly...,Ur) e y=(V1,...,Vr
r) sono r-vettori di HX(A) e F=(Fb . . . ,P r)E 

E L 2 G 4 ) , posto 

(12.52) au, v)) = J 4- (?) 4 (?) di + J" 4 (?) 4 (?) #, 

dove uh (?) = U[x{/?) (?)], h = 1, 2, ? E D, e (U, V) = [ U, M VJ M <&, la soluzione U = 
= MF del problema A 

(12.53) ((U, V)) = (F, V), W E Hi 04) 

si esprime mediante l'operatore N, definito in (12.7), che fornisce la soluzione di 
(12.6). È inoltre evidente come vada modificato il Teorema 12.9 per la maggiorazio­
ne esplicita dell'errore \\M — Mm\\ che si commette quando si sostituisce a M l'opera­
tore esplicitamente noto Mmy che si esprime mediante Nm. 

12.10. Esiste una costante q0 > 0, che dipende dal campo A, tale che B(U, U) ^ 
^ q0{(U, U)), VU E W{A\ dove ((U, U)) è il prodotto scalare definito in (12.52). 

Per (10.5) è sufficiente provare che esiste qx > 0 tale che U^-U^dx ^ qx ((U, U)) 
A 

VU E W{A) oppure, per (12.1) e (12.52), equivalentemente, che 

D D L D D 

Se c<f * e cf) sono le costanti che intervengono in (9.5), relative all'omeomorfismo x = 
= x{h)(%), h = 1, 2, procedendo come in [31, pp. 510-511] e come nella dimostrazione 
del Lemma 9.1, si deduce che 

J<<^il/i(«l^^'-","'1<2toC4)]'k1
<i)]-2j44* (* = i,2). 

D D 

Quindi qx = r~r~rl2 min {[c^Y\.c[h)T2}. 
h = 1, 2 

Consideriamo, dunque, il problema di determinare U E WG4) tale che 

(12.54) ((U, V)) = JFt Vtdxy W E W ) , 
A 

data F E L0
2 (4) = { F G L 2 (4): (F, p) = 0, Vp E R(4)}. 
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Se con X{A) si denota lo spazio Hx {A)y nel quale si è introdotto il prodotto scalare 
(12.52), sia TI il proiettore ortogonale di X{A) sul sottospazio W(A) = {U e X(A): 
(U, p) = 0, Vp e R1 CA)} e sia A il proiettore ortogonale di L2 (A) su L0

2 (A). La soluzio­
ne del problema (12.54) è data da U = IIMAF (cfr. sez. 10), con l'operatore M solu­
zione di (12.53). 

Posto B0 (U, V) = #0 ((U, V)), (0 < q0 < qQ ) data F e L0
2 (A) il problema di determi­

nare U e WCA) tale che 

(12.55) B0«7,V) = (F,V), W e W ) , 

ha come soluzione U = G0F = (l/qQ)IIMAF. G0 è un PCO (positivo ma non stretta­
mente) di L2 04). Assumendo come spazio S lo spazio delle funzioni di L2 (A) e come 
spazio H lo spazio W^4), per il Lemma 12.10, il problema (12.55) costituisce un pro­
blema base per il problema (10.4). 

Sostituendo a G0 l'operatore esplicitamente noto GQymF = (ì/q0)IIMmAF è possi­
bile applicare la teoria degli operatori intermedi per la costruzione di una successione 
di operatori {Gnm}, esplicitamente noti, che approssimano uniformemente G. Per il 
Teorema 12.4 risulta lim ||G0 — G0 m\\ ^ (l/#o) ^m Tm — 0- La conoscenza esplicita 

m —» °° ' w —» oo 

della successione {r„w} tale che ||G0 - G0,w|| ^ (l/#o) T«,w> insieme ai Teoremi 4.6 e 
4.7, permette la maggiorazione dell'errore di approssimazione uniforme \\G — G„tm\\ 
con la precisione voluta. Se N, e quindi GQyGn>m e G appartengono alla classe CS2 si 
proceda a quanto accennato nella sez. 9 per il calcolo della matrice di Green 
gn,m(x, y) = \gh]k (x> y)} ih,k — 1, ...,r) corrispondente a G e del relativo errore di 
approssimazione. 

Lavoro svolto con il finanziamento dell'Istituto Nazionale di Alta Matematica «Francesco Severi», 

Roma. 
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