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Analisi matematica. — Su alcune proprieta delle funzioni convesse. Nota di Luicr
AmBrosio, presentata (*) dal Socio E. De Giorgi.

AsstraCT. — On some properties of convex functions. In this paper we summarize recent results of a
research concerning the singularities (non differentiability points) of convex functions. This research
covers various aspects, from the estimate of the Hausdorff dimension of some kinds of singularities to the
study of their propagation. We study also semicontinuity and relaxation problems related to the area of
the graph of the gradient of a convex function and the existence of weak determinants of the minors of
the Hessian matrix.

Key worps: Convex functions; Semicontinuity; Relaxation; Propagation of singularities; Hamilton-
Jacobi equations.

Russunto. — In questo lavoro riassumiamo alcuni risultati di una ricerca riguardante le singolarita
(punti di non differenziabilita) delle funzioni convesse. Questa ricerca copre vari aspetti, che vanno dalla
stima della dimensione di Hausdorff di certi tipi di singolarita fino allo studio della loro propagazione.
Studiamo anche problemi di semicontinuita e rilassamento collegati all’area del grafico del gradiente di
una funzione convessa e lesistenza dei determinanti, in senso debole, dei minori della matrice
Hessiana.

INTRODUZIONE

Lo scopo di questo lavoro & quello di esporte i risultati di una ricerca, frutto di una
collaborazione con P. Cannarsa, G. Alberti, H. M. Soner, sulle singolarita (punti di
non differenziabilita) delle funzioni convesse #: Q ¢ R” — R. I Teoremi da noi ottenu-
ti e qui esposti restano validi, con varianti minime negli enunciati, per soluzioni semi-
concave di equazioni di Hamilton-Jacobi (vedi ad esempio [13]) H(x, #, V) = 0, nel
senso della viscosita.

Le singolarita possono essere ripartite in modo naturale in # insiemi
YY), ..., X" (), a seconda della dimensione del sottodifferenziale dx(x) nel punto
singolare x. Il principale risultato di[1] & una stima ottimale della massima dimensio-
ne di Hausdorff degli insiemi X* (), che risulta essere (2 — k).

Un altro oggetto naturale di studio legato alle singolarita & il grafico del sottodiffe-
renziale, definito da I'(#) = {(x,p) € @ X R": p € du(x)}. Si dimostra in[3] che I'ap-
plicazione # — 9C" (I'(#)) & semicontinua inferiormente, e pud essere ottenuta rilassan-
do il funzionale 3" ({(x,p) € 2 X R": p = Vu(x)}), definito sulle funzioni convesse di
classe C2 Inoltre (vedi anche [10]) munendo I'insieme I'(x) di un’opportuna orienta-
zione, & possibile definire in senso debole tutti i determinanti dei minori della matrice
Hessiana di «.

Infine, ¢ studiato in[3] il problema della propagazione della singolarita. Anche

\

se la sola convessitd non & sufficiente per garantire tale fenomeno, troviamo alcune

(*) Nella seduta del 14 marzo 1992.
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condizioni, riguardanti la geometria di du(x) e I'insieme
D*ulx) = {b lim Vu(x,): x, non singolare, x; —>x},
— + ©

che implicano fenomeni di propagazione.

Nei prossimi paragrafi supporrd sistematicamente che #: 2 — R” sia una funzione
convessa, e fard spesso uso della misura di Hausdorff r-dimensionale in R” (vedi
[14, 18]), definita per ogni numero reale r € [0,72] ed ogni insieme B ¢ R” da

I’ '
ra/2) sup inf{z diam’(B;): B c .UIBD diam (B;) < O\}’
iel L€

B = a2

©

ove I'(r) = Je"t'— Ydt & la funzione di Eulero.
0

1. STIME SULLE SINGOLARITA E DETERMINANTI DEBOLI
Dato x € Q, il sottodifferenziale di # in x & definito da

Oulx) ={peR": uly) Z2ulx)+{p,y —x)¥peR"}.

E ben noto (vedi[6, 16]) che du(x) & compatto, convesso e non vuoto, e che # & diffe-
renziabile in x se e solo se du(x) & un singoletto.

Dermnizione 1. Per ogni intero £ =0,1,..,n poniamo X*(x) = {xeQ:
dim (du(x)) = k£}. Definiamo anche I'(«) = {(x,p) e 2 X R": p € du(x)}.

Per enunciare un risultato sulla dimensione di Hausdorff degli insiemi X* (#), dia-
mo prima una definizione.

DermvizionE 2. Sia Bc R”, esiar € {0, 1, ..., m}. Diremo che B & numerabilmente
I("-rettificabile se esiste una successione di superfici di classe C' ed r-dimensionali
% CR” tali che

o (B\ bglr,,) —0.

In altre parole, H’-quasi tutto B pud essere ricoperto con varieta r-dimensionali di
classe C' (per r = 0, questo equivale a dire che B & numerabile).

Vale allora il

Teorema 1. Gli insiemi X*(u) sono numerabilmente "~ *-rettificabili, ed in
particolare la loro dimensione di Hausdorff non supera (n — k). Inoltre, [insieme
I'(n) & numerabilmente IC"-rettificabile in R* e

(1) J olx, p)dI" (x, p) < J.ineaé( olx,p —x)dp
') R
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per ogni funzione continua ¢ = 0. Infine,

3¢t (Ju(x)) dIC" ~*(x) < +
)N

per ogni insieme Q' ccQ

Osserviamo che la (# — 1)-rettificabilita dell’insieme

k
N2 = U X®w)

i=1

puo essere dedotta dal fatto che Vu & una funzione vettoriale a variazione localmente
limitata in Q (si veda[10] o [15]), e verificando che @Q\X°(#) coincide con I'insie-
me dei punti di salto di V.

In [9] Fleming dimostra che 3¢* ~**<(Q\2°(»)) = 0 Ve > 0, per la funzione va-
lore # di un problema di controllo ottimo. Il Teorema 1 & applicabile, come gia si ¢
detto, anche al caso studiato da Fleming, e fornisce risultati ottimali. Infatti, semplici
esempi mostrano che l'insieme X* () puo essere un insieme (# — &)-dimensionale (ad
esempio, un piano).

DerinizionE 3. Dato un insieme S C R” ed x € R”, definiamo

X — X
TS, x)=1mp:r=0,p= lim —b—, x, € SN\ {x}, %, —>x!.
h— + |x — Xp |
Definiamo anche Tan (S, x) come il minimo spazio vettoriale contenente T (S, x).
La dimostrazione della rettificabilita degli insiemi X* () si basa sul seguente crite-

rio [1, Teorema 2.4]:

Teorema 2. Se la dimensione di Tan (S, x) non supera r per ogni x € S, allora S é nu-
merabilmente IC-rettificabile.

Per la dimostrazione della rettificabilita di I'(%), ci si riduce al caso in cui Q = R” e
(p—9,9—x)= |y —x|*Vx,y e R", p € Buly), g € dulx). Si osserva quindi che I'insie-
me I'(#) coincide con il grafico della funzione ¢(p) che a p € R” associa 'unico x € R”
tale che p € du(x). Essendo ¢ Lipschitziana (per l'ipotesi fatta su #), le proprieta di
I'(u) vengono dedotte da note proprieta del grafico di funzioni Lipschitziane.

Osserviamo che per controllare 'area del grafico di una funzione vettoriale
v: 2 — R” serve in generale una stima in W"” (Q,R") (vedi anche [17]). Osserviamo
anche che la funzione Vz in genere non appartiene a Wi, (Q, R”). Una stima analoga
alla (1) puo essere dimostrata per funzioni » soddisfacenti la condizione di «monoto-
nia» ((y) —v(x),y —x) = 0.

DEFINIZIONE 4. Sia £ un intero compreso tra 1 ed #, siano I, J c {1, ..., n} due in-
siemi di cardinalita (# — k&) e & rispettivamente, sia # € C*(Q), ed indichiamo con
M/ (u) il £-minore della matrice Hessiana di # formato con le colonne indicizzate dal
complementare di I e le righe indicizzate da J. Indichiamo anche con o(I) il segno del-
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la permutazione che porta la #-pla (I, {1, ..., #}\I) in {1,...,n} (gli elementi di ], ] e
del suo complementare sono elencati in ordine crescente). Poniamo infine oy ;=
= dx,-l /\ e /\dxl'n_k/\dy/-] /\ e /\dy]k'

Se #e C?(Q) e si munisce I'(#) dell’orientazione naturale, vale I'identita

@ [ #6 Dec ] @) = o1 [ )01

Q I'(u)
La (2) consente di definire, in senso debole, i determinanti dei minori della matrice
Hessiana di una funzione convessa (vedi[10, 12]).

TeoreMaA 3. Sia K(Q) lo spazio vettoriale delle funzioni convesse in Q, munito della
topologia L% (Q), e sia M (Q) lo spazio vettoriale delle misure di Radon in Q, munito della
topologia debole * (indotta dalla dualita con le funzioni continue a supporto compatto). Al-
lora, lapplicazione p: K(Q) N C*(Q) — IMN(Q) definita da

u(w)(B) = [ Det (M] () dx
B -
é estendibile con continuitd a tutto K(Q). Inoltre, per ogni u € K(Q) esiste un n-vettore
unitario &,(x,y) tale che

w(w)(B) = j (€, (x,9), o1 )dC" (x, 9)
(BXR")NI(u)

per ogni insieme di Borel B cc Q.

2. IL RILASSATO DELL’AREA DEL GRAFICO DEL GRADIENTE

Per ogni funzione convessa #: Q — R e di classe C?, poniamo

Flu, Q) = j¢(vzu)dx =9 ({(x,p) €2 X R": p = Vu(x)}),
g
essendo ¢ l'integrando dell’area:

YA = 1+ 3 de?(B)
BcA

(la somma & fatta su tutti i minori quadrati di A). E naturale chiedersi se I'applicazione
u — F(u, Q) & semicontinua inferiormente nella topologia Ly, (2), e quale puo essere la
sua massima estensione semicontinua F (detta anche funzionale rilassato) alle funzioni
convesse nhon regolari.

Il seguente Teorema fornisce una risposta soddisfacente a queste domande. Prima
di enunciarlo, ricordiamo la definizione di F:

F(u, Q) = inf {lbirn inf Flu, Q): w,—uin L, @}.

TeoREMA 4. Sia Q un aperto limitato di classe C>. Si ba F(u, Q) = 9" (I'(w)) per ogni
funzione convessa e Lipschitziana u: Q - R.

Con ragionamenti analoghi a quelli del Teorema 3 si pud dimostrare che ’applica-
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zione u — 3" (I'(u)) & semicontinua inferiormente, ed in particolare F(u, Q) =
= 9" (I'()). Per dimostrare I'uguaglianza ¢ allora necessario trovare una successione #,
di funzioni convesse di classe C? tali che , —u e

blin:w Flu,, Q) = 9" (I'(w)).

Tale successione & costruita approssimando # con le trasformate di Yosida #,. Co-
me mostra il seguente Teorema, il grosso pregio delle funzioni #, ¢ dovuto al fatto che
I'(u. ) si ottiene deformando I'(#) con una deformazione lineare tendente all’identita al
tendere di ¢ a 0. Le funzioni #, sono di classe C»!, e possono a loro volta essere ap-
prossimate da funzioni C? aumentando di poco I'area dei grafici dei gradienti.

TEOREMA 5. Sia u: R” — R una funzione strettamente convessa e Lipschiziana, e defi-
niamo per ogni >0 la funzione u.(x) = min{u(y)+ |y —x|*/2e: yeR"}. Allora,
u.e CVY(R") la costante di Lipschitz di Vu, non supera 1)<, e |u, — u||.. < L?¢, dove L &
la costante di Lipschitz di u.

Inoltre, Uapplicazione @.: R* — R* definita da @ (x,p) = (x + ep, p) é una bigezio-
ne tra I'(u) e I'(u,)

La convessita gioca nei Teoremi 4 e 5 un ruolo fondamentale. Infatti, vi sono degli
esempi (vedi[7]) che suggeriscono che il rilassato dell’area del grafico di funzioni
vettoriali (non necessariamente gradienti di funzioni convesse) ha una struttura molto
complessa, e non ¢ neanche additivo come funzione dell’aperto Q di integrazio-
ne.

Volendo ritornare ad una rappresentazione «cartesiana» di F(x, ), & utile studiare
le misure w, (B) = 9" ([(B N X*(«4)) X R"] N I'(u)) che permettono di rappresentare
F(u, Q) con la formula

Flu,Q) = 2w (Q).
i=0
Essendo X" (#) numerabile, non ¢ difficile rendersi conto che

mB) = X 9" (Bulkx)).

xeX"(u)NB

La rappresentazione di g con £ <z sembra essere un problema molto piu difficile.
Per ke {1, ...,n} si possono dimostrare le diseguaglianze [8,3.2.22]

(3) u (B) = j 9C* (Bulx)) dac” ~* (x),
M) NB

mentre per &£ =0 si dimostra che

(4) 10 (B) = J¢(V2u)dx+ |D*Vu| (B).
B
Nella (4) V?# indica la densita della parte assolutamente continua della derivata distri-
buzionale DVu di Vu, mentre D’V indica la sua parte singolare.
La disuguaglianza (3) pud essere stretta, e lo si puo verificare direttamente per
funzioni # tali che ¥* (#) & una varieta (» — k)-dimensionale non piatta. Inoltre, si pos-
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sono costruire esempi pitt complicati di funzioni per le quali la misura w; non & assolu-
tamente continua rispetto a (" ~*. Si prenda ad esempio £ = 1, # = 2, e si consideri la
funzione di Cantor-Vitali »(x): [0, 1] — [0, 1] la cui derivata Dv & concentrata sull’in-
sieme di Cantor C. Sia #:]0, 1[X]0, 1[— R definita da

X
ulx,y) = ly - Jv(z‘)dt

0

Linsieme I' = X' (%) & una curva di classe C! la cui normale non & mai orizzontale. In
particolare, la misura v(J) = 9¢' ((J X R) N I') & assolutamente continua rispetto alla
misura di Lebesgue. Non ¢ difficile verificare che, invece, la misura v' (J) = g, ((J X
X R) N I') ha densita non nulla rispetto a Dv. In particolare, 4; non & assolutamente
continua rispetto alla restrizione di ¢! a I.

Vi sono quindi ragioni per credere che gli insiemi X* (#) siano dotati di curvatura,
oltre che di spazio tangente, in un senso approssimato, e che le misure w; siano legate a
tale curvatura.

E inoltre naturale chiedersi se gli insiemi X* () si possano ricoprire con varieta di
classe C? anziché di classe C'. A tuttoggi questo problema & ancora aperto (vedi
anche [4]).

Anche la diseguaglianza (4) puo essere stretta, in quanto p, pud non essere assolu-
tamente continua rispetto a H” + |DVx«|. Si prenda ad esempio la funzione #: 10, 1[ X
%10, 1[— R definita da

X

y
ul(x,y) = j o) dr + j () dr,
0 0

Si puo allora verificare che g = Dy X Dy, mentre |DVu| = Dv x 9¢' + 9¢' X Dv. La
misura Dv X Dv & concentrata sull'insieme C X C che & trascurabile rispetto a

|DVu|.

3. PROPAGAZIONE DELLE SINGOLARITA

Le singolarita delle funzioni convesse, di qualunque ordine esse siano, possono es-
sere isolate. Si prenda ad esempio la funzione u(x,...,x,) = (& + ... +x¢) +
+ (s + ... +x))Y% Non e difficile verificare che # & convessa in R” e differenziabile
in R”\ {0}. Inoltre, 0 € X*(«) in quanto dx(0) = [—1, 11¥ x {0} ~*.

DerinizionNe 5. Per ogni x € 2 poniamo
D*u(x) = {b liIE Vulx,): x, € X°(u), x,—x}.
Dato un intero & € {0, ..., n}, poniamo anche
I'*(u) = .L_JkEi(u).

E noto che D* u(x)  du(x) e che co (D* u(x)) = du(x). Il seguente Teorema da una
condizione sufficiente per la propagazione dei punti di non differenziabilita.
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TEOREMA 6. Supponiamo che x ¢ X" (u) e du(x)\D * u(x) sia non vuoto. Allora, x non
¢ un punto isolato di T'' (u) e T(I' (), x) D [Qulx)]*.

L’ipotesi del Teorema 6 & automaticamente verificata, ad esempio, per le soluzioni
di viscosita dell’equazione H(x, #, Vu) = 0 nell’ipotesi in cui I'insieme di livello R(x) =
= {p: H(x, #(x), p) = 0} sia strettamente convesso. In tal caso, infatti, essendo I'equazio-
ne soddisfatta nel senso puntuale in X°(«), si ha che D*u(x) & contenuto in R(x) e
quindi non pud contenere parti lineari. In[2] vi sono enunciati pit precisi, che con-
sentono di trattare il caso in cui vi sia stretta convessita in certe variabili, ma non in al-
tre, come pud avvenire ad esempio per equazioni del tipo % + H(x, u, Vu) = 0.

1l Teorema 6 da un risultato ottimale nel caso in cui x € X! (#). D’altro canto, se
x € X*(u) con k > 1, si vorrebbero condizioni che garantiscano che x non ¢ un punto
isolato di I'* («). Alcuni esempi mostrano che per avere cid & necessario rafforzare le
ipotesi del Teorema 6.

Dato un intero j = 1, definiamo

Ij(au(x)) = U{co(A): 9°(4) <j,AcD*u(x)}.

E evidente che I,(u(x)) = D*u(x); il teorema di Carathéodory implica che
Ij(au(x)) = du(x), Vi = & + 1, se x € * (). Il Teorema 6 pud essere generalizzato nel
modo seguente.

Teorema 7. Siz x € 3% (u)\2" (4), e sia m € {1, ..., k} il massimo degli interi j tali
che du(x)\I; (ulx)) # 0. Allora x non & un punto isolato di I (), T(I'™ (u),x) D
o [Bulx)]*, e

p W@ NB ) /2
Pty o T Irl+(m—-k))2)°

La propagazione della singolarita di ordine massimo (£ = 7) avviene ad esempio
se D*u(x) & contenuto in un insieme strettamente convesso e dx(x) & un poliedro. In-
fatti, in tal caso D * %(x) coincide con I'insieme dei vertici di dx(x) e I, (9x(x)) & il bordo
(relativo) di Su(x).
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