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Matematica. — Teoria degli operatori intermedi e applicazioni: risultati generali.
Nota I di FLavia Lanzara, presentata (*) dal Socio G. Fichera.

Asstract. — Theory and applications of intermediate operators: general results. Problems of the follow-
ing kind are considered: (Tw,v)y = (f,0)s, f€S, ue H, Vv e H, vector f is given, vector # is the «un-
known». H is a subspace of the Hilbert space S. T is a linear operator from H to H which satisfies suit-
able hypotheses. By using the theory of intermediate operators methods for the calculus of the «Green
operators» and of the relevant «Green functions» are given. Explicit «a priori» estimates are obtained
which are as close as we wish to the optimal ones.

Key worps: Intermediate operators; Green’s operator; Green’s function.

Ruassunto. — Mediante I'uso della teoria dei problemi intermedi vengono dati metodi di calcolo per
gli operatori di Green e per le relative funzioni di Green di problemi del tipo: data f€ S, determinare
u € H tale che (Tu,v)y = (f,v)5, Vv € H, dove S ed H sono spazi di Hilbert, H c §, T & un operatore lineare
da H in H che verifica opportune ipotesi. Si ottengono maggiorazioni esplicite «a priori», tanto prossime
a quella ottimale quanto si vuole.

11 concetto di successione di operatori intermedi tra due dati operatori & stato intro-
dotto da Alessandro Weinstein nella sua celebre Memoria del 1937 [1] nella quale,
per la prima volta, riesce a propotre un metodo generale per il calcolo per difetto degli
autovalori di problemi al contorno per equazioni alle derivate parziali, aventi un ope-
ratore di Green positivo. Tale ¢, ad esempio, il problema di autovalori relativo alle
frequenze proprie di una piastra elastica incastrata lungo il suo bordo, caso considera-
to inizialmente dal Weinstein, anche dal punto di vista numerico, quando detta pia-
stra & un quadrato.

Il metodo di Weinstein & stato successivamente sviluppato da numerosi Autori (!)
ed in modo particolare da N. Aronszajn[3,4] e da N. Bazley[5-7].

Si deve ad Aronszajn una ingegnosa costruzione di una successione di problemi in-
termedi che si rivela, come anch’io mostrerd in seguito, particolarmente utile nelle ap-
plicazioni. L’equivalenza rispetto al gruppo unitario del tipo di successione di proble-
mi intermedi, quale originariamente proposto da Weinstein, e del tipo di Aronszajn &
stata studiata con metodi differenti in[8] e in[9] ().

Lo scopo principale di questa Nozz e delle altre che ad essa seguiranno & uno stu-
dio di problemi del tipo seguente

D) (Tu,v)y = (f,v)s, f€S, ueH, Vve H;
2) (Tu,v)g = Mu,v)s, u€e H, Vove H,

(*) Nella seduta dell’8 febbraio 1992.

(!) Per una bibliografia completa cfr.[2].

() Per un confronto fra i metodi di[8] e[9] cfr.[10]. Un breve resoconto (fino al 1974) della
teoria dei problemi intermedi pud trovarsi in[11].
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dove S ed H sono spazi Hilbertiani e T un operatore lineare definito in H. Nella 1) /&
il termine noto, # I'incognita; 2) & un «problema di autovalori». Le ipotesi su S, H e T
saranno ben specificate in seguito. Il problema 2), nelle ipotesi che assumeremo, & sta-
to ampiamente studiato. A tal fine basta limitarsi a richiamare le monografie e i trattati
nei quali sono esposti i metodi impiegati per risolvere il problema 2) ed & contenuta
una vasta bibliografia sull’argomento [2,9,12-17]. Tuttavia, viste le profonde con-
nessioni esistenti tra i problemi 1) e 2), ho dovuto in questo lavoro considerare anche
taluni aspetti inerenti al problema 2).

Ben maggiore originalitd ritengo abbiano invece i risultati relativi al problema 1).
Per tali problemi, infatti, partendo da un’idea relativa ad un caso molto particolare
contenuta in[18], ho potuto dare metodi di calcolo per gli «operatori di Green» e
per le relative «funzioni di Green». Circostanza, che ritengo di non trascurabile inte-
resse e generalita, ¢ la possibilita di dare maggiorazioni esplicite a priori molto strette
nei procedimenti di calcolo sia di quegli operatori che di quelle funzioni. Tali maggio-
razioni (che costituiscono la parte pitt delicata della mia ricerca) hanno un carattere di
novita anche rispetto ai risultati particolari contenuti in[18], dove il problema della
maggiorazione dell’errore per gli operatori e le funzioni di Green non & considerato.
La costante che interviene nelle mie formule di maggiorazione sovrasta ovviamente
quella ottimale, ma si pud rendere tanto prossima a questa quanto si vuole.

Strumento principale per I'ottenimento dei miei risultati si & rivelata la teoria dei
problemi intermedi che in questa Nota I, relativamente alla classe di operatori da me
considerata, viene rielaborata in un contesto astratto. Nello stesso contesto vengono
ottenuti i risultati generali di analisi funzionale relativi agli «operatori» ed alle «fun-
zioni» di Green. Nelle Note successive i metodi di questa prima Nota saranno applica-
ti a svariati problemi che interessano I'analisi matematica, la fisica matematica e I’ana-
lisi numerica. Le applicazioni numeriche a diversi problemi di non banale interesse
verranno pubblicate in un lavoro a parte che apparird su una Rivista specifica.

1. Crasse {T} E RELATIVE PROPRIETA

Siano S e H due spazi di Hilbert astratti entrambi reali o complessi. Lo spazio § sia
separabile e di dimensione non finita. Si denoti con (#, v)s il prodotto scalare in S e con
(#,v)y il prodotto scalare in H. In seguito, per brevit, si scrivera («,v) anziché (u, v);.
Si supponga che sia H ¢ S e che 'operatore d’immersione J: H < § sia un operatore
compatto. Si denoti con ||| la norma in S e con |||y la norma in H. Per la continuita
dell’operatore 3: H > S esiste una costante ¢>0 tale che ||| < c|ully VY« € H.

Sia T un operatore lineare e limitato definito da H in sé tale che

(1.1) (Tu,v)y = (u, Tv)y, Vu,veH
e
(1.2) (Tw,wyy Zcrlelfy  YueH, or>0.

Si denoti con {T} la classe costituita da tali operatori. Dato f€ S, il problema
(1.3) (Tu,v)y =(f,v) ueH (YveH)
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ammette una e una sola soluzione. Infatti dall’essere (Tx,v)y = 0 Vv € H segue che 0 =
= (Tu,u)y = cr|j4lffy. Quindi #=0. Sostituendo in H il prodotto scalare (x,v)y con
(Tu,v)y, si ottiene un nuovo spazio di Hilbert 3¢ isomorfo al precedente. Il funzionale
lineare (f,v), considerato come definito e limitato in IC, pud essere rappresentato me-
diante questo prodotto scalare (teorema di rappresentazione di Riesz). Esiste quindi
u€H tale che (1.3) & soddisfatta.

Sia u = Gf. L’operatore lineare G verifica I'identita

(1.4) (TGu,v)y = (u,v) VueS, VveH.

Cio implica che &€ Gu =0 solo se & #=0. Inoltre G ¢& limitato da § in IC perché, per
ogni feS, |Gl <cr' (TGS, Ghn =" (£, GH = et I IGAI= e el A1 Il
quindi compatto da S in § per la compattezza dell’operatore d’immersione J: H < S.
L’operatore G & simmetrico e positivo in S. Infatti, per la proprieta (1.1): (#, Gov) =
= (TGu,Gv)y = (Gu, TGv)y = (Gu,v) Vu, veS e vper la (12), (uGu)=
= (TGu, Gu)y = or||Gulf}; > 0 se u# 0, Vu € S. Quindi G & un PCO dello spazio S. Con
la sigla PCO (Positive Compact Operator) si intende un operatore di uno spazio di
Hilbert in sé positivo e compatto (per il quale si suppone altresi la simmetria se lo spa-
zio & reale) ().

Diremo l'operatore G operatore di Green per il problema (1.3).

Il problema di autovalori

(1.5) (Tu,v)g = AMu,v), wueH, (YveH)
essendo, per la (1.2), A# 0 & equivalente a
(1.6) Gu=pu, u€eS con p=2""1.

La (1.4) e la (1.5), assumendo u=A"", implicano la (1.6). Viceversa, se sussiste
(1.6), si ha (#,v) = (TGu,v)yg = (T, v)y, cioé la (1.5) con A=p"1.

Ne segue che gli autovalori di (1.5) costituiscono una successione monotona non
decrescente di numeri positivi: A; <A, =...<2X; =<.... In questa successione ogni

autovalore & ripetuto un numero di-volte pari alla sua molteplicita (certamente
finita).

2. SUCCESSIONE DI OPERATORI INTERMEDI

Siano G, e G due PCO dello spazio S e supponiamo che, dette {uoz}e=1 €
{#e}r=1 le rispettive successioni degli autovalori, si abbia per ogni
k=1:p, Swpos.

Diremo che la successione {G, } (» =1,2,...) & una successione di operatori interme-
di fra G e Gy se, detta {u, ;}r>; la successione degli autovalori di G,, si ha

2.1) e Sthnt 1k Stok =m0k (7=1,2,...).

(®) In questo lavoro con la dizione operatore positivo G intenderemo riferirci ad un operatore stretta-
mente positivo, cioé tale che (Gu,u) >0 per ogni ## 0. Tuttavia in qualche circostanza dovremo conside-
rare operatori positivi ma non strettamente, cio¢ tali che (G, #) =0 Vu, potendo essere (Gu, #) = 0 anche
per qualche ## 0. In tal caso, perd, daremo esplicito avvertimento al lettore.
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Se G, G e la successione {G,}, verificano le condizioni
2.2) G<G,11<G, <Gy}

allora G, & certamente una successione di operatoti intermedi tra G e G, . Date le (2.2)
seguono, com’¢ noto, le (2.1) come conseguenza del classico principio di Mini-Max
per gli autovalori (cfr.[9, p.114]).

La (2.2) appare quindi come una condizione pil restrittiva della (2.1). Sussiste
tuttavia il seguente Teorema:

2.1. Se la successione di PCO {G,} é intermedia tra G e G esistono due PCOT e T,
ed una successione di PCO {T',} tali che

1) T & unitariamente equivalente a G eI, (n =0, 1,2, ...) é unitariamente equiva-

lente a G,();
i) 8¢ ha I'<I,,,<I,<IY,.

Sia {v;};=, un sistema ortonormale e completo in § e siano {#, ,}s=1 € {#}5=1
le successioni complete di autovettori ortonormalizzati relative, rispettivamente, a
G, (n=0,1,...) e a G. Si considerino gli operatori unitari U,,v=b2 (W, t, )V €

=1
Uv= 2 (,u)v,. Siha U;lv= 2 (v,0) 1,5, U o= 2 (v,03) . Ne segue che gli
h=1 h=1 h=1

operatori I', = U, G, U, ! e I'= UGU ™ sono unitariamente equivalenti, rispettivamen-
te,aG,eaG. Sihal',v= 2#,,;, (v,vp)vy e Tu= E,u;, (v,v5) vp.

Dalla (2.1) segue ii). b=

Il Teorema dimostrato fa vedere che, allorché le successioni di operatori intermedi
vengono impiegate in problemi invarianti rispetto all’equivalenza unitaria (come, ad
esempio, sono i problemi di calcolo e approssimazione degli autovalori) le due condi-
zioni (2.1) e (2.2) debbono considerarsi come equivalenti (°). E anche perd da osserva-
re il carattere puramente teorico di tale Teorema, dato che la costruzione di I', e I' &
basata sulla esplicita conoscenza della risoluzione spettrale di G, e G. Si noti che, se la
successione {G,},= verifica la (2.2), essa converge fortemente verso un operatore G’
in generale distinto da G e tale che G’ = G. Se accade che G' = G e che la convergen-
za di G, verso G non & soltanto forte ma anche uniforme, allora si ha, per ogni 4,
lim , ; =w, come segue dalla ben nota diseguaglianza |u,:—wml =[G, -Gl
(#=0) (cfr.[9, p.115]).

Come si & ricordato nell'Introduzione, il concetto di successione di problemi in-
termedi venne introdotto da A. Weinstein in un contesto particolare, che, relativa-

(*) Se G e G’ sono due operatori simmetrici di S, scrivendo G< G’ intendiamo che la forma quadra-
tica (G’ u,u) — (Gu,u) & semidefinita positiva senza essere identicamente nulla.

(°) Due operatori G e I di S si dicono unistariamente equivalenti se esiste un operatore unitario U di §
su se stesso tale che G=U"'I'U e, quindi, I'= UGU™". E ovvio come tale definizione vada modificata se
G e I" operano su due spazi diversi.

() Naturalmente deve supporsi che, per ogni 7 e per ognuna delle diseguaglianze (2.1), esista alme-
no un indice £ per il quale tale diseguaglianza valga in senso stretto.
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mente ai PCO di S, pud cosi esprimersi. Sia G, un PCO e sia V un sottospazio proprio
di §. Sia Q il proiettore ortogonale di § su V. Si assuma G = QG, Q, cio¢ G sia la comz-
ponente (o parte) di G, rispetto a V. L’operatore G & un PCO non strettamente positivo
dato che per ogni vettore we W= V" si ha (Gw,w)=0. Sia P=1—Q, cioé P sia il
proiettore ortogonale di S su W. Indichiamo con {w;}+= un sistema di vettori linear-
mente indipendenti di W, completo in W. Diciamo W, linviluppo lineare di
wy, ..., w,, ciod la varieta lineare di base wy , ..., w, e sia P, il proiettore ortogonale di §
su W,. Si ponga G, = (I — P,) G, (I — P,). Per noti teoremi & soddisfatta la (2.1). Si ha
inoltre la convergenza uniforme di G, verso G.

Tali fatti sono la premessa teorica del metodo di calcolo per eccesso degli autova-
lori di G= (I - P) G, (I — P) dovuto a Weinstein. Si noti che in questo caso gli opera-
tori intermedi G, sono positivi ma non strettamente. E inoltre da notare che gli opera-
tori G, = (I—P,) Gy(I—P,), in generale, non verificano le (2.2).

In questo caso la riduzione della condizione (2.1) alla condizione (2.2) pud farsi
mediante equivalenze unitarie che, a differenza di quelle considerate nella dimostra-
zione del Teorema 2.1, sono del tutto esplicite.

Sussiste, infatti, il seguente Teorema:

2.2. Siano I un PCO e V un sottospazio di S. Sia Q il proiettore ortogonale di S su V.
Sia I''? la radice quadrata positiva di T. L'operatore QI'Q, considerato come operatore di
Vin V, e Uoperatore ri2 QI’I/ 2 considerato come operatore da K* in K*, (dove K ¢ il
nucleo dell’operatore T2 QI'V?), sono unitariamente equivalenti.

Questo Teorema & sostanzialmente contenuto nei teorr. 17.1 e 17.II di[9]
(cfr.[9, p.131]).

Consideriamo due operatori Ty e T della classe {T}. Siano {2 £}z € {Ae} le rispet-
tive successioni degli autovalori e Gy e G i rispettivi operatori di Green. Diremo che la
successione {T,},~; di operatori di {T} & intermedia tra Ty e T se, detta {G,},=, la
successione degli operatori di Green corrispondente a {T,}, la {G,} & intermedia fra
G e Gy. Cid presuppone che debba essere

2.3) hop=<x (VE=1).

I due operatori Ty e T di {T} siano tali che 'operatore T — Tj, sia strettamente posi-
tivo, cioé |

(2.4) (Tu, )y > (Tou,u)y  VYu#0.
La (2.4) implica il sussistere delle (2.3). Nella ipotesi (2.4) N. Aronszajn ha fornito

un metodo, assai efficace nelle applicazioni, per costruire una successione di operatori
intermedi tra T, e T.

Se {¢,},=1 & un sistema completo di vettori linearmente indipendenti in S, si de-
noti con a; la soluzione di

(25) (Tab,D)H = (Sbb)v) a, € H7 (Vl) € H);
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cioé a, =Gy, (7). La {a;} & una successione di vettori linearmente indipendenti e
completa in H.

Introdotto in H il prodotto scalare (%, v)) = (Tu,v)y — (Tyu,v)y, sia W lo spazio di
Hilbert cosi ottenuto, che risulta essere isomorfo a H. Se W” & il sottospazio di W
generato dai vettori «, , ..., «,, si indichi con P, il proiettore ortogonale di W sulla va-

rieta lineare W”. Se {5}, _, , & la matrice inversa della matrice di Gram {((«;, )}

(4,j=1,...,n) si ha P,u= Z bl;.”) (#, ;)
L7

Si definisce la successione di operatori intermedi

(26),1 Tn = TO + (T" To)Pn
T, & un operatore lineare, limitato e simmetrico definito da H in H. Esso appartiene
alla classe {T}. Se ||| || denota la norma in W, dall’essere (T, u, )y = (Tou,u)y +

+ |IP,u|?, e H, segue che (Tou,u)y < (T,u,w)y = (Tys1t, )y < (T, u)g.
Applicando il principio di Max-Min (cfr. [18, teor.III, p.226]) a questa succes-
sione {T,}, si deduce

(2.7) AO,k S)\n,k S)‘n+1,/e S)\k (kZ].)

Segue da cid che {T,}, & una successione di operatori intermedi tra T, e T.

2.3. La successione di operatori intermedi {T,} definiti da (2.6), converge fortemente

a T in H.

La successione di proiettori P, converge fortemente all’operatore identico I in H.
Dallessere ||T,,u — Tully <||T(P, —I) 4|y + ||Ty (P, — I) 4|y Vu € H segue la tesi.

Sussiste, inoltre, il seguente Teorema di convergenza:

2.4. Per ogni k=1 la successione di autovalori {1, } converge a . Si scelga la cor-
rispondente successione di autosoluzioni {u,} tale che (u,,t, ) =0 (h,k=1). La
successione {u, 4}, é compatta in S e ogni punto di compattezza é un’autosoluzione per il
problema (1.5) corrispondente all’autovalore Xy,.

La successione {#, .}, & limitata in H. Infatti

- _1 — —-—
”un,kll%-l SCO I(Toun,/e)uﬂ,/e)H SC() (Tn un,/e)un,k)H =G An k —CO )‘/e

Quindi la successione {#,}, ¢ compatta in S.
Per ogni u € H:

allG, s = (T, G, u, G, w)u = (4, G, ) < |lal|- |G, | < & el * |G, e
da cui segue che ||G,||z =<', avendo indicato con |Gy = sup |Gl /|||l 1a no-
H-

ma di un operatore dello spazio H.

(") Circa la costruzione esplicita della successione {a;} si veda la prossima Sezione 5.
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Per ogni #, ve H:

(TG, u,v)y = (T, G,u,0)y + (T —T,) G, u,0)g = (u,v) + (G, u,(T—T,) v)g.

Dallessere |(G,u, (T —T,) v)u| < @ E|lallal(T — T,) ol si ha che
nli_)rrgo(TG,, w,0)g = (u,v) = (TGu,v)y.

Quindi la successione {G,#}, converge debolmente a G« in H munito del prodotto
scalare (Tw,v)y. Per la compattezza dell’operatore d’immersione J: H < S la conver-
genza & forte in §.

Per (2.7) ”li-I)Igo)\,,)I =) <X e, posto @&; =1/1;, si ha che ,,li_I,IZJ’%l =g =p.

Sia {#,, 1} una sottosuccessione estratta da {,},, convergente fortemente a #
in S.

Per ogni veS: |(G,u, 1~ Gu,v)|<|(G, @, —u)0)|+|(G, =G un,v)|=
=|(thy,,1 — 1, G, )| + (G, = G) iy, )| = w1 — || |G, ol + |G, 200 — Gty || el] - da
cui }i{g(Gni”n,-,l» v) = (G, v).

Dall’equazione G, u, 1—u, 1%, 1 =0 si deduce che Gu —pi2 =0, con
(#4,,2) = 1. Quindi % e g; sono, rispettivamente, autosoluzione e autovalore per G.
Deve necessariamente essere ; = u,, altrimenti G avrebbe un autovalore maggiore di
1.

Si supponga che il Teorema valga per £=1,...,h— 1 (h=2). Sia {#;}; una succes-
sione crescente di interi positivi tali che lim#, , =%, (k=1,..,h—1) e limu, , =
~ . . i— ®© o . i i

=1, fortemente in S. Si ha che

(28) (uk,ﬁ;,)=0 k=1,...,b—1 € (th,ﬁb)zl.

Ripetendo lo stesso ragionamento fatto per £ =1, si ha che G#, — %, = 0. Deve es-

sere 4, = u;, altrimenti G avrebbe un autovalore maggiore di u;, nel sottospazio di § de-
finito da (2.8).

3. CALCOLO RIGOROSO DEGLI AUTOVALORI DEL PROBLEMA (1.5)

Parlando di «calcolo rigoroso» di un numero reale incognito A intendiamo la pos-
sibilita di costruire esplicitamente due successioni di numeri reali convergenti a A le
quali, rispettivamente, approssimano A per difetto e per eccesso.

I risultati contenuti in questa Sezione sono gia acquisiti nella letteratura specifi-
ca (®). Riassumerli in questo lavoro & stato dettato, oltre che da un desiderio di com-
pletezza, visto I'uso approfondito che dovremo farne in seguito, soprattutto dalla ne-
cessitd di uniformare le ipotesi e le notazioni, impiegate in altre trattazioni, con la
nostra.

Per il calcolo delle approssimazioni per eccesso degli autovalori del problema (1.5)
sussiste il Teorema

3.1. Sia {vy} =1 un sistema completo di vettori linearmente indipendenti di H. Stano

(®) Cfr. la bibliografia citata nell’Introduzione.
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W= <2 le radici dell’equazione det {(Tv;,v)y — Mv;,v)} =0, (G, 7=1,...,v).
Risulta 3 Zo3* P e lim A =2, (k=1,...,v).

Se {u;} & il sistema completo di autosoluzioni di (1.5) in H, si pud assumere tale si-
stema ortonormale in IC, cioé (Tu;, )y =3 (h,£=1). Per ogni v € IC si ha Gv=

©

= z (TI), u/e)HGuk = kzl‘uk (TU, Zt/e)HZl/e.

k=1

Quindi G & un PCO dello spazio 9. Se 1 =uf ... =u® sono le radici dell’equa-
zione det {(TGy;,v))y — uw(Tv;, )i} =0, (,7=1,...,v), risulta ) <u§*Ve v]_iggoyg) =
=, (cfr. [9, teor. 15.X1II, p. 117]). Dato che 2 = (u{’)™" segue la tesi. Per il calcolo
delle approssimazioni per difetto degli autovalori di (1.5) si fa uso del metodo degli
invarianti ortogonali. Sia G un PCO € 37 (cfr.[9, p.146]) cioé l'operatore G” ha
traccia di Hilbert-Schmidt finita, per qualche 7z positivo. Fissato s=0 e noto l'inva-
riante ortogonale J7(G) [9, lecture 18, p.139], se A <2¥ <... <2 sono le ap-
prossimazioni per eccesso dei primi v autovalori di (1.5), per £<v (°):

1,...,v 1/m
NG = X a0

b <hy<..<h

3.1 o= +0¢)™ s=0, m=1,

1.y
k ) 50 ) \-m
b<h, <Z..(.lb,4,(l;") A AL
fornisce le approssimazioni per difetto dei primi v autovalori del problema iniziale.

Risulta, infatti, o) <c{*V =<3, e VliI,Iolo o) =x (k=1,...,v) (cfr.[9, teor.19],
pp. 152-153]).

La (3.1) fornisce la successione {s{"};- 1, se si conosce esplicitamente I'invariante
ortogonale J7(G).

Sia A un insieme astratto nel quale & definita una misura y, nel senso che p & defi-
nita per tutti gli insiemi B di un o-anello {B}, i quali sono contenuti in A. Sia inoltre
w(B) =0, VB € {B}. Supponiamo che u sia separabile. Con cid intendiamo che essa sia
ottenuta per «prolungamento» da una funzione non negativa, completamente additi-
va, definita su un semi-anello {I} che genera {B} (cfr.[19, pp.267-280]), i cui insie-
mi costituiscono una famiglia numerabile. Supponiamo A € {B} e di misura finita.
Con L? (A, ) si indica, com’¢ noto, lo spazio delle funzioni #(x), reali o complesse, de-

finite in A, x-misurabili e tali che f |(x)[? du, sia finito. Lo spazio L? (4, ), supposto

A
complesso, ha la struttura di uno spazio di Hilbert separabile rispetto al prodotto sca-
lare (u,0) = [ u(x) 00) di, (cfr. [19, p.4701).

. A
E possibile ottenere una realizzazione dello spazio di Hilbert S su L? (4, ). A tal fi-
ne si consideri un operatore unitario U di § su L? (4, ), talché L? (4, ), dal punto di

1.,y

(®) Scrivendo >®  sintede la sommatoria estesa ad ogni disposizione crescente di classe s — 1
hi<hy<..<hs-3

degli interi 1,2,...,k— 1, k+1,...,v.
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vista della teoria degli spazi di Hilbert, pud identificarsi con S, rappresentando il ge-
nerico vettore # di S con la funzione u(x) = U(x) (*°).
E noto che (cfr.[9, p.156]) dato un PCO G e J”, G” ammette la rappresenta-

zione integrale del tipo G"u= j g (x,9) u(y) du,, weL?(A,u), con g" (x,y)=

, A
= j g7 (x,6) g"? (¢,) du, e g"/® (x,7) nucleo hermitiano appartenente a L? (A X
A ,

X A, u X ). Se & nota la rappresentazione integrale di*G™ ciog se si conosce il nucleo
2™ (x,y) possono costruirsi tutti gli invarianti ortogonali 37(G) di G. Fissato s =0, si
consideri la funzione f{x; , ..., x,) = det {g" (x;, %)}, ;=1 ; che appartiene a L’ (A X .

XA, uX ... Xp). I7(G) ammette la seguente rappresentazione integrale:

s §

3@ =/sh ] . f fi ) dit i,
A

Inserendo questa espressione in (3.1) si ottiene esplicitamente il termine o’ della
successione che approssima per difetto I'autovalore 3.

1l problema del calcolo degli autovalori di (1.5) & risolto completamente se 'ope-
ratore G appartiene alla classe 3, per qualche 7 positivo ed & nota la sua rappresenta-
zione integrale. In generale, pur sapendo dell’esistenza di tale operatore G € 3” non si
¢ in grado di calcolare c””’(G) E pero possibile, per un’ampia classe di problemi, ap-

prossimare per eccesso 7 (G) e quindi costruire le approssimazioni per difetto dei 2,
come segue dal Teorerna.

3.2. 8¢ {G,} € una successione di PCO non crescente e convergente uniformemente a

G, posto
1.,y 1/”1
JGY— X g

h,<b2<...<b,

+ @)™
(Ie ) 3 v -
Z ) (g A}b VG

hi<h<..<h,_,
risulta, per k=<v e n=0(, a,gv’"’sxk. Inoltre se v<=v' e n<wn' si bha
S gl ),

([9, teor. 19.III, p. 160] ed il lavoro di sintesi [12, pp. 65-66]).
Il seguente Teorema dimostra che & posssibile assumere le approssimazioni per di-
fetto of*” prossime a piacere all'autovalore Ay:

3.3, Fissato €>0 esistono v,>1 e n,>1 tali che, per ogni n>n, e v>v,, risulti
M=ol <
'3 G,é E.

([8, teor. X, p. 234]).

(*%) Se {vb},, ¢ un sistema ortogonale e completo in S e {w), (x)}, & un analogo sistema in L? (4, ), pud

porsi U(w) = Z(u ) wy (x).
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4. APPROSSIMAZIONE UNIFORME DELL’OPERATORE DI GREEN G
DEL PROBLEMA (1.3)

Vogliamo ora mostrare come, supposto noto l'operatore di Green G, corrispon-
dente al problema
(4.1) (Tow,0)g=(f,v) ueH, (VveH),
(che A. Weinstein, in un diverso contesto, chiama problema base), si costruisca la suc-
cessione degli operatori di Green relativi agli operatori intermedi (2.6),. D’ora in

avanti supporremo S reale. Saranno ovvie le modifiche da apportare se S &
complesso.

Data fe S, si consideri il problema
4.1), (T,u,v)y=(f,v) ueH, (VveH).
Sostituendo (2.6), e I'espressione di P, in (4.1), si ottiene

1,n 1,7
(TO (u - E b;”) (#, ;) zz]»), I))H = (f - 2 b;,”) (%, 0) ¢, v), VveH.
2y) 2y

Per (4.1), quest’ultima equazione & equivalente a

1,7

1,n '
u— 2 b,;”) (u, ;) a; = Gy f_ 2 b;.-”) (%, 0;)) Gy Sbj'
ij ij

Posto

n

(42) C}(”) = E bén) ((uy ai)) (./: 17 teey ﬂ)
=1

i=

n n
si ottiene u= Gy f— 2, c/.(") G+ 2 c]-(”) a;, che, inserita in (4.2), diventa:
j=1 j=1

(4.3) 2} bfj”){((Goﬁ ;) = Elc,i”) (Gos» ai))] =0 (=1L..,n).
Essendo {17;?’)},-, j=1,» non singolare, la (4.3) equivale a

3 (Gotnoa) = (Gofia), (=1,
Posto p = GO gy — oy si ha
(Gotp,2) = (TGo by, )y — (To Gotby , )y =
= (Ta;, Go)a — W, &) = (Toy, Gop)y — (T, )y = (Toes, 1) = (i, 9);
(Go fya) = (TG fya)n — (To Go £ 20 = (T, Gof )y — () =
=i, Go f) — (fa) = (f,0).
La matrice {({;,9)}ij=1,» & simmetrica perché (¢;,¢)= (¥, Gody) — (Ta;, 2)n
(Z;]’: 1).")”)' n
Inoltre questa matrice & non singolare. Se, per assurdo, il sistema 2, ({;, ;) 4; =0
j=1

(=1,...,n) ammettesse un’autosoluzione A= (A;,...,4,), A3+ ... +A2>0, posto

n n
uy = 2 A;(a; — Gyy), si avrebbe P,uy = 2, A;a; #0 quindi #, # 0. D’altra parte, per
i=1 i=1
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come ¢ stato definito il vettore #,, si avtebbe (T, #,,v)y = 0 Vv € H, e questo & impos-
sibile perché il problema (4.1), non ammette autosoluzioni.

Sia {6{"}; =1, la matrice inversa di {({,¢,)};,=1,.- La soluzione del problema
(4.1), & data da

1,n
(44)n u= Gn f'__ GO f_ }%Géz) (f> ?b) 7%

Si pud dare alla soluzione di (4.1), una diversa forma. A tal fine supporremo che
a, (b =1...) appartenga sia al codominio di G che a quello di G,. E noto 'operatore di
Green G, del problema base (4.1),. Sia G, fla soluzione di (4.1); che — se (z;,2;)) =1
— si riscrive

(4.1)1 (Tou,v)g = (f» v) — ((», 0‘1))((T“ To) ay, V)y.

Sia 7, €§ tale che (Tya;,v)y = (r,v), (VYve H) cioé a; = Gyr;. Posto x; =¢; —ny,
si ha (#,) = (Tu, 1)y — (Tou, 1) = (0, 41) — (4, 11) = (u,%;) e la (4.1)] diventa
(Tou,v)y = (f— (%1, %) %,,v), ue H, (Vv € H) che, per (4.1)y, & equivalente alle equa-
zioni u= Gy f— ¢, Gyxy, ¢ = (¢, 4).

Inserendo, nella seconda di esse, 'espressione di # data dalla prima si ottiene ¢; =
= (f,Gox1)/(1 4 (Gyxy,%;)). Pertanto la soluzione di (4.1); ¢ datada: =G, f=G, f—
= ((£, Gox)/ (1 + (Goxy, %1))) Gox .

Si supponga di conoscere G, f (n>0) cioe la soluzione di (4.1),. Possiamo suppor-
re, senza ledere alla generalita, che il vettore a«,,; di W”*! sia tale che

’ (45)n ((an+17ab))=0 (b=1,...,ﬂ); ((an+1)an+l))=1'
L’operatore T, si riscrive come
(4.6) T,y1u=T,u+(T—To)(P,41— P, u.

P, — P, & il proiettore ortogonale di W sulla varieta lineare generata da a,,. ;, ciog,
per ogni u€ W, (P41 —P,)u= (#,2,4+1) 2y41.
Per (4.6) il vettore =G, f & la soluzione di

(4.1)541 (T2, 0)n = (£,0) = (@ 2+ 1) (2541, 0)).

Sia 7,4, €S tale che (Toa,11,0)g = (#441,0) cio€ a,41=Goryi1. S€ 41 =41~
=ty risulta (#, 2, 4 1) = (Tt 0,4 )i — (Tothy 2 4 1)1 = (4,2, 41). 11 problema (4.1), 4
diventa (T,u,v)y = (f— (4, %, 41) %4+ 1,v), # € H, (Vv € H), che & equivalente a =
=G, f=641Gtut1, Gue1=(t%,41), u€H.

Inserendo nella seconda di queste equazioni I'espressione di # data dalla prima si
trova ¢, 41 = (f, G,y 1)/ (1 + (G, %, 4 1,%,11)), talché la soluzione di (4.1),4;, suppo-
sto noto l'operatore G,, & data da

(4-7)n+1 Gﬂ+lf= Gﬂf_ ((f) ann-!—l)/(l + (ann+1;xn+1))) Grzxn+1'

Per l'unicita della soluzione di (4.1),, le due definizioni di G, fornite da (4.4), e da
(4.7),, coincidono. Cid risulta anche dalla seguente analisi, che desideriamo portare
avanti per meglio descrivere la struttura analitica dell’operatore G,. Si denoti con
{€,}4=0 la successione di operatori definita da (4.4), e sia {G,},=o quella data da
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(4.7),. Si ha che §, = Gj e, scegliendo «, tale che (;,;)) = 1, dall’essere ¢; = Gy, si
ottiene

91}( Go f—((f, 9’1)/(‘#1 ,9’1)) =Gy f— (f Goxl)/(l + (x1, Go’ﬁ))) Goxy =Gy f.
Sia G, =Gy, (h=1,n). Se si sceglie a,,1 LW” e ((&,+1,%+1) =1, allora

(4.8) b(n+1) = p" G j=1,n); b+l = (=1,n); Bt =1

i Ln+1 n+l,n+1

Moltiplicando scalarmente per a; (= 1,7+ 1), in W, il secondo e il terzo membro di
(4.4),,+1 e tenendo conto di

(4.9) (@ir o) = (g, 99) — (@, 07) (4, 7=1,...,m+1)
si ottiene
Ln+1
(4.10) (SGus1fia) = bzk otV (S, )  ((=1,...,n+1).
Posto

n+1
dé"“)— Z abzﬂ (fop) (k=1,...,n+1),
b=
la (4.4),,, si pud scrivere

(4.11) Spa1f=Gf= 2 @0 ~d) g —dl guis.

Dal sistema (4.10) si ricava

n+1

dr+y = 2 (©uir fap) bty (k=1,..,n+1),

che, per (4.8), diventa

d,éﬂ-'.l) =b§1((§n+l,f)ab))b}(,z) (/€= 1,"')”)) d(”+1 ((9ﬂ+1f)“n+l))~

Inserendo (4.11) nell’espressione appena determinata di dg”“) (k=1,...,n) si
trova )

dgﬂ— ) — bzl((gﬂf’ “b)) bé’/;) — -Zl(df-(”‘)‘ 1) d;(”)) bzl((ggj,ab)) b,g’/;) _
= j= =

—dr(:”++1l) bzl((¢n+ 1> ab)) bgz) b (k = 17 EERS] ”) >
che, tenendo conto di (4.9) e (4.5), equivale a:
2 b(’”{ 2 @70 =4 () + A2 (¢”+1,¢b>}=0 (k=1,...,n).
Essendo det {5} #0 si ottiene il seguente sistema di # equazioni in # incognite

2(d}”+1) d )(?{’Sbb)_‘_ n++ll)(¢ﬂ+,l)¢’h) (b=1,...,ﬂ),

j=1
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la cui soluzione & data da

d]n+l d n”++11 g o';n ¢n+1)¢x) (]=1>:”)

S

La (4.11) si riscrive, quindi,

1,7
§n+1f 9nf r(;”++11) ¢n+1—2<’,-(~”)(%+1:‘l/i)¢/ .
1,7 J

Dato che, per costruzione, ¢,+1=G8o%s+1 € (Pu+1,%) = 0tnr1,9) (G=1,...,7) si
trova

(4 12) 9n+1f= gnf_ dr(tn++1l) gnxn+1 ’

che, inserita in 4",V = (§,+1f, ay+1)), determina

d,(;"++11) _(((9nfan+l))/(1+ (gﬂxn+1:an+l)))=(f9nxn+l /(1+(9nxﬂ+17xn+1))-

Sostituendo questa espressione di d" nella (4.12) si ritrova la (4.7),+; quindi

gn-i—l n+ 1-
4.1. Gli operatori definiti da (4.4), 0 (4.7), (=1, ...,n + 1) costituiscono una succes-
sione monotona decrescente dello spazio S:
(4.13) G,11<G,<..<G <G.
Si scelga a; tale che ((#;,2;))=1. Da (4.7);:
(£,Gi ) =(£,Go /) = (£, Gox)? /(1 + (Goa, 21))) = (£, Go ),
cioe G1 < GO ;

Si supponga che sia G, <G,_; <...<G; <G,.Da (4.7),+, — assumendo «,, , ; ve-
rificante le (4.5), — si trova

(f; sz+1f) = (f; Gﬂf) - (f; ann+l)2/(1 + (ann+1:xn+l)) = (f: an)

cioé la monotonia dei {G,} (k=1,...,n+1) in S.

Sussiste il seguente fondamentale teorema di convergenza per la successione di
operatori G,:

4.2. La successione di operatori {G,},=0, dello spazio S, converge uniformemente al-
loperatore G.
Si supponga che esista una successione crescente di interi positivi {#z,},> tale che
©
lim |G, — Gl|>0. Per ogni «u€S: G,u= 1:21“”’/* (64, 4y, 1) Uy e

Sia {#;};>, una successione crescente di interi positivi contenuta in {7z}~ tale
che, per ogni &, {#, ¢}, converga fortemente a # in § cioé lim |lu, ; — #l|=0
o i—®

(£=1). Risulta Gu=k2 e (o, ) iy,
=1

Assegnato ¢ >0, sia 7z, > 1 tale che p ,, <e/5. Si scelga, inoltre, un intero 7, tale
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che, per i>1i:

me—1 m,—1

<& < &
S liimml <t e 3wl ul<

Per ogni #€S, |l4|=1, e i>i,:

”Gﬂiu - Gu“ = kglf‘fn[,/e (Zl, un,',k) uﬂ;,/e - /ezl‘uk (u; uk) Up
|t
= /ez (AU'n;,k (ua un,-,k) Uk — b (Zl, uﬂ,,k) un,-,k)
m.—1
+| 2 (V'/e (u uﬂ,,k) Up, kb ™ Pk (u> u/e) uﬂ,-,/e) +
|7t 2, ,|1/2
+ Z (e (o, 1) s, 4 — i (et ) 1) || + kZ W, (0, 24y 1) +
=m,
© m,—1 m,—1
+{ _Z uk (, ﬂk)z} E et & = el |ty 2, 00| + /;1 | oty 4y, 0 — )| +

m,—1 - 1/2
+ kgl 73 I(u) uk)l“u,,’_,/e - ukll + o, m, =2 u,t,, /e +

o 1/2 m.—1 me—l
+/‘L0,m,{k=2 (4, uk)z} = gl |4, 6 = ae] +2 121 il p =l + 2uq ,, <e

che, per l'arbitrarietd di #, implica |G, — G||<e Vi=1, contro lipotesi.
Come conseguenza dei Teoremi 4.1 € 4.2 si ha il Teorema

4.3. La successione di PCO {G,}, definita da (4.4), 0 da (4.7), appros&z'ma uniforme-
mente «per eccesso» ['operatore G cioé

(4.14) . G<G,11 <G, <G,
e Iim |G, - Gl =

Sia {w,} (h=1) un sistema completo in § di vettori linearmente indipendenti e sia

Q, il proiettore ortogonale di S sulla varieta di dimensione finita Q, generata da

(wy, ..., w,). Si pud considerare — per ogni 7 — I'inversa della matrice {(w,,w;)} (b, k=
.,n) che si denota con {ﬁ,f”)k} (h,k=1,...,n). Risulta, per ogni # €S, '

Q,,u—Zﬁbk U, wy) w,

Si consideri 'operatore compatto e positivo di $: GY2Q, G2, dove G'/? denota
la radice quadrata positiva dell’operatore G. Per ogni # €S si ha che

1,n
(4.15) G2Q,G"u= ,zjﬁij(.”)(u, G2 w;) G

4.4. La successione di PCO (positivi ma non strettamente) {GY2Q,GY?}, 5, con-
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verge uniformemente non decrescendo, nello spazio S, all’operatore G:

(4.16) GY2Q,GV* <GY*Q,,,G"* <G
e lim [G'2Q,G"? - Gl=0

Infatti, per ogni f€S,
(£,G"Q,GV )= (G2 £,Q. GV /) =IQ. G fIF <[[Q,1 G fIF =

=(£,G2Q,.,G"* ) =[G fIF = (£, Gf).

L’operatore G — GY/2Q, G2 = GY2(I1- Q,) G'/? — ristretto al complemento or-
togonale del suo nucleo — & unitariamente equivalente a (I — Q,) G(I — Q,), considera-
to in Q3 (cfr. Teor. 2.2). Per la completezza del sistema {w,} (h=1), la successione
di proiettori Q, converge fortemente all’operatore identico I in § cioeé ”li_)rrgo Il —
—Q,4|=0,VueS. Lasuccessione (I — Q,) GI — Q,) (n=1) converge uniformemente
a zero in § (cfr.[9, teor.15.X, p.116]), quindi, per lequivalenza unitaria,
lim |G (I~ Q,) GV¥|| = lim [[[ - Q,) GT~ Q,)]| =0.

Assegnato il sistema {w;},~; in S, per costruite l'operatore approssimante

GY2Q, G2 si fa uso del sistema di vettori {GY?w,}»=1, che, perd, non si & in grado
di determinare esplicitamente petché non si conosce 'operatore G1/2. Per esprimere
GY2Q, G"? mediante vettori noti si pud procedete nel seguente modo. Si scelga un
sistema di vettori {v;},>,, linearmente indipendenti, completo in §. Sia
(417) wp = Gv;, (/9 = 1) .
Si pud assumere (ma non & necessario) v, = ¢, (= 1), nel qual caso w, =a;, (h=1).
La {w;},>; (come la {a;},=>;) & una successione di vettori linearmente indipendenti,
completa in H. Circa la determinazione effettiva degli w), si veda (cosi come per gli a;)
la successiva Sezione 5.

Si ponga
(4.18) w,=G"v,  (hz1).

E facile vedere che {w;}s=; & una successione di vettori linearmente indipendenti,

completa in S.

La successione {wy},=, non sarebbe esplicitamente nota ma con questa scelta dei
vettori {w} si ha che (w;,w)) = (GY/2y, Gl/zv) = (v;, Gvj) = (Tw;, w;)y, e la matrice
{8} altro non ¢ che la matrice inversa di {(Tw;,w)u} (57=1,...,7).

L’operatore G2 Q, G'/? si pud, qumd1 esprimere, ricordando (4 15), mediante i

vettori noti {w;};=1: GY?2Q,GY?u= E,B,]”) u, ;) ;.

Si sono costruite due successioni di PCO {G2Q,G"?} e {G,} che rispettivamente
— per i Teoremi 4.3 e 4.4 — approssimano uniformemente «per difetto» e «per eccesso»
Poperatore di Green G, cioe 0<GY?2Q,GY?<GY2Q,,,G*<G<G,, <G,
e lim G2 Q, G2 = G| = Jim |G, - Gl =

Siamo ora in grado di fornire una maggiorazione esplicita dell’errore che si com-
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mette quando si sostituisce I'operatore di Green G del problema (1.3) con gli operatori
delle successioni {G,} e {GY2Q,G"?}.

4.5. Fissato n=1, risulta

(4.19); |G, — Gll=|G, — G*Q,G"?||;
(4.19), IG-G2Q,G"?| <|G, - G'*Q,G"?||;
(4.19); lim |G, - 620,67 =0.

Per (4.14) e (4.16) segue che, in S
0<G,-G<G,—GY2Q,G"?,

(4.20)

; 0<G-GY2Q,GV? <G,—GY2Q,G'2.

Sia v,1=v,,=...=v,,=... la successione di autovalori di G,-—G,
a1 _J,,z =..=5,,=... la successione di autovalori di G- GY2Q,G/? e
tn1 Ztps =...=1,, =... quella corrispondente a G, — G2 Q, G2,

Per il classico teorema di Mini-Max e per (4.20) risulta
(421) O<V,,’b Sz,,y;,, 0<I",}, SL",;, (bzl)

Per la caratterizzazione variazionale del primo autovalore di un PCO si ha che v, ; =
=[G, = Gl 5,1 =G~ G2 Q,G?|| e 1, =||G, = G"*Q, G/?| che, per (421), im
plica (4.19); e (4.19),.
Si pud scrivere G, — GY2Q, G2 = (G, — G) + GY*(I- Q,) G*?. Quindi |G, —
-GY2Q,GY?||=||G, — G|+ |GY* (I - Q,) G/?|. Per la convergenza uniforme delle
due successioni {G,}, e {G2Q,G'?}, in § segue che

(4.22) lim ¢, , = lim ||G, -~ G'2Q,G"*| =0

L’operatore

1,7 1,n
(G, —GY2Q,G?) f=G, f— }%a,ﬁf (f,08) o — %ﬂ}”’(f, ;) o,

& un PCO dello spazio S. E possibile calcolare un’approssimazione per eccesso del
primo autovalore ¢, ; con la precisione prefissata (cfr. Sezione 3), se G, € 37, per qual-
che m positivo. Dall’essere G, — GY2Q, G2 <G, < Gy, risultano finiti gli invarianti
ortogonali I7(G, — GY2Q,G'?), s=0. Sussiste, quindi, il Teorema:

4.6. Sia Gy € 3" . Fissato n= 1, r= 1 e considerato un sistema {v;} di vettori linear-
mente indipendenti, completo in S, siano A?, =AY, = ... = AV, le radici dell’equazione
det {at;”) —Ab} =0 (4,7=1,...,7), dove

Ln 1Ln

d,;") =(Gyv;, 1)) Zc,,,e (v, 25) 9k, v}) }%ﬁéz)(vi’wb)(w/e:vj)

e b;=(v;,v), (4,/=1,...,7). Posto

1/m
423) (m)—(sm(c; GI/ZQ,,GI/Z)— Z(Ai,?,,)”’) ,
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risulta:
(4.24) |G, — GY2Q, G| ™,y <™
e
(4.25) lim 67 =G, - GY2Q,G'|.
Le radici {A);};-1,, dellequazione det {a{” — Ab;} =0 (i,j=1,7) formscono del-

le approssimazioni per difetto degli autovaloti di G,— Gl/ 2Q,,Gl/ 2 ciog AP, <,
h=1,...,r. Inoltre la successione {A?);},~; converge non decrescendo a c,,, by, b=

., 7[9, teor. 15.111, p. 117]. Applicando il metodo degli invarianti ortogonali per
il calcolo delle approssimazioni per eccesso degli autovalori del PCO G, —
—GY2Q,G"? si ottiene, per il primo autovalore:

4 1/m
n,1 = (%rl” (Gn - Gl/z Qn GI/Z) - bz (A(nr)},)m) .
=2 ’

La successione {¢™},— definita da (4.23) — converge non crescendo a ¢, ; = |G, —
—GY2Q,GY?|, ciot (4.24) e (4.25)[9, teor.19.1, p.152]. ,
Conseguenza dei Teoremi 4.5 e 4.6 & il fondamentale Teorema:

4.7. Sia Gy €. Fissato n=1, r=1, per ogni f€S:

IG, /= GAl=c? Al ll6f - G2 Q, GV fll= &7 IAl,

con &) definita da (4.23).
Inoltre hm ™ =0, per ogni r=1.

5 OSSERVAZIONE SULLA COSTRUZIONE DEI SISTEMI DI VETTORI {a3} E {wj}
VERIFICANTI LE (2.5) E LE (4.17) ‘

Basta ovviamente riferirsi soltanto alla determinazione delle «;.

In molti problemi pud essere semplice determinare {a,} c H e {¢} ¢S (b=1) tali
da soddisfare (2.5). Se cid non fosse possibile, come pud accadere in talune applica-
zioni, assegnato un sistema completo {{,},=, di vettori linearmente indipendenti nel-
lo spazio S, & possibile determinare, in modo approssimato, i vettori {a,},>; ¢ H tali
che (Tay,,v)y = (5, v) (Vv € H), ma in maniera da soddisfare alle esigenze di un calco-
lo numerico rigoroso. Sia dato un sistema {v,} (h=1) ortonormale e completo nello
spazio X, isomorfo come spazio di Hilbert a H cioé¢ tale che (Tv,,v)y =S
(b,k=1) (.

Risulta, per ogni ves

6.1 2 17 0P <+o0.

(*') Andando incontro a maggiori complicazioni formali potrebbe scegliersi un sistema {v;}, anche
non ortonormale.
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Se si considera lo sviluppo in serie di Fourier di G¥, considerato come elemento
di 3¢ G¥= ;;(TG ¥, v,)qvy, risulta /;21 (TGY,v,)|>? <+ e — dall’essere
(TGY,v)y = (¥,v) (h=1) — segue la (5.1).

Posto ¢, = (Y, %) (h,k=1), per (5.1)
(5.2) él <+t (b=1).
Data I’arbitrarieta della scelta dei sistemi dei vettori {{;,} (h=1)inSe {v,} (h=1) in

H, appare ragionevole supporre di saper maggiorare il resto della serie (5.2), cioé fis-

sato comunque un indice v> 0 di conoscere ¢(v) >0 tale che >, ¢k <e(v) (k=1)e
h=v+1

lim e(v) =
v— ®©
Si cerca {ap}p=; in H tale che (Tay,v)y=cp (h=1,k=1).
Per (5.2) la soluzione di questo sistema di infinite equazioni & data dalla serie di
v
Fourier «;, = 2 grtp + 2 CGrlp = a(")+ E(v)
Si pud scrivere ¢, = Go Gy — o) — ) = o) — e,

Con questa scelta dei sistemi ch vettori {a;} € {5} (h=1), si possono calcolare gli
elementi della matrice inversa di M = {(¢;,;)};,=1,, con qualsiasi precisione richie-

sta[21]. Infatti si pud scrivere (¢;,%) = (65 ,¢4) — 2 G (hyk=1,...,7).
i>v

Posto g) = (¢ ,dx) e el = — 2 gce (b, k=1, ...,n), risulta (95, %) = g51 + )
>y
(b)k= 1) ...,7’2), con |€§)‘2| = I 2 cbickil = (2 Clgi)l/z (Z >1/2 < 5( )
i>v i>v >y

La matrice M si & decomposta nella somma di una matrice Q% = ()5 ¢=1., € di
una matrice HY = ((e}})));, 4=1,,, i cui termini «errore» possono essere scelti piccoli a
piacere. Essendo det M#0, si pud scegliere v tale che det Q% #0. Si denoti con

1,n 1/2
|H"| la norma di Frobenius della matrice H" cioé |HY | = (Z(sf.]‘.’))z)
5]

Esiste n(v) > 0 tale che |Q¥ ' | |[H® | < 4(v), con lim n(v) = 0. Si pud scegliere v>0
tale che n(v) <1. ’

Si ha (Q(v) + H(”))“’ = (Q(v) I+ Q(v)‘lH(v)))—l =+ Q(v)‘lH(v))—l Q(v)“ e, dall’es-
sere [Q¥” (”’|< QY[ |HY| <5 <1,

Q ® 4 Oy~ E 1)’ (Q(v)“H(v))b Q(v)‘l - Q(v)" +‘;,§ (_1)b (Q(v)"H(v))b Q(v)‘1 ]
; . h=1

Siano o™ gli elemenn di Q¥™. Si ha
i

(n) (t,V) < ) M1 - oW < S (On & (O
o = a9l <@V + HOY QU < 3 Q9 H

1Y =1QY HY[QW™|/(1 = 1Q¥™ HY|) < [n(v)/ (1 — n())IQ*"].

Dato che n(v) pud essere scelto piccolo a piacere, segue che si possono
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approssimare gli elementi di M™!

voluta.

. . 1 AL ..
con gli elementi di Q% con la precisione

6. CALCOLO DELLA FUNZIONE DI GREEN E FORMULA DI MAGGIORAZIONE
Si supponga, come ¢ lecito, che lo spazio S sia lo spazio di Hilbert L? (4, ) consi-
derato nella Sezione 3.
Il prodotto scalare in L?(A,u), supposto reale, & quindi definito da

6.1 (1,0) = [ ) 1) .

A

Si supponga che l'operatore di Green G, del problema base — considerato da
L?(A,u) in sé stesso — sia un PCO che appartiene alla classe 3 cioé GZ abbia la traccia
di Hilbert-Schmidt finita. L’operatore G, ammette, quindi, una rappresentazione in-
tegrale del tipo

(62) Gow= fgo (o) ) dy,  weL (Ayp),
con nucleo g (x,y) € L? (A X A,pz X ).
La funzione g, (x,y) dicesi funzione di Green del problema (4.1),.
Dall’essere 0<GY2Q,G? <G<G, <Gy, quindi > W} < 2 ud, <+, se-
k=1 k=1

gue che GY2Q,G"Y?,G e G, € . Come operatori dello spazio L2 (4,«) ammettono
anch’essi una rappresentazione integrale. Risulta

(6.3) G2Q,GV2y= f & (x,) uly)

dove g, (x,y) = 2,815” (G2 w,), (G2 w)), & un nucleo che appartiene a L? (A X A, X
X u);

(64) Gyu=[ g, () uty)duy,  wel(Ap),
A

dove, per (4.4),, (6.1) e (6.2),

1,n

(65) &n (x) ) J4) X, b 7 O‘hk ?b ) Pk (J’)
¢ un nucleo di L?(A X A,uXu) e
(66) Gu= J g ub) sy, wel?(Ap)

con g(x,y) = E N (x) 2 (9) € L2 (A X A, u X ), dove { (x)}+ & la successione di au-

tofunzioni ortonormahzzate di Gin L?(A,u). Le funzioni g, (x,y) e g(x %) sono, rispet-
tivamente, le funzioni di Green dei problemi (4.1), e (1.3).
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Sia H(A,u) la realizzazione dello spazio H in L?(A,) mediante loperatore
unitario U che realizza § su L?(A,ux) (cfr. Sezione 3).

Il seguente fondamentale Teorema dimostra la convergenza in L?(A X A, X )
delle due successioni {g, (x,7)},=0 € {g, (,)},=0 verso g(x,y) e permette di maggiora-
re esplicitamente U'errore di approssimazione.

Avvertiamo che con {w (x)},>; indicheremo il sistema di funzioni corrispondente
in H(A,u) al sistema di vettori {w,},>; di H, introdotto nella Sezione 4.

6.1. Fissato n=1 risulta:

(6.7 f s f duy |g, (%) — g6,y = f du, J duty |82 (x,9) = & (6,9 5

(6.7) fd#xfdﬁy|gx, Ay lz<fdmfdyylgnxy> &Gyl

A
68)  Jim [du, [ duylg (69~ =0.
A A

Detta {ﬁ,(?‘)} Vinversa della matrice {( Tw,-,wf ut Gi=1,....n), si ha:

1,n

69 g — &P = f di, f dity |0 (,9) Ea“’qo,(x)qo,(y) 200 )P

Dall’essere, per ogni #€L?*(A,u), (G, —G) 4f <2(|G,4f +|G4P) e |(G—
G‘/ZQ,,G‘/Z df <2 ||Gu||2+||G1/2Q,,G1/2u||2 ) si ha che (G, — G)? <2(G2+G2) e
(G- Gl/z Q,,Gl/z)z < 2(G2 + (Gl/z Q,,Gl/z u)Z)‘

L’operatore GY/2Q, G'/? & unitariamente equivalente all’operatore Q,GQ,, i cui
autovalori u{” (k=1,...,n) forniscono dei difetti per gli autovalori di G (cfr.[9,
teor.15.XIII, p.117]), cioe 0<p.(”) =w (k=1,...,n).

Se r2y=rk,=..=r2,=... sono gli autovalori di (GI+G?) e
=, = >7r‘2,;, >, quelli di G? +(GY2Q,GY?u)?, per il teorema di Weyl
(cfr. [20, p.445], [2,p.163]) si deduce che, per ogni coppia di interi positivi 7 e s:
Vaiti—1 =21misj-1 —Z(Mm+w)<2(#o,i+u,2~), da cui v} =2(pds +uf) =
=@-1, Ve =2(pd 441 +#b)-4§b (h=1) e ffz+, 1 =27 4o =2(p +
T @"V) =20 +45), da cui 501 <44, 5 =2(up+1 +eh) BZ1).

Dato che G, e Ge 2, si ha 2 vip S Z g<t+we 2 52, <, quindi, ricor-
dando (4.21),
[ due [y 20 5,9) = g9 = 3 24 s 3 &x= [ dine [ duy Ly () = & )P
A 4 A 4

€

fduxfduylg(xy) & ) = anfe i k—f@xf%’gnx’ & ()

cioé le (6.7); e (6.7),.
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Rimane da dimostrare I'ultima parte del Teorema.
Per (4.22) e per la monotonia degli autovalori

6.10) lim2,=0 (k=2).
Dallessere, per ogni uel?(A,u), |(G,—GY2Q,GY?) P <2[||G,d} +
+[G'2Q, c;l/2 u||2] si ha che (G, — GY2Q,G"?)? <2[(G,)? + (G'?Q,G"/?)]
Siano 2 1 =2, = ... =24, = ... gli autovalori di (G,)? + (GY2Q, GY/?)?
Per i teoremi di Weyl ([20, p.445], [2, p. 163]), per ogni coppia di indici 7, 7, ri-
sulta ;4,1 <26, 14,21 =2(u,; + (1”)). Quindi
Bop1 =25+ (uPP) S 2 +u3) =p3s-1;

oy <200l i1+ (W) S2(ud 41 +13) = D3 -
La serie 2, pf < +. Scelto >0 esiste #z(c) tale che 2 p? <e/2. Inoltre, per

h=1 bh>mle)
mle)
(6.10), esisterd un indice #(e) tale che — per ogni # > #(e Z Gy < ¢/2. Quindi, per

ogni 7> n(e)

g, — 2P = E b = E 2rt 2 Pb <e.

b >m(e)

11 nucleo g, (x,%) dell’operatore GI/ 20, Gl/ 2 si pud esprimere mediante le funzio-
ni note {0),‘},‘21:

(x,9) = Eﬁ"” w; (%) o (y),

ottenendo, quindi, per (6.5), la rappresentazione:

e — &P = | da [ da,
A A

1,7 1,7
, , ,
8 (%,9) = 2 a79;(x) ¢ (9) — 2 BY w; (x) w; ()
L] 1y,

Dall’essere >, 2 <+ segue che G, — G2 Q, G2 € 7 e ammette una rappre-
k=1

sentazione integrale con nucleo g, (x,y) — g, (x,7). Riveste qualche interesse scrivere
esplicitamente Iespressione dell’invariante ortogonale 37(G, — GY2Q,GY?), che
interviene nella (4.23), nel caso m=2 e m=3.

Posto

6 (69 = [ 08 80 (6,9) duss 8 (6,9) = [ 20 06,1 6 (1,9) di,
A A

si ha:

K(G, GI/ZQ,,GW)—J (x, %) o, —22% (#r Gogy) =

-2 Zﬁ;”)(wt > GO (()]) +2 2 (ﬂ)ﬁ(ﬂ) ?D/ ) Cz)},)((x)k > ?,) +

1L,n 1,7
2 ,j Gb/e (@])?b) (?k)@z + 2 ,B (w/;wb)(w/e)w;)
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1,n
(G, - G2Q,GV?) = f &%) (%, %) duy — 3 3 0 (g, Gh ) —
12y

1,7 1,»
-3 2.3,5-”)(60{; Gg w/) +3 2 c';”)o'/sz)(@j»?b)(?kaGO?i) +
i,f YN
1,n
+612 (?’/,wb)(wk;GO¢t +3 2 ‘B k O)],w},)(wk,Gow,’)'_
NN ij,bk
1,2
-3 o™ . (n) ,’ S w,)(w;, 3 (n) p(n) (n)
s 9 bkﬁ (9’] ?b)(?’/e r)( 5 ?t) t,/,bE;E ns ﬁl] ﬁ
1,n
'(wf)wb)(wkapr)(¢nwi)_ij}%r U;”)“isz) Ty (@])?b)(¢k>¢r)(¢:)§oi)—
1L,n
= 2 BPBUEY (o on) (o, o) (0, ).
L1, 0, Ry 1, S

Il Teorema 6.1 permette di costruire concretamente la funzione di Green g(x,y) del
problema (1.3). Infatti, per (6.7);, (6.7), e (6.8):

1,7
g9 =g (%) = lim 2 o0 (x)e,0), xy€A,
(6.11) 7

glx,y) = lim Zﬁ‘”’ w; (), x,7€A,

dove il limite & da intendersi in L2 (A X A,u X w). Si & inoltre indicato come si maggio-
ra l'errore di approssimazione se, senza passare al limite, ci si arresta ai termini di indi-
ce n delle espressioni che compaiono nei secondi membri della (6.11).
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