ATTI ACCADEMIA NAZIONALE LINCEI CLASSE SCIENZE FISICHE MATEMATICHE NATURALI

RENDICONTI LINCEI
MATEMATICA E APPLICAZIONI

ALDO MACERI

Sul problema di contatto tra piastre

Atti della Accademia Nazionale dei Lincei. Classe di Scienze Fisiche,
Matematiche e Naturali. Rendiconti Lincei. Matematica e Applicazioni,
Serie 9, Vol. 3 (1992), n.1, p. 61-68.

Accademia Nazionale dei Lincei

<http://www.bdim.eu/item?id=RLIN_1992_9_3_1_61_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale é consentito liberamente per motivi
di ricerca e studio. Non & consentito l'utilizzo dello stesso per motivi commerciali.
Tutte le copie di questo documento devono riportare questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)
SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/


http://www.bdim.eu/item?id=RLIN_1992_9_3_1_61_0
http://www.bdim.eu/

Atti della Accademia Nazionale dei Lincei. Classe di Scienze Fisiche, Matematiche e
Naturali. Rendiconti Lincei. Matematica e Applicazioni, Accademia Nazionale dei
Lincei, 1992.



Rend. Mat. Acc. Lincei
5. 9, v. 3:61-68 (1992)

Meccanica dei solidi. — Sul problema di contatto tra piastre. Nota (*) di ALpo Ma-
ceri, presentata dal Socio E. Giangreco.

AssTrRACT. — On the contact problem between elastic plates. We analyze the contact problem between
two parallel thin linearly elastic plates under transverse loads. The initial distance between the two equal
plates (both are clamped at the boundary) is equal to é. The contact between the deformed plates is as-
sumed to be elastic. The equilibrium problem is formulated in variational form via virtual work or, equiv-
alently, in terms of minimum of the total energy. We use the mathematical framework of the theory of
variational inequalities and we give different equivalent formulations of the non linear elastic problem
introduced above. Finally, we obtain existence and uniqueness results.

Key worps: Unilateral problems; Plates; Contact problems.

Ruassunto. — Si studia il problema di contatto tra due piastre sottili linearmente elastiche, incastra-
te al bordo, poste inizialmente a distanza & e trasversalmente caricate. Si fa I'ipotesi che il contatto tra le
due piastre, a deformazione avvenuta, sia privo di attrito. Il problema dell’equilibrio elastico & formulato
per via variazionale in termini di lavori virtuali o, equivalentemente, di minimo del funzionale dell’ener-
gia. Il quadro analitico di riferimento & quello della teoria delle disequazioni variazionali nell’ambito del-
I’Analisi funzionale. Si discutono formulazioni equivalenti del problema proposto e si perviene a risultati
di esistenza e unicita della soluzione.

1. INTRODUZIONE

Si studia il problema di determinare la configurazione deformata di due piastre li-
nearmente elastiche i cui piani, paralleli, distino di ¢>0.

La prima piastra occupa nel suo piano medio la regione limitata e connessa Q. 1 ri-
ferimento Ox, x, x3 & cartesiano ortogonale e antiorario, con gli assi x;, x, contenuti nel
piano medio della piastra; si orienta I’asse x; in modo che i punti della seconda piastra,
che ha egual forma in pianta, abbiano coordinate x;, x,, 8. Le piastre sono incastrate
rigidamente al bordo.

Sulla prima [risp. seconda] piastra sono applicate forze concentrate Fyj, ..., Fy,
[tisp. E,...,E,,] nei punti y,...,y, di Q e forze (essenzialmente limitate) g0
[risp. ¢50] distribuite su Q.

I carichi (trasversali) applicati e gli spostamenti v sono positivi nel verso di x3.

I momenti di piastra sono denotati con M, nel modo appresso precisato; il simbolo
vi [risp. v,] denota il modulo di Poisson della prima [risp. seconda] piastra; il sim-
bolo D, [risp. D,] denota la rigidita flessionale della prima [risp. seconda] pia-
stra.

Il problema di contatto viene formulato per via energetica e ne sono date formula-
zioni variazionali e distribuzionali equivalenti. Di tali problemi & dimostrata I’esisten-
za e l'unicita della soluzione.

(*) Pervenuta all’Accademia il 23 ottobre 1991.
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2. FORMULAZIONE DEL PROBLEMA

Siano Vi e {1,2} v, €]0,1/2[, D; €10, [. Sia Q e R [5], e Ne Ve {1, ..., m}
y; €Q, (Fy,E,)eR% Per ogni 7€{1,2} sia q,o eL” (@ ). Poniamo Vie {1,2} e
Vo, € H*(Q) M, . =D, (8% v;/0x; +v,8*v;/0x3), D; (& v;/3x3 +v; v;/0x7),
M,y , = —D; (1 —v,;) & v;/9x, Ox;.

vxz

Poniamo

K={(V1:V2)E(H3 @)% v(x) S, (x)+ ¢ Vxeﬁ} €,
(g;,v) =fq,-ovdx+ ﬁ Fu(y) Vie{l,2}, Ywve H*(Q).
0 /=1

Evidentemente K & un sottoinsieme non vuoto, chiuso e convesso di (H? (Q))* mu-
nito della norma di (H?(Q)).

Del pari ovvio & che Vie {1,2} ¢;e H(Q).

Poniamo Vv = (v;,1,) e K Q, = {x € Q: v, (x) <1, (x) + &} e rileviamo che Q, & un
aperto di R?

Poniamo ancora V(v;,v,) € (H? (Q))?

2 aZ aZ
(—M Tu om0y vl)dx—

](vler)Z%f

; V1%L axf V1 X1% axlaxz v1X2 axzz
1 f 82 %) 821}2 3 Uz
- +=||-M,, —= +2M, ., —— —M, dx—{q,,1).
<ql)vl> 20 ( v, X1 ax% vy X% axl axz V2 X2 axz X <q2 1}2>

e (v, 0) €K wy =clvy — ¢ wz =e(v, — 1)}
Evidentemente V(v;,,) € Q)7

& &? & 32
Jw, )= _le( Ul‘*’ vl)dx (q1,m)+= sz( av22+ )dx (g2,02)

ax1 axz X1 aXZ

Poniamo infine V= (u,%)eK K,={(w,,w,)e (H;Q))*:3c€]0, +x[
)
(H3

e, posto V(v;,0,) € (Hg (Q)) L, 0) =](v1,15) + <41,1)1> + <42>V2>, risulta

(1)  3Fcelo, +[: Y(v,,1,) € (H* (Q))?

%y, %, \2 v, \2
]1(v1,v2)/cf(( dx? ) +( 02 ) +(axlax2> )a’x+
2 2 2 2
+cJ' Fu V. _av22+(___au2 ) dx.
; Ox? ox3 9x1 9%,

Procedendo come in[8,4] si prova che | & convesso e differenziabile secondo
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Gateaux in (H?(Q))? e che risulta

2) V(u, ), (v1,1,) € (Hg (Q))z

321)1 821}1 821}1
"((oy, 1), (v1,07) =f —M,,l,c1 —_— +2Mumx2 —MW2 dx —
]( 1,% 1 2)O ax‘f' . 3, 8%, 8x2

& & &
a1, +J'(—M,,m a—”j +2M, v, v,
X

hx1% A A wxy L 5
1 axl axz aXZZ

)dx— (2,0:)

Q

Cid premesso, il problema di contatto tra piastre elastiche di egual forma in pianta
poste a distanza iniziale ¢ ed incastrate al bordo viene formulato come problema di
minimo per il funzionale dell’energia, nel modo che segue

®) (,m) €K: J(uy, ) <J(wy,0) V(o) €K.

3. ESISTENZA E UNICITA DELLA SOLUZIONE

Allo scopo di stabilire risultati di esistenza e unicita della soluzione del problema
(P,), dimostriamo anzitutto un teorema preliminare.

Teorema 1. Le proposizioni seguenti sono equivalenti

1) (#;,u4,) & soluzione del problema (P,).

2) (uy,u,) & soluzione della disequazione variazionale

& (v, — (0 —u
(P2 (w,m)ek: J(—MMl ——(El———u—l) +2M, .5, _.M _
Ot

& (v, — uy) ) j( (v, — wy)
-M, ., ——— |dx—{qi,0—w) + ||-M,, ——— +
1% o2 (qr,00 —m) 2%y >

axl
Q

ox 1 axz

(v, — 2 (v, —
+2M,, 5 5, --éxz7xlf—) -M,., %}é—uﬁl ) dx— (g, —w)=0 VY(v,1,)eK.
DmmostraZIONE. 1)=>2). Siano (#;,4,) soluzione del problema (P,) e (v;,v,) € K.
Ovviamente Vr€]0,1[ (1 —8(u, %) + tov,,1,) €K; pertanto J(uy,w) <J(1—1#)-
() + t(v1,1,)). Ne segue (J((1 — £)(uy, m) + vy, 1)) — J(u1, )/t =0 e di qui, es-
sendo | differenziabile secondo Gateaux in (H?(Q))% [ ((uy, ), (v ,0,) —
— (w1, %)) =0.

2) =>1). Siano (%, #,) soluzione del problema (P,) e (v, ;) € K. Per la convessita di
J, Ve€l0,1[ risulta J((uy, ) + (01, 02) = (w1, ) < J(wy, ) + t(J(01, ) = J(1, %))
pertanto (J((#1, %) + t((0y, 02) — (w1, 1)) = J(ay, 1))/ £ < J (w1, 05) — J (111, ) € cid impli-
ca che 0<]'((m, ), (1, ) — (1, w)) <J(v1,0,) — J(w1, ). O
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Circa lesistenza e l'unicita della soluzione del problema (P;) si ha quanto
segue.

Teorema 2. Il problema (P;) ammette una e una sola soluzione.

DivostrazZIONE. Basta, per il Teorema 1, provare che il problema (P,) ammette
soluzione unica.

Poniamo dunque V(v;,2,) € (H* (Q))* {g,v) = {q1,1) + (g2, ,) e osserviamo che
il problema (P,) si scrive
3) uek: J{(u,v—u)={q,v—u) Vvek.

Cid premesso, proviamo che J} (#,v) & coercitiva su (H? (Q))*. Procedendo per assurdo,
ammettiamo che la proprieta Ic>0: Vv e (H; (Q))* J{(v,0) = c|lo|l gz @) sia falsa.
Pertanto Vze N v, = (v,,15,) € (H} (Q))*: J{(v,,0,) <||ulfez @y /7. Posto Vne N
w, = (Vln/ ”Vn”(H2 @)>% VZn/ ”%“(H2 @p), si ha

(4) VieN |wlwer=1 |wulee <1, |wulee <1,
o) VeeN 0<]{(w,, w,) =2];(w,)<1/n.
Poniamo V(v;,1,) € (H2 (Q))?
821.)1 821)1 82112 (92
D, (1)) = Df +— | dx, O v)=DJ + d
1 ( o2 2 (0 2Q 92 x5

X1 axz

naturalmente &, e @, sono convessi su Hj (Q), ivi differenziabili secondo Gateaux e ri-
sulta Vo, ,1,,0,,0, € H2 (Q)

321)1 821)1 821)1
=D [ 22 2 22 g, 20
l(ul 1}1) 19 ( 1X1 ax% 1X1% axlaxz %1 X2 axzz X
(921)2 821}2 821)2
D (uy,0,) = DZJ’( 4y %, _87 +2Muzx1xz 3%, 9%, — My, axzz dx.

Parimenti ovvio ¢ che le applicazioni @} (u;,+), @ (#,), sono, Vu, ,u, € Hj (Q), lineari
e continue su Hj (Q). Pertanto @, e @, sono debolmente semicontinui inferiormente su
H2 (Q). Conseguentemente per ogni successione di elementi di Hj (Q) convergente de-
bolmente verso ¢ in H?(Q) risulta

(6) D (p) < nl_l)l]fkl; D1 (p,), Dalp)s ”]_J)IE; D, (p,) .
Dalle (4) segue che esiste una successione estratta della {wy,,} [risp. {w»,}], che de-
notiamo con lo stesso simbolo, convergente debolmente in H?(Q) e fortemente in

H'(Q) verso un elemento w; [risp. w,] di HZ(Q). Risulta per la (5) VneN
0<29, (w,,) <1/n, 0<2®, (w,,) <1/n sicché

(7) nEToo ¢l (wln) = ”Lh?w QZ (wZn) =0
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ne consegue, per le (6), @, (w;) =0, @,(w,) =0 e di qui, per le (1)

2 2 aZ 2 aZ 2
(E S NE P
Q axl axlaxz aXZ

2 2 82 2 32 2
J Fu [ e (&2} ) .
g Ax? Ox1 Ox; 3x?

Pertanto  &%w,/0x? = &w, /3%, 3%, = &*w,/3xF = Fw, }9x} = *w, [Ox, Ox, =
= 8w, /3x3 =0 q.0. su e cid implica, essendo Q connesso, che w; e w, sono polinomi
su R? al pit di primo grado.

D’altro canto w, e w,, in quanto limiti forti in H' (Q) di successioni di elementi di
H} (Q), appartengono a Hj (Q).

Conseguentemente

(8) w; =w, =0.
Dalle (7) e (1) si trae

lim &*w,,/dx3 = 1in+1 &w,, /3%, 0%, = lir£1 QFw,,/3x¢ = liq} Fw,, /3% =

n— +o

= lim &*w,,/3x,9x, = lir£1 &w,,/3x} =0 fortemente in L?(Q);

n— +®

di qui e dal fatto che, per la (8)

lim w,, = lim w,,=0 fortemente in H'(Q),
n— +o

n— +o

segue

lim w,, = lim w,, =0 fortemente in H*(Q),
n— +o n— +o

sicché lim |[w,llmz @y =0 e cio, per la (4), & assurdo.
n— +o

Resta cosi provata la coercitivita di Ji(#,v) su (HZ(Q))®. Osserviamo ora che
(H3 (Q))* & uno spazio di Hilbert reale, che J; (#,v) & una forma bilineare continua su
(HZ (Q))%, che g & un operatore lineare su (HZ (Q))*. Conseguentemente [3], essendo
K un sottoinsieme di HZ (2) non vuoto, chiuso e convesso, la disequazione variaziona-
le (3), e con essa il problema (P,), ammette soluzione unica. [

A completamento dello studio del problema (P;), diamo infine il seguente
risultato. '
Teorema 3. Le proposizioni seguenti sono equivalenti
1) (u;,u,) & soluzione del problema (P,).
2) (u1,w) & soluzione della disequazione variazionale
(Ps) uek: J'(u,0)=0 VoveKk,.

DimostrazZIONE. 1) =>2). Sia # = (4,,u,) € K la soluzione del problema (P;) e sia
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v=(v,,1,) €K, sicché esistono una successione {(v1,,2,,)} di elementi di K, tale

che
lim 2, =v; fortemente in H?(Q),

(9) n—+w©

lim v, =v», fortemente in H?(Q);
n—>+wx g

una successione {¢,} di reali positivi e una successione {(w,,,w,,)} di elementi di K
tali che Vue N vy, =¢,(wy, —w), 15, =€, (Wo, — th).
Per il Teorema 1 u & soluzione del problema (P,); conseguentemente

]’((ul > uZ)’ (Vln :vZn)) =]’((ul 7“2)> € ((wln )wZﬂ) - (ul ) le))) =

=¢,]' (1, m), (Wi, ,ws,) — (4, 2)) = 0.

Di qui e dalle (9) si trae ['(x,v) =0.

2)=1) SiaE(_) u = (u;, ) soluzione del problema (P;), » un elemento di K. Ovvia-
mente v —# € K,; pertanto |'(#,v—u)=0 Vve K.
Di qui e dal Teorema 1 segue la tesi, O

OsservazionE. Rileviamo che se (#;,#,) & la soluzione del problema (P;), allora
(#1,4,) & soluzione del problema ai limiti distribuzionale (*)

(P4) (w0, m) € (HZ (-Q))z :
[ -3°M, , /853 +20°M, ., /3%, 8%, — &M, ,, /9 —

—EPzMule /0x? + 2(92M,,lexZ /3%, 9%, — *M,,

2 X2

055 =g+, suQ,
—3*M,, ., /3% +2*M, .., /9%, 0%, — M, . [3x3 —q; <O suQ,

—azMum/axf +2°M,,,.., /9% 8x, — aZMuzxz/axf —¢ =0 su Q,

- &M, /95t +28°M,,, ., /0% 0%, — M,,,,/3x; —q; =0 su Q,,

— M, /9x} +2°M,,,.,, /9%, 0%, — M,,,, /0% — ¢, =0 su Q,,
wm<w+¢ sul,

u; =0 s5-q.0. sudQ,

u, =0 s-q.0. su 0Q,

du/dn=0 s-q.0. su 8Q,

L auz/an =0 s-q.0. su 9Q.

(*) Col simbolo d®/dn si denota la derivata di ® secondo la direzione ed il verso della normale ester-
na a 3Q; col simbolo s la misura curvilinea su 9Q [5].
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Sia infatti (#;,%,) la soluzione del problema (P;). Circa la prima condizione richie-
sta nel problema (P,), rileviamo che V¢ e (7 (Q), risultando (4 + ¢, +9) €K,
(ul e —§O) EK} Si ha

& o azqo) f
M, 22 +oM,, 22 —M,, 2 \dx— | qopdi—
J'( 171 ale 17172 Qe axz 172 axg d09

Q . Q

&e o &Fo
= 3 Fyoly) + j &2 oM, =2 m,, T8 ) -
z 1]9)(37/) ( 2y Xy 3 x% ZMulexz axl aXZ Muzxz ) X

- fq20¢dx— 21 Ejo(y) =0.
j=

Q
Pertanto
—&M,, ., /9%% +28°M,,,. ., /8%, 0%, — &M, ., [9x5 —
~M,,, /953 +28*M,,,. .. /9%, 0%, — FM,,,. [0 =q1 +¢q, su Q.

Circa la seconda condizione richiesta nel problema (P,), basta osservare che
Vo e G5 (Q) tale che 9= 0, risultando (%, — ¢,%) €K, si ha

32? & Fp J S
‘ +2M, M, 22 | ax - dx— 2, Fyyoy)|=0
f “1x1 4% % a axz %1% axzz) X ; quopax 121 1]?()’])

sicché —& Mum/axz +20°M,,,,..,, /9%, 0%, — M, . [3x5 < g, su Q.

Con ragionamento analogo si prova la terza condizione richiesta nel problema
(P,4). Circa la quarta condizione richiesta nel problema (P,), sia ¢ € (5 (Q,).

Se ¢ =0, risulta

62¢ 8290 32qa) J m
M, , —% +2M, ., —i— —M,, —= |dx— dx— 2, Foly) =0
QJ.( 11896% 1% % axlaxz 1% axzz ; d10® “ PV

Se ¢#0, sia ¢ €10, min (4, (x) + 8= # (x)))/ max|g|[.
X € suj 0
Poiche Vxesuppp risulta = ep(x) < e|o(x)| < emax|o| < mirgw(uz (x)+¢&—
_ Q X € sy
=y (x)) Sy (%) + 8 — 01 (x) e Vx € Q\ supp g risulta T ep(x) < 2, (x) + & — % (x), si ha

(ul - &9, uZ) € K» (ul + €9, u?) ek.
Se ne trae

82 ? aZ ) 82 o f i
_Mux +2Muxx _Mux—_ d—' d" F =O
gf( 1%1 ax% 1%1%2 axlaxz 1% axg X . di0p ax ,21 1]§9(y/)
Pertanto —8*M,, /9x} +20°M,, ., /9,82, — M, ,, /05 = q; su Q\Q,.
Con ragionamento analogo si prova la quinta condizione richiesta nel problema
(P,). La sesta, la settima, I'ottava, la nona e la decima condizione richieste nel proble-
a (P,) sono ovviamente soddisfatte.
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