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Meccanica dei solidi. — Sul problema di contatto tra piastre. Nota (*) di ALDO MA­

CERI, presentata dal Socio E. Giangreco. 

ABSTRACT. — On the contact problem between elastic plates. We analyze the contact problem between 
two parallel thin linearly elastic plates under transverse loads. The initial distance between the two equal 
plates (both are clamped at the boundary) is equal to 8. The contact between the deformed plates is as­
sumed to be elastic. The equilibrium problem is formulated in variational form via virtual work or, equiv-
alently, in terms of minimum of the total energy. We use the mathematical framework of the theory of 
variational inequalities and we give different equivalent formulations of the non linear elastic problem 
introduced above. Finally, we obtain existence and uniqueness results. 

KEY WORDS: Unilateral problems; Plates; Contact problems. 

RIASSUNTO. — Si studia il problema di contatto tra due piastre sottili linearmente elastiche, incastra­
te al bordo, poste inizialmente a distanza £ e trasversalmente caricate. Si fa l'ipotesi che il contatto tra le 
due piastre, a deformazione avvenuta, sia privo di attrito. Il problema dell'equilibrio elastico è formulato 
per via variazionale in termini di lavori virtuali o, equivalentemente, di minimo del funzionale dell'ener­
gia. Il quadro analitico di riferimento è quello della teoria delle disequazioni variazionali nell'ambito del­
l'Analisi funzionale. Si discutono formulazioni equivalenti del problema proposto e si perviene a risultati 
di esistenza e unicità della soluzione. 

1. INTRODUZIONE 

Si studia il problema di determinare la configurazione deformata di due piastre li­
nearmente elastiche i cui piani, paralleli, distino di £ > 0 . 

La prima piastra occupa nel suo piano medio la regione limitata e connessa Q. Il ri­
ferimento Oxj x2 xò è cartesiano ortogonale e antiorario, con gli assi x1, x2 contenuti nel 
piano medio della piastra; si orienta Tasse x3 in modo che i punti della seconda piastra, 
che ha egual forma in pianta, abbiano coordinate Xi,x2,& Le piastre sono incastrate 
rigidamente al bordo. 

Sulla prima [risp. seconda] piastra sono applicate forze concentrate Fn,...,Flm 

[risp. F2ì,...,F2m] nei punti y\,.-.yym di Q e forze (essenzialmente limitate) qì0 

[risp. #201 distribuite su Q. 

I carichi (trasversali) applicati e gli spostamenti v sono positivi nel verso di x3. 
I momenti di piastra sono denotati con M, nel modo appresso precisato; il simbolo 

v1 [risp. v2] denota il modulo di Poisson della prima [risp. seconda] piastra; il sim­
bolo Dx [risp. D2] denota la rigidità fissionale della prima [risp. seconda] pia­
stra. 

II problema di contatto viene formulato per via energetica e ne sono date formula­
zioni variazionali e distribuzionali equivalenti. Di tali problemi è dimostrata l'esisten­
za e l'unicità della soluzione. 

(*) Pervenuta all'Accademia il 23 ottobre 1991. 
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2. FORMULAZIONE DEL PROBLEMA 

Siano V/e {1,2} v,- €]0, l/2[, D, e]0, «>[. Sia 0 e &(ou [5], meNzVje {1,..., w} 
3^6,0, (Fy,F2j) eR2. Per ogni /e {1,2} sia $o eL00 (0). Poniamo V/e{l,2} e 
V^eH2(D) MVtXì = -Dt(d

2vJdx2 + vtd
2vJdx2

2), MViX2 = -Dt{d2vtldx2+vtd
2vt/dx2)y 

MViXlX2 = - m i - v,.) a2 ^ / 9 X ì a*2. 

Poniamo 

K={{vuv2)e{Hl{Q)f: vl{x)^v2{x) +8 VxeQ} e, 

r m 

{qiyv)=\ql0vdx+JJFiJv{yJ) V / e { l , 2 } , W e H 2 ( 0 ) . 

Evidentemente i£ è un sottoinsieme non vuoto, chiuso e convesso di (H2. {O))2 mu­
nito della norma di (H2 (O))2. 

Del pari ovvio è che V/e {1,2} ^ e H - 1 ^ ) . 
r Poniamo Mv = (f!, v2) e K Qv = {x e Q:v1 (x) < v2 (x) + $} e rileviamo che £„ è un 

aperto di R2. 
Poniamo ancora V(^ , v2) e (H2 (Q))2 

1 f/ a2 fi d2Vi d2Vi \ 

Q 

J2 (D\\2 . Poniamo infine V& = [ux,u2) eK Ku = {(wx,w2) e (H2, (Û)) : 3s e]0, +°°[ 
e 3(^!,^2) £ £ : ^ i = e(vi — Ui) e w2 = s(v2 — u2)}. 

Evidentemente M{vx, v2) e (H2, (&))2 

e, posto V(vltv2)e(H$(Q))2 Ji(vl,v2)=J(vì,v2) +(qi,Vi) + {q2,v2), risulta 

(1) 3C€]0,+=o[ :V(^,t;2)€(H2(D))2 

Procedendo come in [8,4] si prova che / è convesso e differenziabile secondo 
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Gateaux in {H2 (Q))2 e che risulta 

(2) V(ulyu2)y(vlyv2)e(H2
0(Q))2 

[[ d2v, 32v, d2vA \ , 

Y <(„, uà, (*,, v2)) = j -M_ -J- + 2MaiXiX2 j - i - ^ ^ U -
Û 

a xf • •"•* 3^3x2 " * dxi '2 

Ciò premesso, il problema di contatto tra piastre elastiche di egual forma in pianta 
poste a distanza iniziale S ed incastrate al bordo viene formulato come problema di 
minimo per il funzionale dell'energia, nel modo che segue 

(Pi) r {uìyu2)eK:J(uìyu2)^J(vlyv2) V(vlyv2)eK. 

3. ESISTENZA E UNICITà DELLA SOLUZIONE 

Allo scopo di stabilire risultati di esistenza e unicità della soluzione del problema 
(Pi), dimostriamo anzitutto un teorema preliminare. 

TEOREMA 1. Le proposizioni seguenti sono equivalenti 

1) (uìyu2) è soluzione del problema (Pi). 

2) (ulyu2) è soluzione della disequazione variazionale 

{UUU2)EJS.: J\-MUIXI 

Q ^ 

•M 

(P2) («!, u2) e K: j \ -MUlXl ' X ' ; J 2"A / + 2MUiXiX2 

d2 (vì — u 

*uiX2^hf r x"Ji"1 "ll ' J\ '"U2Xi 34 

34 " ^ dXldx2 

32{vl~ul)\ \ [{ ^2ÌP2~UI) , / v f/ a2(^2-^) 
dx- Wi, i>i-*i) + ]\-MU2Xi — + 

d2{v2 — Uq) d2(v2 — u2)\1 , 
+2Mu2XlX2 3x 3x K2X2 — \dx-{q2yv2-u2)>0 M{vlyv2)eK. 

DIMOSTRAZIONE. 1)=S>2). Siano (uìyu2) soluzione del problema (Pj) e (v\yv2) eK. 
Ovviamente V7e]0,1[ (1 - t){ulyu2) + t{vlyv2) eK; pertanto J(ulyu2) ^ / ( ( l - /)• 
*(«i> «2) + *(*>i> ^2)). Ne segue (/((l - *)(#!, &2) + t(vx, i>2)) - / ( % , u2))/t^0 e di qui, es­
sendo / differenziabile secondo Gateaux in (H2(Q))2

y ]'{{uìyu2)y {vìyv2) — 
— (#1 jflfc)) ^ 0. 

2) => 1). Siano (uìy u2) soluzione del problema (P2) e (v 1, v2) e K. Per la convessità di 
/, V/e]0,l[ risulta J{{ulyu2) + t((vìyv2) - {ulyu2))) ^J(uìyu2) + t(J(vìyv2) -J(uìyu2)); 
pertanto (]((uu u2) + t((vuv2) - (ulyu2))) -](ulyu2))/t^](vìyv2) -J(uìyu2) e ciò impli­
ca che O^J'((uìyu2)y(vlyv2) - {uìyu2))^J(vlyv2) -J{ulyu2). D 
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Circa l'esistenza e l'unicità della soluzione del problema (Pj) si ha quanto 
segue. 

TEOREMA 2. Il problema (P^ ammette una e una sola soluzione. 

DIMOSTRAZIONE. Basta, per il Teorema 1, provare che il problema (P2) ammette 
soluzione unica. 

Poniamo dunque \f(vi,y2) e (H2(Q))2 {q>v) = (^i, vx) + {q2ìv2) e osserviamo che 
il problema (P2) si scrive 

(3) ueK\ ][ (u, v - u) ^ (q,v-u) VveK. 

Ciò premesso, proviamo che/{(&,#) è coercitiva su (HQ(O))2. Procedendo per assurdo, 
ammettiamo che la proprietà 3c>0: ^v E(HQ{Q))2 J[(vy v) ^^|HI(H2(D))2 sia falsa. 
Pertanto MneN 3vn = (vln,v2n) e (H2, (Q))2: ][{vn,vn)<\\vnf{H2{Q))2 jn. Posto VneN 
Wn = (vln/\\vn\\iH2{Q))2y v2n/\\vn\\(H2(Q))2)> s i h a 

(4) v « e i v IKII(H2(G))2 = i , Iki»||fi2(û)^i, I k - J n 2 ^ ^ i , 

(5) VneN 0^][{wnìwn)=2]l{wn)<l/n. 

Poniamo Vfa, v2) e (H2, {Q)f 

™-»0+%]*" ^-«/(t^J* 
naturalmente <Pj e @2 sono convessi su HQ(Q), ivi differenziabili secondo Gateaux e ri­
sulta V«!,u2,Vi,v2 e Ho (O) 

o>; («!, ̂ ) = A / (-M a i X l i - ^ + 2M, 

^(u2!v2) = D2jl-MU2Xl^+2MU2XìX2dxidx2 
Q \ 

Parimenti ovvio è che le applicazioni #J («!, •), $2 (̂ 2 > ')> sono, V«!, &2
 e WQ (&), lineari 

e continue su HQ (Q). Pertanto $1 e &2 sono debolmente semicontinui inferiormente su 
HQ(Q). Conseguentemente per ogni successione di elementi di HQ (Û) convergente de­
bolmente verso 9 in H2 (D) risulta 

(6) # i ( ? ) ^ l i m ' ^ ^ J , # 2 (p )^ lim'<P2(pJ. 

Dalle (4) segue che esiste una successione estratta della {wìw} [risp. {#£„}], c h e de­
notiamo con lo stesso simbolo, convergente debolmente in H2 (Q) e fortemente in 
H 1 ^ ) verso un elemento wx [risp. w2] di HQ{Q). Risulta per la (5) VneN 
0 ^ 2*i (wìn) < ì/n, 0 ̂  2<2>2 (tu2n) < \jn sicché 

(7) lim $x(wln)= lim $2(w^) = 0; 
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ne consegue, per le (6), $i (wi) = 0, #2 (^2) = 0 e di qui, per le (1) 

Q u dx\ ) \dxldx2J \ dxl 

D
j \ \ 3x? / \dxldx2) \ dx\ 

Pertanto d2Wi/dx2 == d2Wi/dxidx2 = d2Wildx\ = d2w2/<dxj =^d2W2ldxidx2 = 
= d2w2/dx2 = 0 q.o. su Q e ciò implica, essendo Q connesso, che w^ e w2 sotio polinomi 
su R2 al più di primo grado. 

D'altro canto wx e w2, in quanto limiti forti in H1 {Q) di successioni di elementi di 
HQ{Q), appartengono a HQ(Q). 

Conseguentemente 

(8) wx =w2 = 0. 

Dalle (7) e (1) si trae 

lim B2wlnjdx\— lim d2wln/dx13x2 = lim d2wlnjdx\ = lim d2w2n/dxj = 

= lim d2w2n/dx1dx2 = lim d2w2n/dxl=0 fortemente in L2 (&) ; 

di qui e dal fatto che, per la (8) 

lim wXn — lim w2n = 0 fortemente in H1 (Q), 
n—> +00 n-> +00 

segue 

lim wìn = lim w2n = 0 fortemente in H2 (Q), 

sicché lim ||^J|(H2(£))2 = 0 e ciò, per la (4), è assurdo. 
n—» +00 

Resta così provata la coercitività di J[(u,v) su (HQ(Q))2. Osserviamo ora che 
(HQ (Q))2 è uno spazio di Hilbert reale, che J[ (u, v) è una forma bilineare continua su 
(HQ(Q))2, che q è un operatore lineare su (HQ(Q))2. Conseguentemente [3], essendo 
K un sottoinsieme di HQ (Q) non vuoto, chiuso e convesso, la disequazione variaziona­
le (3), e con essa il problema (P^, ammette soluzione unica. • 

A completamento dello studio del problema (P^, diamo infine il seguente 
risultato. 

TEOREMA 3. Le proposizioni seguenti sono equivalenti 

1) (ulyu2) è soluzione del problema (Pj). 

2) (ui,u2) è soluzione della disequazione variazionale 

(P3) ueK: J'(u,v)&0 VveKu. 

DIMOSTRAZIONE. 1) =>2). Sia u — {ui,u2) e K la soluzione del problema (P^ e sia 
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v = (vi,v2) eKm sicché esistono una successione {(vìn,v2n)} di elementi di Ku tale 
che 

lim vln = Vi fortemente in H2(Q), 
(9) 

lim v2n = v2 fortemente i& H2 (D) ; 

una successione {sn} di reali positivi e una successione {(wìn,w2n)} di elementi di K 
tali che MneN vln = en(wln - «J , v2n = sn(w2n - u2). 

Per il Teorema 1 u è soluzione del problema (P2); conseguentemente 

/ ' ((«1 , Ih)y fa» > 2̂ J ) == 7' ((«1 > «2), e» ((^1« > ^2 J ~ (»1 > «2))) = 

= £ J ' ((% , «2), ( t t^ , Ẑ 2„) ~ («1 , «2)) ^ 0 . 

Di qui e dalle (9) si trae J'(u,v)^0. 

2) => 1) Siano u= (uìfu2) soluzione del problema (P3), v un elemento di K. Ovvia­
mente v — ueKu; pertanto / ' (u, v — u) ^ 0 Vz; e K. 

Di qui e dal Teorema 1 segue la tesi. • . 

OSSERVAZIONE. Rileviamo che se [uXìu2) è la soluzione del problema (P^, allora 
{uuu2) è soluzione del problema ai limiti distribuzionale (*) 

(P4) (% ,«2)e(H2(f3))2 : 

-#MuJdxì + 2d2MUlXiXJdXl 3x2 - 32MuJd4 -

-92MU2Xl/dx\ + 2d2MU2XiX2 /dx, dx2 - d2MU2X2 /dxj =qi + q2 suÛ, 

-d2MUiXJdxi+2d2MUiXiX2/dx1dx2-a
2MUiX2/dx

2-q1^o sua, 

-d2MU2Xi/dxj + 2d2MU2XiX2 /dxx 3x2 - d2MU2X2/3x2-q2^0 suQ, 

- tfM^/dx2 + 232MUiXiX2/dxx 3x2 - d2MUlX2/dxj - q, = 0 su Qu, 

- d2MU2Xi /dxj + 2d2MU2XlX2 /dXì dx2 - d2MU2X2/dxj - & = o suQu, 

ux ^ Ui + S su Û, 

u1=0 s-q.o. su dû, 

u2 = 0 s-q.o. su dû, 

dui/dn = 0 s-q.o. su 3D, 

ldu2/dn = 0 s-q.o. su dû. 

(') Col simbolo d*/dn si denota la derivata di • secondo la direzione ed il verso della normale ester­
na a dû; col simbolo s la misura curvilinea su dQ [5]. 
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Sia infatti {ux ,u2)h soluzione del problema (Pi). Circa la prima condizione richie­
sta nel problema (P4), rileviamo che V9 e Co {Q)> risultando (ui + <p,u2 + <p) e K, 
(ui — <p,u2 — 9) € K, si ha 

y = i 

a2? 
Xl3xf 

a2^ • 
+ 2 M s ^ aXl3x2 

- J q20?dx-

Q 

-MU2X2 

m 

-EF ; 
y = i 

^ 9 \ 

>y9(») 

<ix-

= 0 

Pertanto 

-a2M, i X i /ax2 + 2 < 9 2 M W 2 /aXl dx2 - d2MUlX2 /dx2 -

-d2MU2XJdxi+2d2MU2XiX2/dxldx2--d
2MU2X2/dxi = <zx+q2 su a. 

Circa la seconda condizione richiesta nel problema (P4), basta osservare che 
V9 e CQ (Q) tale che 9 ^ 0 , risultando {ux — <p,u2) eK, si ha 

- ( / ( - ^ 

sicché -d2MUlJdx\ +2d2MUiXiX2/dxxdx2 -32MUlX2/dx2
2 ^ su Û. 

Con ragionamento analogo si prova la terza condizione richiesta nel problema 
(P4). Circa la quarta condizione richiesta nel problema (P4), sia <peC£(Qu). 

Se 9 = 0, risulta 

Ci I2 rfi rfi \ C m 

J ~ M - ^ + 2 M—^fe ~M-4yx-i^9dX-2FlMyj) = 0. 
Q Q 

Se 9=^0, sia se]0,( min (u2(x) + 8— Ui(x)))/max\<p\[. 
xesuppp Q 

Poiché Vxesupp9 risulta ± s<p(x) ^s\<p(x)\ ̂ e m a x U < min(u2(x) + $ — 
Q x e supp 9 

— ux (x)) ^ u2 (x) + S — u\ (x) e Vx e Q\ supp 9 risulta ± e<p(x) ^u2{x) + $— ux (x), si ha 
(ui — £9, u2) e X, («! 4- £9, «2) e X. 

Se ne trae 

f/ s29 a29 a2©\ T r 7 A 

û Û 

Pertanto -d2MUlJdx\ +2d2MUlXlX2/dxìdx2 - d2UUlJdx\ = qx su Q\QU. 
Con ragionamento analogo si prova la quinta condizione richiesta nel problema 

(P4). La sesta, la settima, l'ottava, la nona e la decima condizione richieste nel proble­
ma (P4) sono ovviamente soddisfatte. 
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