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Meccanica dei solidi. — La valutazione teotica di spostamenti e rotazioni in fase
anelastica negli elementi monodimensionali in cemento armato. Nota di Epoarpo
Cosenza, CarLo Greco e Garrano MaNrreDI, presentata (*) dal Socio E. Gran-
GRECO.

Asstract. — Theoretical evaluation of inelastic rotations and displacements in the reinforced concrete
monodimensional elements. In this paper a method of analysis to evaluate curvatures, rotations and dis-
placements in the reinforced concrete monodimensional elements subjected to monotonic loads in the
plastic range is developed. The method takes into account the slip between steel and concrete, and the
effect of the tensile concrete between the cracks. The non-linear differential equations that solve the
problem are presented, and a numerical solution procedure is discussed in detail. A comparison between
theoretical and experimental results concludes the paper.

Key worbs: Reinforced concrete; Inelastic deformations; Bond.

Ruassunto. — Si presenta una metodologia di calcolo per valutare lo stato deformativo, in termini di
curvature, rotazioni e spostamenti, negli elementi monodimensionali in cemento armato soggetti a
carichi monotoni in regime anelastico. In particolare si tiene conto dello scorrimento acciaio calcestruz-
20, € della collaborazione offerta dal calcestruzzo teso fra due successive lesioni. Si presenta il sistema di
equazioni non-lineari che regge il problema, con le relative condizioni al contorno, e si discute in det-
taglio una procedura numerica di risoluzione. Lo studio & concluso dal confronto tra previsione teorica e
risultati sperimentali.

ELENcO DEI siMBOLL — b = base della sezione trasversale; ¢ = coprifetro; d, = distanza dell’armatura
dal baricentro della sezione; f= spostamento in mezzeria della trave; b = altezza utile della sezione; 7=
= generico punto di integrazione numerica; ;= generica iterazione; /= luce della trave; » = numero to-
tale di punti di integrazione; 5= scorrimento acciaio-calcestruzzo; #,v = spostamento assiale e trasver-
sale; u,,u,,u, = spostamento assiale di calcestruzzo compresso, acciaio e calcestruzzo teso; x,7,z = assi di
riferimento; x, = profondita dell’asse neutro; x; = ascissa di formazione della lesione; A,,A;,A, = area
della parte di calcestruzzo compresso, acciaio e calcestruzzo teso; A, 4 = area di calcestruzzo efficace ai
fini dell’aderenza; F = forza; M = momento flettente; N = sforzo normale; A/= distanza fra due lesioni
successive; Ax = passo di integrazione; A6 = rotazione relativa fra gli appoggi della trave; ¢..¢,, ¢, = de-
formazioni nel calcestruzzo compresso, acciaio e calcestruzzo teso; o,.q,,q, = tensioni del calcestruzzo
compresso, acciaio e calcestruzzo teso; 6 = rotazione; 7 = tensione di aderenza; @ = diametro del tondino;
X = curvatura.

InTRODUZIONE

La valutazione di spostamenti e rotazioni nelle strutture monodimensionali in ce-
mento armato per carichi monotoni di elevata intensita si effettua a partire dalla
conoscenza dell’effettiva curvatura di ciascuna sezione che, nell'ipotesi di piccoli
spostamenti, & fornita dalla derivata seconda della funzione spostamento. La curvatu-
ra x(x) alla generica ascissa x della trave si calcola definendo il diagramma delle defor-

(*) Nella seduta del 15 dicembre 1990.
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mazioni specifiche della sezione e conseguentemente I’attendibilita del risultato che si
ottiene dall’analisi numerica dipende dalla affidabilita del modello introdotto per
definire lo stato deformativo della sezione.

Nei tradizionali procedimenti di calcolo I'analisi delle sezioni viene generalmente
condotta nelle ipotesi che: 1) le sezioni trasversali si conservino piane a deformazioni
avvenute; 2) vi sia perfetta aderenza tra acciaio e calcestruzzo; 3) il calcestruzzo non
sia in grado di reagire a trazione. L’ipotesi 1) risulta comprovata sino al raggiungimen-
to delle condizioni di crisi da numerosi risultati sperimentali[7], e verrd mantenuta
anche nel seguito. In[4] viene rimossa l'ipotesi 2), ma viene trascurata la defor-
mazione del calcestruzzo teso; nel presente studio vengono invece completamente ri-
mosse entrambe le ipotesi 2) e 3), ovvero oltre a considerare gli scorrimenti tra acciaio
e calcestruzzo, si mette in conto la deformazione ed il relativo stato tensionale nel cal-
cestruzzo teso.

Il modello strutturale che si ottiene risulta, dal punto di vista computazionale,
molto pid complesso di quello tradizionale; la validita della metodologia adottata &
confermata da confronti con risultati sperimentali.

I MoODELLO DI caLcoLo )

Nel seguito si introduce e discute il modello deformativo preso in considerazione
che vuole tener conto dei principali fenomeni meccanici che caratterizzano il compor-
tamento degli elementi in cemento armato.

In particolare, con riferimento alla fig. 1, il calcolo strutturale nella generica
sezione compresa tra due successive lesioni nel calcestruzzo teso viene effettuato con-
siderando che calcestruzzo compresso ed acciaio teso si deformino nel rispetto della
ipotesi di conservazione delle sezioni piane[7]. Si suppone poi, sulla base di
ricerche sperimentali riportate nella letteratura tecnica in argomento[1,5,8], che la
trazione si trasferisce dall’acciaio al calcestruzzo limitatamente ad un’area efficace nel-
I'intorno dell’armatura metallica; per semplicitd, nel modello esaminato si & ipotizzato
che in tale area la deformazione sia costante. Tale semplificazione, che comporta van-
taggi computazionali rilevanti, non modifica in maniera significativa i risultati come
hanno mostrato i test numerici svolti assumendo andamenti della deformazione del
calcestruzzo teso pit sofisticati. Si ammette infine che calcestruzzo teso ed acciaio
subiscano uno scorrimento relativo s.

Il problema risulta pertanto definito dai seguenti parametri deformativi:

(1a) e, (x) =du./dx; (15) & (x) = du,/dx;
(1c) ey (%) = du, /dx; (1) s(x) = w4, (x) — 1, (x);

essendo ¢, (x) la deformazione del calcestruzzo al lembo maggiormente compresso.
A tali equazioni si associano i legami costitutivi, in generale non lineari e con rami
discendenti, tensione-deformazione nel calcestruzzo compresso, nell’acciaio e nel cal-



LA VALUTAZIONE TEORICA DI SPOSTAMENTI E ROTAZIONI ... 251

L by L
1 1 ux)
h
— c+8d
Y
Ugy(X)
P 1

6 (x) v(x)

v Yy
Fig. 1. — Sezione trasversale e modello deformativo dell’elemento monodimensionale in cemento armato.

cestruzzo teso, e tensione di aderenza-scorrimento fra acciaio e calcestruzzo:

(2a) o, =0c(e); (2b) o =0,(s);
(2(:) Gt = 0t (5ct) 5 (Zd) T= T(S> X) .

Molto complessa si presenta la determinazione del legame di aderenza; recenti
risultati sperimentali[3] hanno mostrato con chiarezza che il legame 7-s viene a
dipendere anche dalla distanza dalla lesione, poiché Ieffetto benefico dovuto al confi-
namento dato dal calcestruzzo che avvolge il tondino diminuisce in vicinanza della le-
sione; in altri termini il valore della = dipende non solo da s, ma anche da x. L’anda-
mento considerato nel seguito, basato su attente analisi sperimentali, & riportato
schematicamente in fig. 2, nella quale il passaggio fra le diverse curve & graduale ed
analiticamente definito nei lavori[2, 3].

Il problema ¢ formalmente risolto dal seguente sistema di equazioni differen-

ziali:
7) equilibrio alla traslazione della sezione trasversale:

(34) [t 65) dy — [ (0 () dy — 4, 2, () = N(a);
Ay

A

c
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#) equilibrio alla rotazione intorno all’asse geometrico della sezione trasvet-

sale:

A

(35) — [ecCen) b0 dy + [ 200 98(3) dy + A, 2, (), = M)
A,

#i) equilibrio alla traslazione del tondino:
(3¢) do,/dx — 4v(x)/P=0.

La quarta equazione si ottiene esplicitando la definizione di scorrimento in termini
di deformazioni, ovvero derivando la (1d):
(3d) ds/dx = ¢, (x) — e, (x).

Si osservi che la deformazione ¢, (x,y) nella generica fibra di calcestruzzo a distan-
za y dal baricentro della sezione, con il modello cinematico introdotto, si esprime im-
mediatamente attraverso la sola funzione ¢, (x), sicché il problema si riconduce alla
risoluzione del sistema formato dalle equazioni (3), delle quali le (34)-(35) sono alge-
briche non lineari, la (3¢) ¢ differenziale del primo ordine non lineare, e la (3d) ¢ dif-
ferenziale del primo ordine lineare, nelle incognite ¢, (x), &, (x), ¢, (x) ed s(x). Avendo
scelto le deformazioni come incognite, la soluzione in termini di tensioni risulta co-
munque univoca, anche se i legami costitutivi presentano rami discendenti.

15
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Fig. 2. — Legame costitutivo tensione di aderenza-scorrimento fra acciaio e calcestruzzo, e sua dipenden-
za dalla distanza dalla lesione.
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11 calcolo va condotto per ciascun concio compreso fra due successive lesioni, di
cui il generico & definito dall’intervallo (x;,x; + A/) intendendo quindi con A/ la dis-
tanza fra le lesioni. In condizioni di fessurazione stabilizzata tale distanza puo ritenet-
si costante lungo 'asse della trave, e viene valutata su base sperimentale; la formula

pit accreditata, per il caso di flessione semplice con batre ad aderenza migliorata,
risulta [5]:

(4) Al=50+0.10 A, 4/As [mm] con A, 4= b(c+8D).

Si osservi che il problema viene analizzato supponendo che le lesioni siano presen-
ti sin dal principio; cid non & ovviamente vero, ma la progressione delle fessure ed i
relativi fenomeni di carico e scarico investono valori delle tensioni e delle defor-
mazioni notevolmente inferiori rispetto a quelli che caratterizzano la fase post-elasti-
ca, e quindi 'approssimazione che si introduce & molto modesta.

Al sistema di equazioni differenziali, in ciascun intervallo di integrazione, va asso-
ciato una coppia di condizioni al contorno. In particolare, per x = x; ed x = x + A/,
ovvero nelle sezioni di formazione delle lesioni, lo stato deformativo & immediata-
mente valutabile; infatti si ha o, = ¢, = 0 e pertanto le eq. (34)-(35) si disaccoppiano e
forniscono i valori di ¢, ¢, nelle due sezioni di estremitd; le condizioni ai limiti si ot-
tengono dunque dalla (3d), che fornisce il valore di ds/dx=¢, per x=x ed
x=x+ Al

Si osservi che le equazioni (34)-(3b) risultano accoppiate alle equazioni differenziali
(3¢)-(3d) attraverso la tensione e la deformazione nel calcestruzzo teso; se nella (3d) si
trascura il termine ¢, rispetto a ¢, e cid & generalmente lecito se I'acciaio & snervato, le
equazioni differenziali costituiscono un sistema nelle sole incognite ¢, (x) e s(x), disac-
coppiato dall’equilibrio globale della sezione. Risulta pertanto necessario utilizzare le
equazioni di equilibrio globale della sezione solo alle ascisse x = x; ed x = x; + A/ al fine
di ottenere le condizioni ai limiti, mentre all’interno del concio il problema & retto dalla
sola equazione (3¢); cid semplifica enormemente ’'onere computazionale, e fornisce co-
munque una soluzione di primo tentativo molto prossima a quella finale. La soluzione
perseguita in tali ipotesi non permette pero la valutazione delle curvature in quanto il
valore della ¢, nelle sezioni interne del concio permane incognito.

LA RISOLUZIONE NUMERICA DEL PROBLEMA

La risoluzione del sistema differenziale introdotto al paragrafo precedente si pre-
senta complessa per la non linearitd di alcune equazioni, e per la dipendenza del
legame di aderenza dalla distanza dalla lesione.

Il problema pud dunque essere affrontato solo per via numerica; in particolare
conviene effettuare la discretizzazione alle differenze finite, suddividendo il tratto tra
due lesioni in # — 1 tratti elementari con passo 4x, ed assumendo in ciascun tratto
costante il valore della 7 e variabili linearmente le altre funzioni incognite. Per la
risoluzione del problema alle differenze finite particolarmente utile & 'utilizzazione
della procedura iterativa di «shooting» [2], che trasforma il problema delle con-
dizioni ai limiti nella risoluzione iterativa di problemi di valore iniziale; cid consente
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di innescare, nell’ascissa iniziale, I’algoritmo risolutivo. In particolare nel problema in
esame risulta conveniente definire un valore di tentativo dello scorrimento s; nella pri-
ma sezione, e di usare invece la tensione nell’acciaio nell’ultima sezione o, come
parametro di controllo per la convergenza del metodo.

Sccondo tale procedura, nella generica iterazione ; e nel generico intervallo ele-
mentare di integrazione definito dai nodi (7, 7+ 1), si utilizzano le espressioni alle dif-
ferenze finite delle (3¢) e (3d) nella seguente forma:

(5a) ol =cl) + 4l Ax/®,
(Sb) S(-I-/-l)l =5 +Ax [(SS i+1 +€:({ )/2 (Ectz+1 (J))/Z]

La strategia risolutiva COI‘lSlSte nel ricavare dall’equilibrio nella sezione fessurata,
dove si ha o)/} =0, i valori di ¢\ { e 57, e quindi £/ e ¢4 attraverso i legami costitu-
tivi; si ipotizza inoltre un valore di primo tentativo per s{ (e attraverso il legame costi-
tutivo per 7{”). Innescata la procedura in tutti gli altri passi 'eq. (54) consente di
valutare la tensione nell’acciaio a7} | e gli equilibri globali (Sa) (}b) forniscono i valo-
ri di o7, | e 0%/} 1; infine I'eq. (5b) fornisce lo scorrimento 5,7 e la procedura si ite-
ra. La differenza tra il valore o} calcolato ed il valore ottenuto dalle condizioni ai
limiti nell’ascissa finale del concio costituisce il parametro per il controllo della con-
vergenza del metodo.

Per quanto concerne il valore del primo tentativo s{", riprendendo quanto detto in
precedenza, conviene in una prima fase trascurare la deformazione nel calcestruzzo
teso nell’eq. (3d); per innescare la procedura va comunque fornito un valore s{” dello
scorrimento iniziale che va prescelto tenendo presente che un suo estremo superiore &
dato dal prodotto della massima deformazione nell’acciaio in corrispondenza della le-

sione per la lunghezza del concio.

IL CALCOLO DELLE ROTAZIONI PLASTICHE E CONFRONTI
CON RISULTATI SPERIMENTALI

1l calcolo delle rotazioni relative e degli spostamenti in condizioni anelastiche si ef-
fettua valutando, a partire dalle deformazioni e nel rispetto dell’ipotesi di conser-
vazione delle sezioni piane per calcestruzzo compresso ed acciaio teso, la curvatura
x(x) in ciascuna sezione, ed integrando, per via numerica, tale curvatura lungo I'asse
della trave:

6) gy = L - 50 e@held 0= f A dts o) = f 6(t) dr.

X }J_XE /9
0 0

La procedura formalizzata in precedenza & stata verificata confrontando il calcolo
teorico con i risultati sperimentali di Maldague [6, trave H8]; nell’analisi teorica si
sono utilizzate, per il legame costitutivo dell’acciaio teso e la distanza tra le lesioni, le
risultanze sperimentali, mentre i rimanenti legami costitutivi sono stati stimati a par-
tire dalla resistenza a compressione del calcestruzzo; in particolare per la distanza tra
le lesioni & stato assunto il valore medio sperimentale pari a 8 cm.
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Fig. 3. — Andamento teorico della deformazione nell’acciaio teso in condizioni ultime.
A
/) Ak, A/\N NA Lo e, \\
i) U
I
i
: : . 28
5610 1—
| 280 4 1
] —]
0 40 80 120 160 200 240 280

Ascissa (cm)
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Fig. 7. — Confronto teorico-sperimentale del diagramma forza-spostamento in mezzeria.

Nelle figg. 3-5 sono riportati gli andamenti, per il massimo carico sopportabile
dalla trave, della deformazione nell’acciaio ¢, dell’asse neutro x. e della curvatura y
valutati con la metodologia descritta nei paragrafi precedenti; si osservi la forte varia-
bilita di tali grandezze in ciascun concio tra due successive lesioni, che rende molto
incerta la possibilita di distribuire la rotazione plastica lungo un unico concio, utiliz-
zando cioé il concetto di «cerniera plastica», come spesso viene fatto nella pratica
tecnica.

Nelle figg. 6, 7 sono invece riportati gli andamenti teorico e sperimentale dei dia-
grammi forza F-rotazione relativa fra gli appoggi A6 e forza F-spostamento in mezzeria
£ fino al raggiungimento del carico massimo; & immediato constatare il buon accordo
tra risultanza sperimentale e previsione teorica, confermandosi in tal modo Iat-
tendibilita della metodologia proposta.
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