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Meccanica. — Precessioni ad asse verticale del girostato pesante. Nota di GruseppE
Saccomanpi, presentata (*) dal Socio G. GrioLL

ABSTRACT. — Precessions with vertical axis for an heavy gyrostat. We have examined the dynamical
possibility of precession motions with vertical axis for an heavy «Volterra-type» gyrostat with a fixed
point without friction. We have been able to show that these kinds of motions are dynamically possible
only if the rotation speed or the precession speed is constant.

Key worps: Gyrostat; Precession; Semiregular precession.

Ruassunto. — Si esamina la possibilita dinamica di precessioni ad asse verticale di un girostato, alla
Volterra, pesante e fissato senza attrito per un suo punto. Si ticonosce che per essere possibili moti di
questo tipo, necessariamente, almeno una delle due velocita di precessione o rotazione propria deve esse-
re costante.

1. In[1] R. Balli ha dimostrato I'impossibilita dinamica per il corpo rigido pe-
sante, fissato senza attrito per un suo punto O, di moti di precessione non regolare in
cui le due velocitd di precessione e di rotazione propria variano effettivamente nel
tempo.

In questa Notz si affronta il problema di riconoscere se moti di questo tipo sono
dinamicamente possibili qualora si consideri, invece di un corpo rigido, un girostato;
cioé un sistema costituito da una parte rigida S’ e da una parte S” che, muovendosi ri-
spetto a S’ di moto ciclico, provoca un momento girostatico costante relativamente a
S’, senza tuttavia alterare la distribuzione delle masse[2].

Moti del tipo cercato non sono possibili nemmeno con la generalizzazione intro-
dotta, in quanto si riconosce che necessariamente almeno una delle due velocita di
precessione o rotazione propria deve essere costante. Eventuali moti sono quindi pre-
cessioni semiregolari. Per il loro significato cinematico si rinvia a[3, 4], per una loro
analisi dettagliata a[5,6].

2. Un moto di precessione non regolare ad asse verticale & caratterizzato dalla
seguente forma della velocita angolare: @ = vc + w3, dove c¢ ¢ il versore della ver-
ticale (orientato verso il basso), 7, & il versore di un asse solidale al corpo che, in
tutta generalitad, pud essere assunto come terzo versore di una terna solidale con
origine nel punto fisso T (0O, 1;,1,,%) e v=v(¢) e » = u (¢) sono funzioni variabili nel
tempo, note rispettivamente come velocitd di precessione e velocitad di rotazione
propria.

(*) Nella seduta del 15 dicembre 1990.
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La terna T & scelta in modo che l'omografia di inerzia assuma la forma
ridotta:

A 0 —B’
e=| 0 B —-A'l.
—-B" -A' C

Nel seguito le componenti, rispetto alla terna T, del versore ¢ saranno indicate con
¢;, le componenti del momento girostatico I con I; e le componenti di 72g OG con &;,
(7 = massa del corpo, g modulo dell’accelerazione di gravita, G baricentro che si as-
sume distinto da O).

Un moto di precessione & individuato dalle funzioni ¢, (¥), ¢, (¢), ¢ (#), v (#),  (¢), ed
¢ dinamicamente possibile se e solo se queste funzioni verificano il sistema di equazio-

ni differenziali:

(1) c=ucXi;,

) (@) +oXo@+vexT+uiyxI=mgOGXe,
e la relazione in termini finiti:

(3) d+gd+4=1

Il sistema (1) e (2) ammette, oltre all’integrale primo particolarizzato (3), anche gli
integrali primi dell’energia e della componente verticale del momento delle quantita
di moto che hanno, rispettivamente, la forma:

(4) VZU(C)’C+2‘U.VO'(C)'1.3 +}J.20'(i3)'i3 _ngOG'C::ZEo,
) vo () c+uo(ts)-c+I-c=k,.

Proiettando le equazioni (1) e (2) su T si ottengono le seguenti equazioni
scalari:

(6) G=ps, &=—peg, ¢ =costante,

(7) av—B'a+b +diuv+A u? —Lu+ev=>h,
(8) v—A'p+ bV +duv—B W +Lip+ev=>h,
©) v+ Ci+ by + esv=h;,

dove & stato posto:

a(q,0)=Aq—B' ¢, ala,6)=Ba—A'c, a(q,6)=~B'¢—A'6+Cq,
bic,4)=-B ¢o-A'G+(C-B)gs+A'd,
by(c,0)=B" d+A' o+ A-0as—B'3g,
by(c,e)=B-A)aa—-A' s +B gq,

di(c1,6)=(A-B+Qe+2A'g, dlq,0)=(A-B-0Cq—2B'g,
e(a,0)=hLog—hLa, ela,q9)=Le—La, ela,q)=hLe—ha,

hila,a0)=6h6—50, ha,0)=&a—ta, bhla,0)=5He—&a.
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Dalle (4) e (5) si ottiene

(10) v=(k—ua)ls,
(11) W =T/A= (ws—Fk)/(Cs —da),
dove:

s=5(c,6)=AZ+B&—2B'ci—2A" ¢ +C4,
w=wl(q,q)=28c+256+E, k=k(q,6)=k—-Lc—Lqg,
con By =—2E;+2&¢c e by =k — L.
Derivando la (10) rispetto al tempo, tenendo conto delle (6) si ottiene:
(12)  v=[a(—sa) +u2(B' o —A'c))s—2a3b;) +pless +2 by k)]/5%.

Sostituendo le espressioni di v e v date da (10) e (12) nelle (7) e (8) si hanno le
equazioni:

(13) PI‘L;.+P2[J.2+P3‘U.+P4=0,
(14) Q1ﬂ+Q2#2+Q3#+Q4:0,
dove:

(P, =P, (¢,,¢)=5(—a,a;—B's),

P,=P(c,0)=saB e—-A'cq)—dis+A's)+a(—2ab+ba),
Ps=P(c;,0)=kQRaby —2a;b, +dys) —aze;5— L 5%,

P,=P,(c;,) =k b, —h s> + e ks,

QO =0i(a,0)=s(—aa—A"s),

Q,=0,(q,0)=s(@B' ¢—A"q)—dyas +B's)+a;(—2a,b; + b, ),

A =0(c,0)=kQab —2ab+ds) —aes—Ls,
| Qi =Qula,0) =k b —hs +eks.

La sostituzione delle stesse nella (9) porta, ovviamente, ad una identitd stante la

complanarita di @, ¢ e #;. Le (13) e (14) a loro volta non sono indipendenti: ogni qual-

volta che le funzioni u(¢), ¢ (¢) e ¢ (¢) soddisfano le (6), la (11) e una di esse, I'altra &
automaticamente verificata.

Naturalmente nel seguito si considereranno solo funzioni ¢ (¢), o (¢), u(£) effettiva-
mente variabili nel tempo, escludendo cioé soluzioni del tipo ¢ = costante, ¢ = co-
stante che rappresentano rotazioni intorno alla verticale, e soluzioni con x = costante
che sono precessioni semiregolari di prima specie. Si escluderanno inoltre soluzioni
a (8, ¢ (#), u(®) che, pur essendo variabili nel tempo, definiscano da (10) v = costante,
e cioé soluzioni che sono precessioni semiregolari di seconda specie.

3. La relazione (11) esprime u in funzione di ¢, e ¢ ed & inoltre possibile, con ’au-
silio delle eq. (6), esprimere anche ¢ come funzione di tali variabili: 4= I"A—
—T'A)/A?, con I'=((8I'/3¢;) &, — (8'/36) ¢1) /2 e A= ((9A/3cy) 6 — (BA/0¢6) ¢;) /2.

Il problema della possibilita dinamica di precessioni non regolari & cosi ricondotto
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a controllare se equazione:

(16) [P,(TA—TA) + P,TA + P, A% = PiIA,
ottenuta sostituendo in (13) lap=p(¢,6) e lag =g (¢, ) di cui sopra, & verificata
per infiniti valori di ¢ € ¢ che soddisfano alla & +3 =1—g =4°.

Utilizzando la parametrizzazione razionale della circonferenza:

(17) aq=2at/(1+7), o=a(1-2)/1+?), r=@@—0e)q,

si pud riscrivere la (16) nella forma:

(18) {(P\TA-T A)+P,TA+PA*} =B TA(1+2)**!,

dove i soprassegni indicano i polinomi numeratori delle funzioni di = ottenute sosti-
tuendo ¢, e ¢ tramite le (11) nei rispettivi polinomi di (15) e s€Z & un’opportuno
esponente.

Si ottiene cosi una equazione algebrica in 7 che, per quanto detto sopra, deve esse-
re identicamente nulla.

Una verifica diretta dell’eq. (18) & di notevole complessita algoritmica & perd pos-
sibile individuare condizioni necessarie da un confronto tra il primo e il secondo
membro. Questo confronto & possibile se e solo se P;(z) non & identicamente nullo.
Sono quindi da distinguere come primo passo due casi: I) P;(r)=0; II)
P;(7)#0.

I) P;(7) =0. Un calcolo diretto porta a riconoscete che questo caso & possibile so-
lo se i parametri strutturali e di moto verificano le condizioni:

II=I2=A,=B,=O, k1=_1363C(Bd2+CC32)[C(A+B_C)C‘%+B(A+C_B)ﬂz]_l.

Affinché risulti nullo anche il primo membro della (18) si riconosce necessaria la
condizione ¢; = 0 che implica &y = 0. Si ha quindi che I'asse di figura che & asse princi-
pale di inerzia e individua la direzione del momento girostatico, deve anche essere or-
togonale all’asse di precessione. Queste restrizioni portano perd per la (10), ad un va-
lore nullo della velocita di precessione e quindi eventuali precessioni degenerano in
rotazioni.

II) P;(z)#0. Si puo effettuare un confronto tra le radici del primo e del secondo
membro di (18). Poiché il primo membro di questa espressione & un quadrato, esso
possiede solo radici doppie in 7; & necessario quindi che anche tutte le radici del se-
condo membro siano doppie. Piti precisamente I'A (1 + %) deve avere radici doppie
ed essere positivo. Per analizzare le radici di A(r) basta osservare che A & una forma
omogenea del secondo ordine in ¢}, o, per cui A(r) & un polinomio-antireciproco del
quarto ordine e quindi le sue radici sono tutte distinte, o sono due coppie di radici
doppie[7]. Nel caso di radici distinte si deve necessariamente avere:
I(7) =pyA(7)(1 + ), con g costante e quindi dalla (11) si riconosce facilmente che ri-
sulta 4? =y e quindi eventuali precessioni sono semiregolari.
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Il caso delle radici doppie si ha se e solo se si verificano le condizioni
(19) A'B'=0, AC-B?=BC-A",

con il che risulta A(7) = 4% (AC — B?)(1 + #)2.
Deve allora essere anche

(20) T(t)=y,(1+ ) (5P + 517+ 5),

con opportuni valori delle costanti y, e s;, la prima delle quali deve anche essere
positiva.

Poiché, posto by =2& (B—A), by =25 (B—A), by =L, by =—4A'& ¢ —21 L,
by=—4A' e+ E(B—A) =B, by=25(Ad+C3)+2k 1, b=25(Ad+C3)—
A’ Ei+2kD, b, =E, (A + C2) — 2, ¢

1) T =1 —-2)(by(1=7)+27h) + (1 + ) (),

con

(22) I=1(T) = (b7 _db6 + dzb4) ’1'4 + (Zﬂbj _2d2b3) Tj + (2b7 _Zdz b4 + 4d2 172)12 +
+(2abs +24° by) v+ by + abg + a* by,

dal confronto tra la (20) e (21) si‘riconosce immediatamente che deve essere
by =b, =0 e questo avviene se e solo se (A —B)(& +&)=0.

In relazione anche alle (19) ci si & quindi ricondotti ad esaminare quando I(7), de-
finito dalla (22), ha radici doppie in 7 ed & positivo subordinatamente alle due
eventualita:

II,) A=B, A’=B"=0; 1II,) AC=BC—-A", B'=0, &=§=0, A'#0; ()

II,) Nella prima eventualita, & possibile, senza ledere la generalita, assumere I; =0
e un controllo diretto porta a riconoscere che la condizione richiesta su I'(z) & ottenibile
solo nel seguente caso: KiL + (Ad®> + Cd)& =0, a? I3 — E; (Ad®> + Cc) L, + (Ad® +
+CP(E+d) =0.

Sotto queste condizioni si ottengono le seguenti forme di I'(z): I'(z) = (E, (Ad® +
+C—R)1+7% se L=0, e I't)=( (A2 +CH(1+ ) +2arBEP L% se
L #0.

In corrispondenza alla prima forma di I' si riconosce che w risulta costante. In cor-
rispondenza alla seconda forma ¢ facile accertare che la (18) non pud mai essere verifi-
cata, perché per valori accettabili dei parametri, il primo membro non ammette il fat-
tore (1 + =2)%.

Si conclude cosi che per un girostato a struttura giroscopica intorno all’asse di fi-
gura non sono possibili precessioni non regolari che non degenerino in precessioni
semiregolari.

(") Questo caso é diverso solo nominalmente da AC=BC—B?% A'=0, §, =& =0, B #0.
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II,) Anche in questa eventualita un controllo diretto permette di riconoscere che
la condizione richiesta su I'(r) & verificata solamente nei seguenti casi:

1) LLg(LA ¢—FkB—-A)#0, kL (B2 +Cc))—A (K +Ea*)=0,
E\A ¢;(LA ¢s — kb (B—A) — A’ ok B+LEB-A —-kEA ¢ =0,
con: I'(v)=[-A' gLy (La+k)r?+2a(liL(B—A) —BA'¢)r+
+A ¢ 1 (La— k1)]2 (LA G (LA G ki (B —A))]—l-

2) I,=0, E,((Ad* + Cc)(B— A)) —
A 42k LA 6 — B (B—A)— (A + C2) B =0,
con: I'(z) = A2 ([A" by (Ce; — A’ @) — CL (Ad® + Cc} — A’ acs)] 2 +
+A' k) (Ce; + A’ a) — CL (Ad? + CcZ + A’ ac;))*.

3) L =’él =0, A% — (E;(Ad® + Cc)) — #B)(E,(B—A)+ B)=0,
con: I'(7)=a?[(P+E B—-A)+EA'¢)w*—
~(B+E B-A)-EA¢)P2E,B-A)+EF)]™"

4)  ky=¢,=0, ABE,—(AE+BE)=0 con: I'(t)=a*(BI,z*+2AL~—BI,)*[AB]™!.

Si riconosce con un calcolo diretto che in nessuna di queste eventualita & possibile
verificare la relazione (18) per valori accettabili dei parametri.

Si conclude cosi che per il girostato pesante non sono possibili precessioni ad asse
verticale non regolari che non siano quelle semiregolari individuate da E. Pucci

in[5] e [6].
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