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Teoria dei gruppi. — Sulle partizioni dei p-gruppi finiti. II. Nota di VIRGILIO PAN-

NONE, presentata (*) dal Socio G. ZAPPA. 

ABSTRACT. — On the partitions of finite p-groups. II. Partitions of finite p-groups are investigated, espe
cially partitions with many components of a given order. A necessary condition is obtained (Theorem 1) for 
the existence of such partitions in terms of degrees of the irreducible characters. Some corollaries are then 
deduced, and an application is given to the groups of unitriangular matrices (Proposition 3). 
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RIASSUNTO. — Si studiano le partizioni dei p-gruppi finiti e, in particolare, quelle con molti compo
nenti di un dato ordine. Si deriva una condizione necessaria (Teorema 1) per l'esistenza di tali partizioni 
in termini di gradi dei caratteri irriducibili. Si deducono quindi alcuni corollari e si dà un'applicazione ai 
gruppi di matrici unitriangolari (Proposizione 3). 

1. INTRODUZIONE 

La presente Nota prosegue lo studio delle partizioni dei p-gruppi finiti cominciato 
nella Nota [7]. Da essa richiamiamo alcune definizioni. 

Una partizione di un gruppo finito G è una famiglia II = {Hi,..., Ht} di sottogrup
pi di G, nessuno dei quali è il gruppo {1}, tali che ogni elemento di G diverso dalla 
identità appartiene a uno ed un solo H,. I sottogruppi H, sono i componenti di II. La 
partizione {G} è detta banale. Una partizione è abeliana se tutti i sottogruppi compo
nenti sono abeliani, ed è una equipartizione ài ordine h se tutti i componenti hanno or
dine h. 

Diremo inoltre, per un p-gruppo G d'ordine \G\ =pn, che una partizione II di G 
ha ordine tipico ^pk [rispettivamente =pk] se esiste un intero positivo k tale che al
meno pn~k componenti hanno ordine ^pk [rispettivamente =pk]. Tali componenti 
sono detti tipici e il loro insieme è denotato con 77 .̂ La nozione di partizione d'ordine 
tipico è evidentemente una generalizzazione di quella di equipartizione, e nel seguito 
sarà osservato che esistono p-gruppi che ammettono partizioni d'ordine tipico pk ma 
non equipartizioni d'ordine pk. 

Un componente d'ordine p sarà anche detto atomico, e se exp G — p, l'equipartizio
ne i cui componenti sono i sottogruppi di G d'ordine p sarà chiamata atomica (o ele
mentare). E chiaro che, se exp G = p, da una partizione d'ordine tipico ^pk se ne può 
ricavare una d'ordine tipico =pk. 

E immediato verificare che una partizione 77 d'ordine tipico ^ pk soddisfa la disu
guaglianza |i7| ̂  1 H-p + ... + pn~k: questa giustifica l'uso del termine «tipico» per i 
componenti di JJk. Si noti infine che se II ha ordine tipico ^pk ed esiste un intero 
k' ^ k tale che ogni componente tipico ha ordine ^pk', allora U ha pure ordine tipico 
^ p . Invece, per un intero k" <k,II non ha necessariamente ordine tipico ^pk": per 

(*) Nella seduta del 12 gennaio 1991. 
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esempio, se n ̂  4, un'equipartizione d'ordine p2 ha più di pn ~2 componenti d'ordine 
^ p 2 , ma non ha pn~l componenti d'ordine ^ p . 

Il Teorema 1 di questa Nota generalizza in parte il Teorema 1 di [7], nel quale si 
afferma tra l'altro che un p-gruppo G dotato di un'equipartizione non atomica non 
può avere classe massimale. Generalizzazioni del Teorema 1 sono possibili. 

2. L'IPOTESI exp G = p 

Considereremo nel seguito partizioni di un p-gruppo G nell'ipotesi che sia 
exp G = p. E noto che nel caso delle equipartizioni tale ipotesi è superflua [4, Theorem 
6]. Nel caso generale, se il sottogruppo di Hughes Hp(G) = (x e G: \x\ =^p) è 
diverso da {1}, allora esso deve essere contenuto in un solo componente della parti
zione 77: ciò si ricava facilmente dal ben noto 

LEMMA DI BAER-KONTOROVICH [1, p. 337; 5, p. 60]. In un gruppo finito dotato di 

partizione, due elementi non identici, permutabili e appartenenti a componenti distinti 
hanno lo stesso ordine, e questo è un numero primo. 

Orbene, nella «maggior parte» dei p-griippi, il sottogruppo Hp(G), se =£{1}, ha 
indice «piccolo» in Gi1). In tale caso o 77 ha almeno un componente «grande», oppure 
exp G=p. Non potendo qui approfondire il problema della relazione tra \G: Hp(G)\ e 
|G|, ci accontenteremo di osservare che vàie la seguente 

PROPOSIZIONE 1. Se 77= {HJ è una partizione di un p-gruppo finito G, con 
\Hi\ ^ y\G\ per ogni i, allora exp G = p. 

DIMOSTRAZIONE. Per assurdo, sia exp G ¥^ p e sia y e G d'ordine \y\ > p . Sia H, un 
componente di 77 che interseca Z(G) non banalmente. Dal Lemma di Baer-Kontorovi
ch segue subito che expHj =p , per ogni J^i, e quindi gli elementi d'ordine =£p ap
partengono tutti ad Hj (e così Hp (G) ̂  Hh Z(G) ^ Ht). In particolare, avendo i coniu
gati di y ordine =£p si ha: \yG\ < |H/|. Dal lemma di Baer-Kontorovich si ha pure 
CG(y)cHn da cui ^{^{Ht1'\G\. Segue |H / |

2 >|G| . Q.E.D. 

3. PARTIZIONI E GRADI DEI CARATTERI IRRIDUCIBILI 

Sia G un gruppo finito. Denoteremo con irr(G) l'insieme dei caratteri complessi 
irriducibili di G. Diremo che x £ irr(G) è lineare se %(1) = 1. Denoteremo inoltre con 
dG il minimo dei gradi dei caratteri irriducibili non lineari. Non è difficile dimostrare 
che se H è un sottogruppo di G con G' £H allora vale la disuguaglianza 

(1) dG<\G:H\ 

[2, p. 484; 3, p. 75]. Se G è un p-gruppo non abeliano, allora vale pure 

(2) dc<\G:G'\ 

O Vedasi la letteratura sul «Problema di Hughes». 
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[8, p. 330]. La seguente proposizione generalizza un'osservazione di I. M. Isaacs 
sulle partizioni abeliane[3, p. 30]. Una dimostrazione può effettuarsi come in [8, p. 
329]. 

PROPOSIZIONE 2. Sia L un gruppo finito non abeliano eE— {Kt} una partizione di L. 
Sia x e iff (G) non lineare e tale che, per ogni i, la restrizione xK abbia tutti i costituenti li
neari. Allora si ha: \%\ > x ( l ) - 1 * \L\-

Possiamo ora dimostrare il 

TEOREMA 1. Sia G un p-gruppo finito non abeliano di ordine pn ed esponente p, e sia 77 
una sua partizione non banale, abeliana o non, di ordine tipico ^pk, con k ^ 2 . 

Allora dG^p2. 

DIMOSTRAZIONE. Per assurdo, sia x € irr{G), %(1) =p. La restrizione xH al generico 
componente H, è allora irriducibile oppure, evidentemente, si decompone come com
binazione lineare di costituenti lineari. Se fosse xH G irr (H,-) per ogni /, dalla Proposi
zione 2 seguirebbe |il| > p _ 1 |G|, il che contraddice la disuguaglianza per \ll\ data nel
l'Introduzione. Esiste pertanto H? eli tale che xHi eirr(H^). 

Per le proprietà dei normalizzanti dei sottogruppi di/>-gruppi finiti esiste un sotto
gruppo I con H{' ^ K G e \I\ = p»~k+2. Si noti che xl

 e irr(I), Xjd) =P, e c o s ì che I 
non è abeliano. Essendo \G: l\—pk~2, ogni componente tipico interseca I in almeno 
p2 elementi. 

Sia 0 l'insieme dei componenti di TI che intersecano I in almeno pò elementi, ¥ l'in
sieme dei componenti di II che intersecano I in esattamente p2 elementi, Fj = 
= {Hnl: He¥} (\¥j\ = \Y\)y e sia infine Qj l'insieme dei sottogruppi d'ordine p di I 
non contenuti in alcun elemento di Yj. Le seguenti relazioni sono di verifica 
immediata: 

(3) | ^ | ^ ( | / | - l ) - ( p 3 - I )" 1 , 

(4) 10,1 = (|I| - 1 - IìTJKP2 - 1)) - (p -

(5) |T 7 |> |7 l J - |<P | . 

Usando le (3), (4), (5) ed il fatto che |J| = p " _ * + 2 nonché \nk\>pn~k otteniamo la 
seguente maggiorazione per la cardinality della partizione Yj u û j di J: 

\¥j u û , | = |Yj| + N = |yj | + (|J| - 1 - |fi|(p2 - l))(p- I)"1 = 

= -\¥j\ -p + (\I\ - i)(p -1)-1 < -\nk\ -p + |*| -p + (\l\ - i)(p- i r 1 « 

« -Iflil -p + (\i\ - D(I +p(i +p+p2r1)(p - i r 1 ^ 

« -p"~k+i + (pn-k+2 - i)(p - i r 1 (i +p(i +P+P2)-1) = 

= -p"-k+i + (i+p+...+p"-k+i){i+p(i+p+p2ri)< 

< i +... +pn-k+P'1 +1 +...+p"~k=2(p - ìr^p"-*-*-1'-1)+p_1 <p"~k+i 

avendo pure usato il fatto che, essendo G non abeliano, è p > 3 . 
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D'altra parte, essendo Yj u Qi una partizione abeliana del gruppo non abeliano J, 

dalla Proposizione 2 segue che |F j u & j | > p _ 1 • \I\ =pn~k + 1. Q.E.D. 

COROLLARIO 1. Un p-gruppo finito G con exp G = pe\G: G'\=p2 (in particolare con 
exp G — p e classe massimale) non ammette partizioni non banali di ordine tipico ^ pk, 
per ogni k^2. 

DIMOSTRAZIONE. Se G è abeliano, il Corollario è immediato. Diversamente, da 
\G: G | =p2 e dalla (2) segue de =p. Il risultato segue allora dal Teorema 1. Q.E.D. 

COROLLARIO 2. Sia G un p-gruppo finito con exp G = p} dotato di una partizione non 

banale di ordine tipico ^pk, k ^ 2. Se H è un sottogruppo di G con \G: H\ = p2, allora si 

ha HD G y e quindi H<G 

DIMOSTRAZIONE. Se H$G, allora dalla (1) segue dG < \G: H\ =p2, contro l'asser

to del Teorema 1. Q.E.D. 

COROLLARIO 3. Sia G un p-gruppo finito di esponente p dotato di una partizione non ba

nale di ordine tipico^pk, k^2. Allora, per ogni massimale M<G si ha M ' = G \ 

DIMOSTRAZIONE. Vale G = # G , M ' = # M , \G: M\ =p. Essendo $M intersezione 

di sottogruppi di indice p in M (quindi di indice p2 in G) dal Corollario 2 si ha 

QMDG. Q.E.D. 

È noto [4, Theorem 10] che il gruppo Tn (pa) delle matrici unitriangolari (p. es. supe

riori) con entrate nel campo GF(pa) ammette, stn^p, equipartizioni d'ordine pa, per ogni 

a^l/i componenti essendo, in un certo senso, «copie del campo» (cfr. [8, p. 325]). E al

lora naturale chiedersi se esistano equipartizioni non atomiche di Tn (p), n ^ p , gruppo le 

cui matrici hanno entrate variabili nel campo «atomico» GF{p). Vale la 

PROPOSIZIONE 3. Per ogni primo p ed ogni intero positivo n} il gruppo Tn (p) non am

mette equipartizioni non banali non atomiche. 

La Proposizione 3 segue subito dal Corollario 2 per un'opportuna scelta di un sot

togruppo H^T„(p). E anche possibile dimostrare la non esistenza di equipartizioni 

non banali di Tn(p
a) d'ordine pk con k> a, quando è a> 1. 

Concludiamo questa Nota osservando che esistono p-gruppi che ammettono partizioni 

d'ordine tipico pk ma non equipartizioni d'ordine pk. Per esempio, il gruppo abeliano ele

mentare di ordine p5 ammette una partizione con un componente di ordine p 3 e tutti gli altri 

di ordine p 2 . Ciò deriva da un risultato di B. Lindstròm [6, Theorem 1]. 

Parzialmente finanziato dal M.U.R.S.T. 
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