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Teoria dei gruppi. — Gruppi con identità semigruppali: su una congettura di M. V. 
Sapir. Nota di PATRIZIA LONGOBARDI, MERCEDE MAJ e JAMES WIEGOLD, presenta­
ta (*) dal Socio G. ZAPPA. 

ABSTRACT. — Groups with semigroup identities: on a conjecture ofM. V. Sapir. M. V. Sapir conjectured 
the following: let S be a finitely generated semigroup satisfying the identity x2 = 0, and assume that S is a 
homomorphic image of a subsemigroup of a nilpotent group G. Then S is finite. If that is true, then a solu­
ble group with a finite basis for its semigroup identities is either abelian or of finite exponent. In this paper 
we prove the conjecture if either y3 (G) is periodic or S is 3-generator and y4 (G) is periodic. 

KEY WORDS: Groups; Identities; Varieties; Semigroups. 

RIASSUNTO. — M. V. Sapir ha formulato la seguente congettura: non esiste un semigruppo S infinito, 
finitamente generabile, soddisfacente l'identità x2 = 0 e immagine omomorfa di un sottosemigruppo di 
un gruppo G nilpotente. Se ciò vale, ogni gruppo risolubile con una base finita per le sue identità semi­
gruppali è abeliano o di esponente finito. In questo lavoro si prova la congettura di Sapir quando l'inter-
derivato 73(G) è periodico o se S è 3-generato e 74(G) è periodico. 

1. INTRODUZIONE 

I gruppi risolubili con identità semigruppali sono stati inizialmente studiati da A. 
I. Mal'cev in [3]. Un gruppo nilpotente soddisfa sempre una identità semigruppale 
(cfr. [3,4]); viceversa, in [3], Mal'cev ha mostrato che un gruppo risolubile finita­
mente generato soddisfa una identità semigruppale se e solo se è nilpotente-per-
finito. 

Recentemente M. V. Sapir in [6] si è interessato dei gruppi nilpotenti-per-finiti 
con una base finita per le loro identità semigruppali (nella classe di tutti i semigruppi). 
Non ogni gruppo nilpotente-per-finito gode di questa proprietà, come mostrato da J. 
R. Isbell in[l] , Sapir in [6] ha provato che un gruppo che sia nilpotente o contenu­
to in una varietà abeliana per una varietà localmente finita, con una base finita per le 
sue identità semigruppali, è necessariamente abeliano o di esponente finito. Sapir ha 
mostrato poi che il risultato precedente si estende ad un qualunque gruppo risolubile 
se vale la seguente congettura: sia S un sottosemigruppo di un gruppo G nilpotente, 
allora non esiste un'immagine omomorfa di S che sia un semigruppo infinito, finita­
mente generabile, soddisfacente l'identità x2 = 0. 

In questo lavoro si danno alcune risposte parziali al problema posto da 
Sapir. 

Nel paragrafo 2 si prova che la congettura vale se l'interderivato y3 (G) è periodico, 
in particolare se G ha classe di nilpotenza 2. 

Ovviamente la congettura vale se S è 2-generato, nel paragrafo 3 si prova che essa 
continua a valere nell'ipotesi S 3-generato e 74(G) periodico. 

(*) Nella seduta del 12 gennaio 1991. 
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Le notazioni sono per lo più quelle usuali (cfr. [5]). In particolare, se G è un 
gruppo, si pone yi(Q = G e, per i> 1, ^(G) = [yi.1{Q,G]. 

Sia ora S un semigruppo. Una parola non vuota viene detta una quasi potenza di or­
dine 0; sene un intero, n ^ 0, una quasi potenza di ordine n+ 1 è una parola della forma 
w = uvu, dove u è una quasi potenza di ordine n (cfr. [2]). 

2 . SOTTOSEMIGRUPPI DI GRUPPI G CON 7 3 ( G ) PERIODICO 

Si dimostrerà il teorema seguente: 

TEOREMA 2.1. Sia T un semigruppo finitamente generato immagine omomorfa di un 
sottosemigruppo S di un gruppo G nilpotente. Si assuma y3 (G) periodico. Se T soddisfa l'i­
dentità x2 — 0, allora T è finito. 

Si premettono alcune osservazioni, tra cui il Lemma seguente che sarà molto utile 
nel seguito: 

LEMMA 2.2. (cfr. [2]; p. 151). Sia A un alfabeto finito. 
Esiste allora una sequenza di interi N(n) tali che ogni parola su A di lunghezza almeno 

N(n) contiene un fattore che è una quasi potenza di ordine n. 

DIMOSTRAZIONE. Si ragioni per induzione su n. Se n — 0, l'asserto è ovvio. Sia 
n ^ 0, e si supponga l'asserto vero per n. Sia k il numero delle parole su A di lunghezza 
N(n). Sia w una parola di lunghezza maggiore o uguale a (N(n) + l){k+ 1). Allora 
w = w1aiW2a2...Wk+iak+iVy con ax,a2, . . . , ^ + 1 e A, wx,w2, ...,Wk+i parole di lun­
ghezza N(n) e v parola su A (eventualmente vuota). 

Esistono allora 1 ̂  /, j ^ k + 1 tali che / =£/ e Wi — Wj e, per ipotesi, Wj = Wj = 
= cab ad, con e, a} b e d parole su A e aba quasi potenza di ordine n. Ne segue w = 
= sWitWiU = scabadteabadu e, posto v\ = se, v2 = dtc, v3 = du, w = v1 abav2abav3 dove 
abav2aba è un fattore di w quasi potenza di ordine n + 1. • 

Sia ora G nilpotente con y3 (G) periodico. Si assuma dapprima y3 (G) = {1}, cioè 
G nilpotente di classe 2. Allora in G vale l'identità xyzyx = yxzxy; ne segue facilmente 
il Lemma seguente: 

LEMMA 2.3. Sia S un sottosemigruppo di un gruppo nilpotente di classe 2. Allora, per 
q^-\, ogni quasi potenza di ordine q ha la forma u1* vu2* . 

DIMOSTRAZIONE. Si proceda per induzione su q. Se q = 1, l'asserto è ovvio per de­
finizione. Sia vero per q e sia w una quasi potenza di ordine q + 1. Allora w = ava, con 
tf quasi potenza di ordine q, cioè # = u bu tw — u bu vu bu = 

-yq-\ yq-l j j 2q~1 2q~l 74 04 1 • i—i 

= u u bvbu u = u su , come volevasi. u 

Dai Lemmi 2.2 e 2.3 segue facilmente il Teorema 2.1 quando G ha classe di nilpo-
tenza 2. Si ha in più: 

2.4. Sia T un semigruppo finitamente generato immagine omomorfa di un sottosemi-
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gruppo S di un gruppo G nilpotente di classe l.SeT soddisfa Videntità xn = 0 (n ̂  1 fissa­
to), allora T è finito. 

DIMOSTRAZIONE. Sia/: S—> T un epimorfismo, e sia B un sistema finito di genera­
tori di T. Si può allora assumere S generato da A, dove A è un sottoinsieme finito di S 
tale che f(A)=B; si può inoltre supporre G = (S). 

Fissato q ̂  logz n + 1, per il Lemma 2.2 ogni parola di lunghezza maggiore o ugua­
le a N(q) contiene una quasi potenza di ordine q e quindi, per il Lemma 2.3, una paro­
la del tipo un. Ne segue facilmente l'asserto. • 

Sia ora G un gruppo nilpotente di classe arbitraria con y3 (G) finito. Allo scopo di 
provare il Teorema 2.1, si procederà per induzione su |y3 (G)|. Si osservi in primo luo­
go che: 

LEMMA 2.5. Siano G un gruppo, H^Ç(G) un sottogruppo finito diGeS un sottosemi-
gruppo di G generato dall'insieme finito A. Esista un sottoinsieme finito X di SH/H = S 
tale che, per ogni weS — X, si abbia w = us2 vH, con u,s,ve S. 

Allora esiste un sottoinsieme finito Y di S tale che w — xy2 z, con x,y,ze S, per ogni 
weS-Y. 

DIMOSTRAZIONE. Si ponga |X| = t, \H\ = m, h — [log2 m] + 1, n = t + h + 1, e sia 
N{n) l'intero di cui al Lemma 2.2 

Si proverà che ogni elemento w e S di lunghezza maggiore o uguale a N(n) si scrive 
nella forma w = ab2 e, con a,b,ce S; l'asserto ne seguirà banalmente. 

Sia allora we S di lunghezza maggiore o uguale a N(n). Per il Lemma 2.2 w 
contiene una quasi potenza di ordine n, e si ha: w= ...bn-ianbn-i..., con bn-i = 
= bn-2àn-ibn-2> K-2 = bn-ò an-2 K-ò y • • •> bn-h + i = bn-han-h + 1bn-h, aiy fyeS, 
bn-h =bi+1 quasi potenza di ordine t+ 1. 

Si ponga bt+ì = b. Allora b compare in w almeno m volte, si ha cioè: 

(*) w = Xibx2b...xmb..., con xlyx2,...,xm eS. 

Inoltre b è una quasi potenza di ordine t+1, sicché si ha: b = utzt+iut, con 
ut = ut-1ztut-ì> ut_l =uf-2zt-iut-2,...,u2 = u1z2u1, uY = u0z1u0, e con ziy uj eS. 

Si noti che, per ogni iJ,Q<i<j, si ha: b= ...UjZjU^.. = . . . ^ •_ 1 Z/^- i^^_ i . . . . 
Per ipotesi si ha, per un opportuno /,Zj = ys2zh, con y,s,zeS, heH, oppure 

esistono / e/, con / <j, tali che Zj = Z(h, con heH. Nel primo caso b — WiU^ wò h, con 
u)x, w2, w$ opportuni elementi di S e heH. Nel secondo caso si ha 
b— ...Ui-xZiUi-iZjUi-i... = ...Uj-iZjUi-iZihui-i... = ...(Ui-izì)2h.... Pertanto è sem­
pre 

(**) b = WiW2w3h, con heH e w^eS. 
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Da (*) e (**) segue allora: 

w = Xi bx2 b. ..xmb...= Xi W\ w2 w$ hx2 Wi w\ w3 h.. .Wi w\ Wy h... = 

= Xi Wi w\ w3 x2 Wi x2 w3.. .hm . 

Ma hm = 1, pertanto si ha w= (x1wì)w2(w3x2...) = ZiZ2z3, con Z\, z2, z3 eS, come 
richiesto. • 

Si è ora in grado di dimostrare il Teorema 2.1: 

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 2.1. Si dimostrerà che esiste un sottoinsieme finito y di 
5 tale che, per ogni tu e S — Y, si ha w = xy2z, con x,y,z e S. Ne seguirà l'asserto. 

Ragionando come nella dimostrazione di 2.4, si possono assumere S e G finita­
mente generabili. Allora 73(G) è finito, e si può procedere per induzione su |y3(G)|. 
Se |y3 (G)| = 1 allora G ha classe di nilpotenza uguale a 2, e l'asserto segue da 2.2 e 2.3, 
ragionando come nella dimostrazione di 2.4. 

Sia ora ]y 3 (G) |> l , e sia H^ 73 (G) n £(G) con \H\ * 1. Allora \y3(G/H)\< 
< |y3 (G)| e 5" = SH/H è un sottosemigruppo finitamente generato di G/H. Per indu­
zione esiste allora un sottoinsieme Y di S nelle condizioni volute, e l'asserto segue dal 
Lemma 2.5. • 

3 . SOTTOSEMIGRUPPI 3-GENERATI DI GRUPPI NILPOTENTI 

Sia S un sottosemigruppo di un gruppo nilpotente di classe 3. Si ha allora (cfr. [4]) 
xyzyxwyxzxy = yxzxywxyzyx, per ogni x, y, z e S. Ne segue il seguente: 

LEMMA 3.1. Sia T un semigruppo generato da {a, b, e}, immagine omomorfa di un sot­
tosemigruppo di un gruppo nilpotente di classe 3. Allora esiste neN tale che, per ogni 
weT,w ha lunghezza minore o uguale a n} oppure w = xy2 z} con x,y,ze T. 

DIMOSTRAZIONE. Sia w e T non vuota e si assuma w non contenente quadrati. Si ponga 
Xi = dad, x2 = bob, yx — aba, y2 = dbd, Z\ = ada, z2 = bdb. Si proverà dapprima che: 

(1) Se esistono i,j,ke {1,2} tali che w non contiene xh yj, Zk, allora w ha lun­
ghezza limitata da un opportuno intero m. 

È sufficiente supporre che: 

a) w non contiene xx, yìf Z\, o che /3) tu non contiene xx, yu z2. 

Ovviamente si può inoltre assumere w di lunghezza maggiore o uguale a 8. Si ha 
allora w=zwìdw2d..., con W( nel sottosemigruppo generato da a e b, e quindi con W( 
di lunghezza minore o uguale a 3. 

Si assuma dapprima che valga la a). Se w2 = b, allora si verifica facilmente 
che per le ipotesi tu è contenuta in Widbdabdbabdab, o in Widbdabdbadbdabdb, 
sicché tv ha lunghezza minore o uguale a 18. Se invece w2 — ba, allora w è 
contenuta in W\dbadbd.,, e w ha lunghezza minore o uguale a 21, per il caso 
precedente. Se poi w = bah, allora w è in w\ dbabdab o in u>i dbabdbad..., da 
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cui w ha lunghezza al più 25. Infine, se w2=ab, si ottiene dalle ipotesi che 
w è contenuta in Widabda o in Widabdbad..., e ancora w ha lunghezza limitata. 

Valga ora la /3). Allora w è contenuta in Widabda se w2 = ab, in wxdbdabd se 
w2 = £, ed in w1 dbabdab se ẑ 2

 = bah. Infine se z#2
 = ba, applicando i precedenti risul­

tati a Widbadabd... e a Widbadbd..., si ottiene l'asserto. 
Si è quindi provata la (1). Si osservi ora che: 

(2) w non può contenere parole del tipo UXJVXJS, o uy^s, o uZiVZjS, per qualche 
u,v,seT non vuota e con / # / 

Infatti per assurdo sia, ad esempio, w* ...Xivx2... = ...dadvbab..., con ^ parola 
non vuota. Allora, per le ipotesi, v = bvid, e w= ...bdadbvidbabd..., con t>x non 
vuota. Ne segue vx di lunghezza maggiore di 1, altrimenti si avrebbe vx=a e w = 
= ...bdadbadbabd... conterrebbe un quadrato. Si ottiene allora, per l'osservazione all'i­
nizio del paragrafo, w= .. .dbabdvi bdadb.... Allora vi = av2 a, con v2 parola non vuota, 
e vx ha lunghezza maggiore di 1. Ma se Vi=aba...y allora w= ...bdadbaba... = 
= .. .bdad (ba)2..., un assurdo. Se vx = abd..., allora w = .. .dbabdabd. .. = ...db (abd)2..., 
un assurdo. Se vx = ^ . . . , allora w = ...dbabdada... = ...dbab (da)2 ..., un assurdo. In­
fine, se Vi=adb..., allora w= ...bdadbadb... = ...bd{adb)2..., una contraddizione. 
Pertanto vale la (2). Ne segue facilmente che w contiene al più una volta le parole XjXj, 
ii^j, e così jijj e ZìZJ. 

Si proverà ora che io ha lunghezza al più Am 4- 8, con m di cui al punto (1). 
Si ha, per l'osservazione (2), w = vwïai1w2a2

€2w3a^w4t> con v e / di lunghezza 1, 
{^,^2,^3} = fax,- ,yijj yZiZj Ii¥=fij e {1,2}}, s/ e {0,1} (a? uguale alla parola vuota) e 
con s v u o t a o soddisfacente le ipotesi di (1) {le {1,2,3}, r e {1, ...,4}). Allora ogni wr 

ha lunghezza al più m, e w ha lunghezza al più 4 ^ + 6 + 2, come richie­
sto. • 

Si è ora in grado di provare il 

TEOREMA 3.2. Sia T un semigruppo 3-generato, immagine omomorfa di un sottosemi-
gruppo di un gruppo G nilpotente. Si assuma y4 (G) periodico. Se T soddisfa l'identità x2 = 
= 0, allora T è finito. 

DIMOSTRAZIONE. Basta ragionare come nella dimostrazione del Teorema 2.1, uti­
lizzando il Lemma 3.1 nel caso 74(G) = {1}. D 

Lavoro eseguito con un contributo del M.P.I. 
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